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一类具有输入时滞的切换系统的正性镇定

刘 教†, 连 捷, 庄 严

(大连理工大学控制科学与工程学院，辽宁大连 116024)

摘 要: 研究一类含有输入时滞的切换系统正性镇定问题.通过引入增广系统,将时滞作为一个切换参数,原系统
的正性镇定问题转化为增广系统异步切换下的控制问题.利用对偶系统的特性,得到增广系统在平均驻留时间切
换下为正且稳定的充分条件,进而设计控制器以保证闭环系统的正性和稳定性.得到的充分条件可转化为标准的
线性规划问题,利用Matlab的 linprog工具箱进行求解.最后,通过仿真示例验证了所得结果的有效性.
关键词: 切换系统；平均驻留时间；正性镇定
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Positive stabilization for a class of switched systems with input time-delay
LIU Jiao†, LIAN Jie, ZHUANG Yan

(School of Control Science and Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract: This paper focuses on the positive stabilization problem for a class of switched systems with input time-delay.
By introducing the augmented system and taking time-delay as a switching parameter, the positive stabilization problem
is converted to the control problem of the augmented system under asynchronous switching. Taking advantage of the
properties of dual systems, a sufficient condition is derived to ensure that the augmented system is both positive and
stable under the average dwell time switching. Then, a controller is designed to guarantee the prescribed performance of
closed-loop systems. Such sufficient condition can be transformed to the normal linear programming problem, which can
be solved by using the linprog toolbox in Matlab. Finally, a numerical example is given to illustrate the effectiveness of
the obtained results.
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0 引

切换系统是一类特殊的混杂系统,由一组连续
或离散时间子系统以及确定这些子系统之间是如何

切换的一条切换规则组成.近几十年来,人们对切换
系统的研究取得了很多成果[1-5].另一方面,在实际系
统中经常遇到一些变量,例如绝对温度、反应物浓度
和生物数量等.这些物理量的共同点是其取值都被
限制为非负,可以建模为正系统.正系统是一类特殊
的系统,只要初始条件非负,其任意时刻的状态变量
都被限制为非负.如果切换系统的状态被限制为非
负,则得到了切换正系统.因为正系统中状态的非负
限制,针对一般切换系统得到的很多成果不能直接应
用到切换正系统,所以,对切换正系统的研究是有必
要的.很多文献研究了切换正系统的稳定性分析和

控制器设计问题[6-11].
二次型李亚普诺夫函数方法是分析一般切换系

统动力学性质的重要工具,它要求对于所有非零状态
取值为正、导数为负,所得条件可写为线性矩阵不等
式形式,利用LMI工具箱进行求解.余正李亚普诺夫
函数是状态的线性函数,仅要求对于正状态取值为
正、导数为负.相对于传统的二次型李亚普诺夫函数,
余正李亚普诺夫函数可以充分利用正系统状态非负

这一特点,减少设计的保守性.但是,利用余正李亚普
诺夫函数方法所得的稳定性条件被表示为线性不等

式形式,这类条件不像线性矩阵不等式那样可以灵活
变换,这便给切换正系统的稳定性分析和控制器设计
带来一些困难.另外,由于闭环系统的状态需要保证
为非负,这也在一定程度上增加了研究的复杂程度.
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很多关于控制器设计的文献都假设控制器的切

换与子系统的切换是一致的,这一假设在实际系统中
很难实现.由于识别运行子系统和激活相应控制器
不可避免地需要花费一些时间,子系统与控制器的
切换不能同时发生,这便导致了异步切换现象.文献
[12]通过给出系统状态解,分析了异步切换现象,设
计控制器保证闭环系统为正且稳定.然而,文中并没
有考虑输入时滞存在的情况,对含有输入时滞的切换
正系统的研究仍是一个开放性的问题,这推动了本文
的研究.
本文研究一类含有输入时滞的切换系统的正性

镇定问题.当存在输入时滞时,系统状态解非常复杂,
甚至难以得到具体的表达形式.本文利用余正李亚
普诺夫函数方法,将状态进行增广并将时滞作为一
个切换参数,把切换系统的正性镇定问题转化为增
广系统在异步切换下的控制问题.构造一种新的依
赖于子系统和控制器切换信号的余正李亚普诺夫函

数.为了降低设计的保守性,允许余正李亚普诺夫函
数在不匹配区间增加,得到保证增广系统在平均驻留
时间切换下为正且稳定的充分条件,进而设计状态反
馈控制器保证闭环系统为正且稳定.以上结果都可
以转化为线性规划问题,利用Matlab里的 linprog工
具箱进行求解.最终,通过一个仿真例子验证了所得
结果的有效性.

1 问题 和 知识

符号介绍:矩阵A ≻ 0(⪰ 0、≺ 0、⪯ 0)意味着矩
阵A的所有元素为正 (非负、负、非正),称矩阵A为正

(非负、负、非正)矩阵.梅茨勒矩阵是非对角元素非负
的矩阵.
考虑如下带有输入时滞的切换线性系统:

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k − d);

u(k) = Kσ(k)x(k);

x(ℓ) = ϕ(ℓ), ℓ = k0 − d, k0 − d+ 1, · · · , k0;

σ(ℓ) = ϵ(ℓ), ℓ = k0 − d, k0 − d+ 1, · · · , k0. (1)

其中:x(k) ∈ Rn为状态变量;u(k) ∈ Rm为控制输

入; d为已知常时滞;ϕ(ℓ) ⪰ 0和ϵ(ℓ)为区间 [−d, 0]内

的初值;分段常值函数σ : N → M = {1, 2, · · · ,M}
为切换信号,M ∈ N+为系统 (1)中子系统的个数;
Ai ∈ Rn×n,Bi ∈ Rn×m为具有合适维数的系数矩

阵, i ∈ M .切换序列为σ(k) : {(k0, σ(k0)), · · · , (kl,
σ(kl)), · · · , l = 0, 1, · · · }.其中: k0为初始时刻, kl为
第 l次切换时刻.因此,可以得到控制器的切换序列
为

σ(k − d) : {(k0 + d, σ(k0)), · · · , (kl + d, σ(kl)),

· · · , l = 0, 1, · · · }.

不失一般性,假设 k0 = 0.
定义1 [13] 如果对于任意初始条件ϕ(ℓ) ⪰ 0,输

入u(k) ⪰ 0和任意切换信号σ(k),系统 (1)的状态轨
迹总保持在非负象限内,x(k) ∈ Rn

+, k ∈ N ,则系统
(1)称为正系统.
引理1 系统 (1)为正系统的充分必要条件是对

于所有i ∈ M ,有Ai ⪰ 0,Bi ⪰ 0.
证明 充分性.利用归纳法证明充分性.假设对

于所有 i ∈ M ,有Ai ⪰ 0,Bi ⪰ 0,初始条件 ϕ(l) ⪰ 0,
输入u(k) ⪰ 0.根据式(1)有

x(1) = Aσ(0)x(0) +Bσ(0)u(−d) ⪰ 0.

因此有x(k) ⪰ 0,−d ⩽ k ⩽ 1.假设x(k) ⪰ 0,−d ⩽
k ⩽ k′,根据式(1)有

x(k′ + 1) = Aσ(k′)x(k
′) +Bσ(k′)u(k

′ − d) ⪰ 0.

因此有x(k) ⪰ 0,−d ⩽ k ⩽ k′ + 1.由归纳法可得
x(k) ⪰ 0, k ∈ N .
必要性.利用反证法证明必要性.假设Ai ⪰ 0不

成立,存在aipq < 0.令ϕ(0) = [ϕ1(0), · · · , ϕn(0)]
T,选

择ϕq(0) > 0,ϕs(0) = 0, s ̸= q,u(−d) = 0,有

xp(1) =

n∑
r=1

aiprxr(0) +

m∑
r=1

biprur(−d) =

aipqϕq(0) < 0,

这与x(k) ⪰ 0, k ∈ N 相矛盾,因此Ai ⪰ 0.同理,假
设Bi ⪰ 0不成立,存在bipq < 0.令u(−d) = [u1(−d),

· · · , um(−d)]T,选择ϕ(0) = 0,uq(−d) > 0,us(−d) =

0, s ̸= q,有

xp(1) =

n∑
r=1

aiprxr(0) +

m∑
r=1

biprur(−d) =

bipquq(−d) < 0,

这与x(k) ⪰ 0, k ∈ N相矛盾,因此Bi ⪰ 0. 2
注1 系统 (1)的开环系统并没有被限制为正系

统,因此需要设计状态反馈控制器迫使闭环系统为
正系统.由引理1可知,系统 (1)为正系统的一个充分
必要条件是Ai ⪰ 0且Bi ⪰ 0.本文不要求系统矩阵
Bi ⪰ 0,仅需通过设计状态反馈控制器保证闭环系统
的正性.
为了方便以后分析,给出如下引理.
引理2 令A为非负矩阵,如果存在常数 ς > 0

和向量 v ≻ 0,满足 (A − ςI)v ≺ 0,则存在向量
w = (A− ςI)−T(A− ςI)v ≻ 0使得(A− ςI)Tw ≺ 0.
证明 由于A的非负性,A − ςI 是梅茨勒矩阵.
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由文献[14]的引理2可得, (A−ςI)v ≺ 0意味着A−ςI

是赫尔维茨矩阵.进而利用文献 [14]的引理4可以得
到,存在向量w = (A − ςI)−T(A − ςI)v ≻ 0使得

(A− ςI)Tw ≺ 0. 2
令γ(k) = σ(k− d)表示控制器的切换函数,得到

相应的闭环系统为

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)Kγ(k)x(k − d). (2)

已知输入时滞的存在可能导致系统性能变坏甚

至不稳定.对于切换正系统,还可能造成系统状态丢
失非负特性.因此,本文的主要目的是设计状态反馈
控制器并找到可行切换信号,使得闭环系统 (2)为正
且指数稳定.在此给出平均驻留时间和指数稳定性
的定义.
定义2 [1] 对于切换信号σ和任意两个时刻k2

> k1,令Nσ(k1, k2)为区间 [k1, k2)内σ(k)的切换次

数.如果Nσ(k1, k2) ⩽ N0 +
k2 − k1

τa
成立,则τa > 0、

N0 > 0分别称为平均驻留时间和震颤界.
定义3 [15] 在切换信号σ(k)下,如果存在常数

c > 0和λ > 1,对于任意初始条件x(ℓ) ⪰ 0,系统状态
解都满足∥x(k)∥ ⩽ cλ−(k−k0)∥ϕ∥L, k ∈ N ,则称系统
(2)是指数稳定的.其中: ∥ϕ∥L = sup

k0−d⩽ℓ⩽k0

∥ϕ(ℓ)∥, c

为衰减系数,λ为衰减率.

2 主要结果

研究带有输入时滞的切换系统的正性镇定问题.
为了降低时滞给讨论带来的难度,引入增广状态向量
z(k) = [xT(k), xT(k−1), · · · , xT(k−d)]T.闭环系统
(2)可以写为

z(k + 1) = (Aσ(k) +Bσ(k)Kγ(k))z(k). (3)

其中

Aσ(k) =



Aσ(k) 0 · · · 0 0

I 0 · · · 0 0

0 I · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · I 0


, Bσ(k) =



Bσ(k)

0

0
...
0


,

Kγ(k) = [0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
d

Kγ(k)].

则带有输入时滞的切换系统(1)的正性镇定问题便转
化为增广系统 (3)的异步切换控制问题.假设第 i个

子系统在切换时刻kl−1被激活,即σ(kl−1) = i,第 j

个子系统在切换时刻kl被激活,即kl = j,那么相应
控制器的切换时刻分别为kl−1 + d和kl + d.因此,系

统(3)可以写为

z(k + 1) =(Ai +BiKi)z(k), k ∈ [kl−1 + d, kl);

(Aj +BjKi)z(k), k ∈ [kl, kl + d).
(4)

增广系统(4)为正且指数稳定的充分条件由如下定理
给出.
定理1 给定常数0 < α < 1和β > 1,假设存在

一组向量vi ≻ 0,使得对于∀i, j ∈ M , i ̸= j,有

Ai +BiKi ⪰ 0, (5)

Aj +BjKi ⪰ 0, (6)

Aivi +BiKivi − αvi ≺ 0, (7)

Ajvi +BjKivi − βvi ≺ 0 (8)

成立,则闭环系统(4)在满足平均驻留时间

τa > τ∗
a = −2 lnµ+ d(lnβ + lnα)

lnα
(9)

的切换律下是正的且是指数稳定的.
证明 根据文献 [12]的引理 5,由条件 (5)和 (6)

可得系统 (4)是正系统,因此只需要证明系统 (4)的指
数稳定性.构造如下余正李亚普诺夫函数:

V (k) = Vγ(k)σ(k)(k) = zT(k)wγ(k)σ(k). (10)

其中

wii = (Ai +BiKi − αI)−T(Ai +BiKi − αI)vi,

wij = (Aj +BjKi − βI)−T(Aj +BjKi − βI)vi.

控制器的滞后切换导致每个子系统的运行区间分为

匹配区间和不匹配区间.首先考虑匹配区间 [kl−1 +

d, kl),条件(7)意味着

(Ai+BiKi−αI)vi =Aivi+BiKivi−αvi ≺ 0. (11)

由于Ai +BiKi ⪰ 0,利用引理2,式(11)意味着

wii ≻ 0, (Ai +BiKi)
Twii − αwii ≺ 0. (12)

考虑到系统(4)状态的正性限制,由式(12)有

Vii(k + 1) = zT(k + 1)wii =

zT(k)(Ai +BiKi)
Twii <

αzT(k)wii = αVii(k). (13)

对于任意k ∈ [kl−1 + d, kl),在区间 [kl−1 + d, k)内重

复利用式(13)可得

Vii(k) ⩽ αk−(kl−1+d)Vii(kl−1 + d). (14)

另一方面,考虑不匹配区间 [kl, kl+d), l = 1, 2, · · · ,由
于Aj +BjKi ⪰ 0,利用引理2,条件(8)意味着

wij ≻ 0, (Aj +BjKi)
Twij − βwij ≺ 0. (15)
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考虑到系统(4)的正性限制,由式(15)可得

Vij(k + 1) = zT(k + 1)wij =

zT(k)(Aj +BjKi)
Twij <

βzT(t)wij = βVij(t). (16)

对于任意k ∈ [kl, kl + d),在区间 [kl, k)内重复利用式

(16)有

Vij(k) ⩽ βk−klVij(kl). (17)

下面考虑余正李亚普诺夫函数在子系统和控制器切

换时刻的变化情况,令

µ = max
i,j∈M

{wiip

wijp
,
wijp

wiip
, p ∈ P

}
, (18)

其中P = 1, 2, . . . , n(d+ 1).容易得到

wii ⪯ µwij , wij ⪯ µwii. (19)

由闭环系统(4)状态z(k)的非负性可得

Vjj(kl + d) ⩽ µVij(kl + d),

Vij(kl) ⩽ µVii(kl). (20)

结合式(14)、(17)和(20),对于任意 k ∈ [kl, kl+1),有

Vγ(k)σ(k)(k) ⩽

µNγ(kl,k)µNσ(kl,k)αT−(kl,k)βT+(kl,k)Vγ(kl)σ(kl)(kl) ⩽

· · · ⩽

µNγ(k0,k)µNσ(k0,k)αT−(k0,k)βT+(k0,k)Vγ(k0)σ(k0)(k0).

由于控制器的切换滞后于子系统的切换,子系统的切
换次数不小于相应控制器的切换次数,即Nγ(k0, k)

⩽ Nσ(k0, k).容易得到

Vγ(k)σ(k)(k) ⩽

µ2Nσ(k0,k)αT−(k0,k)βT+(k0,k)Vγ(k0)σ(k0)(k0) =

µ2Nσ(k0,k)e(k−k0)ln α+T+(k0,k)(ln β+ln α)Vγ(k0)σ(k0)(k0) =

µ2Nσ(k0,k)e(k−k0)ln α+d(ln β+ln α)Nσ(k0,k)Vγ(k0)σ(k0)(k0),

其中T+(k0, k)和T−(k0, k)分别表示在时间区间 [k0,

k)内不匹配和匹配区间的总时间长度.由

Nσ(k0, k) ⩽ N0 +
k − k0
τa

可得

Vγ(k)σ(k)(k) ⩽

e2Nσ(k0,k) ln µ+(k−k0) ln α+d(ln β+ln α)Nσ(k0,k)×

Vγ(k0)σ(k0)(k0) ⩽

e[2 ln µ+d(ln β+ln α)]N0×

e−[− ln α− 2 ln µ+d(ln β+ln α)
τa

](k−k0)Vγ(k0)σ(k0)(k0). (21)

令

ε1 = min
(i,j,p)∈M×M×P

{wijp},

ε2 = max
(i,j,p)∈M×M×P

{wijp},

结合式(10)和(21)有

∥z(k)∥ ⩽ 1

ε1
Vγ(k)σ(k)(k) ⩽

c

ε1
e−[− ln α− 2 ln µ+d(ln β+ln α)

τa
](k−k0)Vγ(k0)σ(k0)(k0) ⩽

cε2
ε1

e−[− ln α− 2 ln µ+d(ln β+ln α)
τa

](k−k0)∥z(k0)∥,

其中c = e[2 ln µ+d(ln β+ln α)]N0 .根据定义3,可以得到
闭环系统 (4)在满足平均驻留时间 (9)的切换信号下
是指数稳定的. 2
注2 通常采用的二次型李亚普诺夫函数是状

态的二次形式,用于处理系统的稳定性,当然也可以
用来研究切换正系统的稳定性.但在研究切换正系
统时,为了充分利用其状态非负这一特性,本文采用
了余正李亚普诺夫函数分析系统稳定性.相对于二
次型李亚普诺夫函数,余正李亚普诺夫函数为状态的
线性形式,充分利用系统状态正性的同时减少了设计
的保守性并降低了计算复杂度.
注3 在定理1的证明过程中,选择α、β使得Ai

+ BiKi + (1 − α)I和Aj + BjKi − (β − 1)I是舒尔

矩阵,其中(1 − α)和(β − 1)分别表示子系统在匹配

区间的稳定容度和不匹配区间的不稳定度.这意味
着异步切换现象可能造成子系统在不匹配区间运行

状态不稳定,但是本文要求不稳定度必须有界.
注4 本文将具有输入时滞的切换系统的正性

镇定问题转化为增广系统异步切换下的控制问题.
在分析异步切换时,限制条件 (Ai +BiKi)

Tωii −
αωii ≺ 0 与(Aj +BjKi)

Tωij − αωij ≺ 0同时存在,
导致不能求出控制器.因此,本文利用对偶系统理论
进行分析.文中第i个子系统在匹配区间内z(k+1) =

(Ai+BiKi)z(k)和系统z(k+1) = (Ai+BiKi)
Tz(k)

是对偶系统,由于对偶系统与原系统稳定性一致,即
(Ai + BiKi)vi − αvi ≺ 0等价于(Ai +BiKi)

Tωii −
αωii ≺ 0.同理,在不匹配区间, (Aj+BjKi)vi−αvi ≺
0等价于(Aj +BjKi)

Tωij −αωij ≺ 0,因此可以求出
控制器的解.
基于定理1,下面的定理2给出了控制器的解.
定理2 假设Ai ⪰ 0,给定常数0 < α < 1,β

> 1和向量 ṽi(d+1) ∈ Rn,如果存在向量vi = [vi1, vi2,

· · · , vi(d+1)]
T ≻ 0和si,使得∀i, j ∈ M , i ̸= j,κ ∈ d =

{1, 2, · · · , d},有

(ṽT
i(d+1)vi(d+1))Bisiṽ

T
i(d+1) ⪰ 0, (22)

(ṽT
i(d+1)vi(d+1))Bjsiṽ

T
i(d+1) ⪰ 0, (23)

Aivi1 +Bisi − αvi1 ≺ 0, (24)
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viκ − αvi(κ+1) ≺ 0, (25)

Ajvi1 +Bjsi − βvi1 ≺ 0, (26)

viκ − βvi(κ+1) ≺ 0 (27)

成立,则存在控制器

u(k) = Kix(k) =
1

ṽT
i(d+1)vi(d+1)

siṽ
T
i(d+1), (28)

使得闭环系统 (2)在满足平均驻留时间 (9)的切换律
下为正且指数稳定.

证明 证明过程可以分为正性和指数稳定性两

部分.首先证明系统 (2)为正系统.在式 (22)两边同时
除以(ṽT

i(d+1)vi(d+1))
2,可以得到

Bi
1

ṽT
i(d+1)vi(d+1)

siṽ
T
i(d+1) ⪰ 0. (29)

式 (29)意味着BiKi ⪰ 0.同样地,在式 (23)两边同时
除以(ṽT

i(d+1)vi(d+1))
2,有

Bj
1

ṽT
i(d+1)vi(d+1)

siṽ
T
i(d+1) ⪰ 0, (30)

这意味着BjKi ⪰ 0,因此系统(2)是正系统.
下面证明系统 (2)的指数稳定性.利用式 (24)、

(25)和(28),可以得到

Aivi +BiKivi − αvi =

Aivi1 +BiKivi(d+1) − αvi1

vi1 − αvi2

vi2 − αvi3
...

vid − αvi(d+1)


=



Aivi1 +Bisi − αvi1

vi1 − αvi2

vi2 − αvi3
...

vid − αvi(d+1)


≺ 0.

同样地,由式(26)∼ (28)有

Ajvi +BjKivi − βvi ≺ 0.

通过定理 1可以得到系统 (2)是指数稳定的,因此闭
环系统 (2)在满足平均驻留时间 (9)的切换信号下是
正的且是指数稳定的. 2
注5 在定理2中,式(22)可以写为ṽT

i(d+1)vi(d+1) > 0,

Bisiṽ
T
i(d+1) ⪰ 0,

(31)

或

ṽT
i(d+1)vi(d+1) < 0,

Bisiṽ
T
i(d+1) ⪯ 0,

(32)

其中向量 ṽi(d+1)的选择是自由的,为了计算方便可为
任意给定值.为了减少计算的困难,在式 (31)中选择
ṽi(d+1) ⪰ 0,这时第1个不等式自然满足.更特殊地,
给定 ṽi(d+1) = [1, 1]T, i ∈ M ,这种情况下,条件变为
凸条件,优于文献[18]中的非凸条件.
注6 定理2给出的条件可以通过线性规划求

出,然而条件 (22)不是标准的线性不等式形式,即使
得式(31)或(32)代替(22).为了解决这个问题,引入克
罗内克积⊗和vec(·)运算(包含给定矩阵的列,并将所
有列从左到右罗列起来).对于任意合适维数的矩阵
M、N和X ,有vec(MXN) = [NT ⊗M ]vec(X).那么
式(31)中的第2个不等式可以写为

(ṽi(d+1) ⊗Bi)si ⪰ 0.

3 仿真实例

考虑系统(1)包含两个子系统,参数如下:

A1 =

[
0.6 0.1

0.2 0.6

]
, B1 =

[
−0.2

−0.3

]
,

A2 =

[
0.6 0.1

0.5 0.3

]
, B2 =

[
−0.3

−0.2

]
, d = 1.

在此,选择α = 0.8,β = 1.1.利用 linprog解不等式
(22)∼ (27),得到控制器增益

K1 = [−0.043 6 − 0.072 6],

K2 = [−0.039 2 − 0.065 3].

根据式(18)可以得到µ = 2.212 7.平均驻留时间
为

τa > τ∗
a = −2 lnµ+ d(lnβ + lnα)

lnα
= 6.545 6.

系统的切换信号如图 1所示.其中: ssignal表示子系
统的切换信号, csignal表示控制器的切换信号.在
图 1的切换信号下,系统 (2)的状态轨迹如图 2所示.
由仿真结果可见,闭环系统 (2)在满足平均驻留时间
(9)的切换信号下是正的并且是指数稳定的.
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图 1 系统 (2)的切换信号
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图 2 系统 (2)的状态轨迹

4 结 论

本文研究了一类含有输入时滞的切换系统的正

性镇定问题.通过增广原系统,将正性镇定问题转化
为增广系统异步切换下的控制问题.通过考虑匹配
区间以及不匹配区间余正李亚普诺夫函数的变化,得
到了在平均驻留时间切换信号下保证闭环系统为正

且指数稳定的充分条件.最后,通过仿真实例验证了
所得结果的有效性.当输入存在时变时滞时,不能确
定增广系统状态的维数,本文结果不再适用.因此,研
究具有时变时滞输入的切换系统的正性镇定问题是

今后亟待开展的工作.
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