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时变时滞神经网络的时滞相关鲁棒稳定性和耗散性分析
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摘 要: 研究时变时滞神经网络的鲁棒稳定性和耗散性问题.充分利用积分项的时滞信息和激励函数条件构造
一个合适的增广LK泛函;利用自由矩阵积分不等式处理LK泛函的导数,得到一个低保守性的时滞相关稳定判
据;将所获得的结论延伸至神经网络的耗散性分析,并推导出一个确保神经网络严格 (X ,Y,Z)-γ-耗散的充分条
件.最后通过3个数值算例验证了所提出方法的可行性和优越性.
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Delay-dependent robust stability and dissipativity analysis of neural
networks with time-varying delays
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Abstract: The problems of robust delay-dependent stability and dissipativity for neural networks(NNs) with time-varying
delay is investigated. A proper augmented Lyapunov-Krasovskii functional(LKF) is constructed, which fully utilizes the
information of time-delay in integral term and the neuron activation function conditions. Then, by employing the free-
matrix-based integral inequality to handle the derivative of the LKF, a less conservative delay-dependent stability criteria
is obtained. The acquired conclusion is extended to the analysis of dissipativity for delayed NNs, and a suficient condition
is derived to guarantee the NNs strictly(X ,Y,Z)-γ-dissipative. The superiority and feasibility of presented approaches
are verified via three numerical examples.
Keywords: neural network；stability；dissipativity；free-matrix-based integral inequality；time-varying delay

0 引 䀰

神经网络模型类似人类大脑神经元的链接结构,
可由不同形式的微分方程描述,近10几年来受到了
国内外学者的广泛关注,并在信号处理、定点计算、优
化问题、联想记忆等工程领域扮演着重要角色[1-2].
神经网络在实际应用中需要稳定工作,但由于神经元
信号传输和放大器切换频率的速度有限,时滞的出现
是不可避免的.时滞的频繁出现使得系统的性能急
剧下降甚至不稳定,因此众多学者针对时变时滞神经
网络 (TVDNN)的各种问题进行了研究,并获得了许
多杰出的成果[3-5].
目前,人们主要利用Lyapunov-Krasovskii(LK)泛

函和积分不等式的方法来分析TVDNN系统的稳定
性和耗散性问题,因此,选取合适的LK泛函和保守
性小的不等式对其稳定性和耗散性进行分析极其重

要.针对TVDNN系统的稳定性问题,文献 [6]利用保
留更多的时延状态信息和增广向量,构造了一个新的
LK泛函,获得了TVDNN系统的时滞相关稳定条件.
文献 [7]在文献 [6]的基础上,提出了一个新颖的激励
函数条件,并引入带有三重积分的LK泛函来进一步
分析TVDNN的稳定性.文献 [8] 提出一种基于二次
的矩阵凸组合方法来研究TVDNN系统的稳定性,并
得到了一些稳定条件.文献 [9]利用二次时滞分割的
方法,获得了保守性小的TVDNN系统的稳定判据,
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此方法的缺点是增加了推导的复杂性和CPU的运行
时间.另一方面,在控制系统中,耗散性问题也备受人
们的关注,因为耗散性是比稳定性、无源性更为重要
和一般的性能指标.实际上,耗散理论是 Kalman-
Yakubovich引理、无源理论以及圆判据的广义化[3].
因此,耗散性对TVDNN系统的稳定性分析、鲁棒控
制及混沌和同步控制起着重要作用并得到了广泛

应用.文献 [10]研究了TVDNN系统的鲁棒耗散性问
题,并将所获得的结果用于进一步研究参数不确定的
TVDNN系统.最近,文献[11]在充分考虑神经元激励
函数信息的基础上,使用Writinger积分不等式估计
LK泛函的导数,得到了具有更低保守性的全局稳定
准则,并将所得到的结果用于分析其耗散性问题,获
得了TVDNN耗散性的充分条件.文献 [7-11]中,在对
LK泛函导数进行处理时,一些重要的状态信息和激
励函数信息被忽略,因此系统的保守性尚有很大的提
升空间.
本文针对TVDNN系统,充分利用积分项中的时

滞信息和激励函数条件构造一个合适的LK泛函;使
用凸优化的方法,处理时滞和时滞导数之间的关系;
利用自由矩阵积分不等式估计LK泛函的导数,以获
得保守性更低的TVDNN系统的稳定条件,并将所得
到的结论推广到TVDNN系统的耗散性分析;最后,
通过数值实例说明了所提出方法的可行性和相比现

有结果的优越性.
本文采用如下记号:Rn,Rn×m分别代表实数域

的n维向量空间和n×m矩阵空间; diag{c1, c2, · · · ,
cn}表示对角矩阵;A−1和AT分别表示矩阵的逆和

转置; 0和 I分别代表合适维数的零矩阵和单位矩

阵;Sn(Sn
+)和Dn(Dn

+)分别代表对称矩阵 (正定对称
矩阵)和对角矩阵 (正定对角矩阵); Sym{M} = M +

MT表示矩阵M与其转置之和;“∗”代表矩阵中的对
称项.

1 问题描述

考虑如下平衡点在初始位置的时变时滞神经网

络系统[1]:
ẋ(t) =

−Cx(t) +W1g(W0x(t)) +W2g(W0x(t− d(t))),

x(t) = ϕ(t), τ̄ ⩽ t ⩽ 0.

(1)

其中:x(·) = [x1(·) x2(·) · · · xn(·)]T ∈ Rn为系统

状态向量;ϕ(t)是初始条件;C = diag{c1, c2, · · · , cn}
∈ Dn,W0,、W1、W2 ∈ Rn×n为神经元连接权值矩

阵.时滞d(t)是一个连续有界的可微函数,满足

0 < d(t) < τ̄, (2)

− µD ⩽ ḋ(t) ⩽ µD, (3)

其中 τ̄ 和 µD是已知常数.神经元激励函数 g(·) =

[g1(·) g2(·) · · · gn(·)]T ∈ Rn, gi(0) = 0,满足下面
的假设:
假设1 在系统(1)中,函数gi(·)是连续的且满足

l−i ⩽ gi(W0iα1)− gi(W0iα2)

W0iα1 −W0iα2
⩽ l+i . (4)

其中: ∀α1, α2 ∈ Rn, α1 ̸= α2, l−i 、l
+
i 是已知标量;W0i

表示矩阵W0的第 i行行向量,并定义L1 = diag{l+1 ,
l+2 , · · · , l+n }和L2 = diag{l−1 , l−2 , · · · , l−n }.
当模型 (1)中出现外部输入扰动量时,模型 (1)可

转换为

ẋ(t) = −Cx(t) +W1g(W0x(t))+

W2g(W0x(t− d(t))) + u(t),

y(t) = g(W0x(t)),

x(t) = ϕ(t), τ̄ ⩽ t ⩽ 0.

(5)

其中: y(t) ∈ Rn是系统输出向量;u(t)是系统的外部
输入扰动量,假设满足u(t) ∈ K2[0,∞),意味着它是
一个有限的能量函数.
为了引入耗散性的性能指标,定义如下的能量函

数:
F (u, y, t∗) =

⟨y,Xy⟩t∗ + 2⟨y,Yu⟩t∗ + ⟨u,Zu⟩t∗ . (6)

其中:X ,Y和Z是实数矩阵,且X ,Z是对称的.另外,
定义⟨α, β⟩t∗ =

w t∗

0
αTβdt.

为了获得稳定性和耗散性条件,引入下面定义和
引理:
定义1 [11] 在零初始条件下,若存在标量γ > 0,

对∀ t∗ > 0,使得下面不等式成立:

F (u, y, t∗) ⩾ γ⟨u, u⟩t∗ , (7)

则系统(5)是严格(X ,Y,Z)-γ-耗散的.
引理1 对于正定对称矩阵R∈Sn

+, 常数β1,β2,
向量函数x : [β1, β2] → Rn,以及任意矩阵Gi ∈
R4n×n(i = 1, 2, 3),有

−
w β2

β1

ẋT(s)Rẋ(s)ds ⩽ ϖ̂TΘ̂ϖ̂. (8)

其中

Θ̂ =

τ
(
G1R

−1GT
1 +

1

3
G2R

−1GT
2 +

1

5
G3R

−1GT
3

)
+

Sym{G1H̄1 +G2H̄2 +G3H̄3},
H̄1 = ē1 − ē2, H̄2 = ē1 + ē2 − 2ē3,
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H̄3 = ē1 − ē2 + 6ē3 − 6ē4, τ = β2 − β1,

ēi = [0n×(i−1)n In 0n×(4−i)n], i = 1, 2, 3, 4,

ϖ̂ =
[
xT(β2) xT(β1)

1

τ

w β2

β1

xT(s)ds →

← 2

τ2

w β2

β1

w β2

θ
xT(s)dsdθ

]T
.

2 主要结果

首先,在推导的过程中,为了简化表达,定义下面
的记号:

τ̄d(t) = τ̄ − d(t), d̄(t) = 1− ḋ(t), g(t) = g(W0x(t));

υ1(t) =
w t

t−d(t)
g(s)ds, υ3(t) =

1

d(t)

w t

t−d(t)
x(s)ds,

υ2(t) =
w t−d(t)

t−τ̄
g(s)ds, υ4(t) =

1

τ̄d(t)

w t−d(t)

t−τ̄
x(s)ds,

υ5(t) =
2

d2(t)

w 0

−d(t)

w t

t+θ
x(s)dsdθ,

υ6(t) =
2

τ̄2
d (t)

w −d(t)

−τ̄

w t−d(t)

t+θ
x(s)dsdθ;

χ1(t) =

[xT(t) xT(t− d(t)) xT(t− τ̄) υT
1 (t) + υT

2 (t) →

← d(t)υT
3 (t) τ̄d(t)υ

T
4 (t) d(t)υT

5 (t) τ̄d(t)υ
T
6 (t)]

T,

χ2(s) =[
xT(s) ẋT(s) gT(s)

w t

s
ẋ(θ)dθ

w s

t−τ̄
ẋ(θ)dθ

]T
,

χ3(t) = [ẋT(t) gT(t)]T,

χ4(t) = [xT(t) ẋT(t) gT(t)]T;

ξ1(t) = [χT
4 (t) χT

4 (t− d(t)) χT
4 (t− τ̄)]T,

ξ2(t) = [υT
1 (t) υT

2 (t) υT
3 (t) υT

4 (t) υT
5 (t) υT

6 (t)]
T;

η(t) = [ξT
1 (t) ξT

2 (t)]
T;

ei = [0n×(i−1)n In 0n×(15−i)n], i = 1, 2, · · · , 15.

基于增广LK泛函和积分不等式的方法,可得系
统(1)的稳定性条件如下:
定理1 给定时滞参数 τ̄ > 0和0 < µD < 1,时

滞d(t)与其导数满足条件 (2)和 (3).如果存在对称矩
阵P ∈ S8n

+ ,Q1,Q2 ∈ S5n
+ ,R1,R2 ∈ Sn

+,对角矩阵Λi

∈ Dn
+(i = 1, 2, · · · , 4)和Σk ∈ Dn

+(k = 1, 2, 3),以及
任意矩阵U ∈ R2n×2n,Gi ∈ R4n×n(i = 1, 2, 3),
Dj ∈ R4n×n(j = 1, 2, 3)和矩阵M1,M2 ∈ Rn×n,使
得下面的LMI成立:

Θ1 =

[
Φ(τ̄ , µD)−Ξ(τ̄) Θ11

∗ Θ22

]
< 0, (9)

Θ2 =

[
Φ(τ̄ ,−µD)−Ξ(τ̄) Θ11

∗ Θ22

]
< 0, (10)

Θ3 =

[
Φ(0, µD)−Ξ(0) Θ21

∗ Θ22

]
< 0, (11)

Θ4 =

[
Φ(0,−µD)−Ξ(0) Θ21

∗ Θ22

]
< 0, (12)

Θ5 =

[
R1 U

∗ R1

]
> 0, (13)

则系统(1)是鲁棒全局时滞相关渐近稳定的.其中

Φ(d(t), ḋ(t)) =

Φ1 + Φ2 + Φ3 + Φ4 + Φ5 +Ξ(d(t)).

Φ1 = Sym{HT
1 (d(t))PH2(ḋ(t))+

eT
3 (Λ1 − Λ2)W0e2 + d̄(t)eT

6 (Λ3 − Λ4)W0e5+

eT
1 W

T
0 (L1Λ2 − L2Λ1)W0e2+

d̄(t)eT
4 W

T
0 (L1Λ4 − L2Λ3)W0e5 +HT

19H20},

Φ2 =

HT
3 Q1H3 + d̄(t)HT

4 (Q2 −Q1)H4 −HT
5 Q2H5+

Sym{HT
6 (d(t))Q1H8 +HT

7 (d(t))Q2H8},

Φ3 = τ̄2HT
9 R1H9 −HT

10Θ5H10 + τ̄ eT
2 R2e2,

Ξ(d(t)) =

d(t)HT
11

[
G1R

−1
2 GT

1 +
1

3
G2R

−1
2 GT

2 +

1

5
G3R

−1
2 GT

3

]
H11 + τ̄d(t)HT

15

[
D1R

−1
2 DT

1 +

1

3
D2R

−1
2 DT

2 +
1

5
D3R

−1
2 DT

3

]
H15,

Φ4 =

Sym{HT
11G1H12 +HT

11G2H13 +HT
11G3H14+

HT
15D1H16 +HT

15D2H17 +HT
15D3H18},

Φ5 =

Sym{HT
21Σ1H22 +HT

23Σ2H24 +HT
25Σ3H26},

Θ11 = [τ̄HT
11G1 τ̄HT

11G2 τ̄HT
11G3],

Θ21 = [τ̄HT
15D1 τ̄HT

15D2 τ̄HT
15D3],

Θ22 = diag{−τ̄R2 − 3τ̄R2 − 5τ̄R2},

H0
1(d(t)) =

[eT
1 eT

4 eT
7 eT

10 + eT
11 d(t)eT

12 τ̄d(t)e
T
13]

T,

H1(d(t)) = [H0
1

T
(d(t)) d(t)eT

14 τ̄d(t)e
T
15]

T,

H0
2(ḋ(t)) =

[eT
2 d̄(t)eT

5 eT
8 eT

3 − eT
9 eT

1 − d̄(t)eT
4 ]

T,

H1
2(ḋ(t)) =

[d̄(t)eT
4 − eT

7 2eT
1 − 2d̄(t)eT

12 − ḋ(t)eT
14]

T,

H2
2(ḋ(t)) = [2d̄(t)eT

4 − 2eT
13 + ḋ(t)eT

15]
T,

H2(ḋ(t)) =

[H0
2

T
(ḋ(t)) H1

2

T
(ḋ(t)) H2

2

T
(ḋ(t))]T,

H3 = [eT
1 eT

2 eT
3 0 eT

1 − eT
7 ]

T,

H4 = [eT
4 eT

5 eT
6 eT

1 − eT
4 eT

4 − eT
7 ]

T,
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H5 = [eT
7 eT

8 eT
9 eT

1 − eT
7 0]T,

H0
6(d(t)) =

[d(t)eT
12 eT

1 − eT
4 eT

10 d(t)(eT
1 − eT

12)]
T,

H6(d(t)) = [H0
6

T
(d(t)) d(t)(eT

12 − eT
7 )]

T,

H0
7(d(t)) =

[τ̄d(t)e
T
13 eT

4 − eT
7 eT

11 τ̄d(t)(e
T
1 − eT

13)]
T,

H7(d(t)) = [H0
6

T
(d(t)) τ̄d(t)(e

T
13 − eT

7 )]
T,

H8 = [0 0 0 eT
2 − eT

8 ]
T, H9 = [eT

2 eT
3 ]

T

H10 = [eT
1 − eT

4 eT
10 eT

4 − eT
7 eT

11]
T,

H11 = [eT
1 eT

4 eT
12 eT

14]
T, H12 = e1 − e4,

H13 = e1 + e4 − 2e12,

H14 = e1 − e4 + 6e12 − 6e14,

H15 = [eT
4 eT

7 eT
13 eT

15]
T, H16 = e4 − e7,

H17 = e4 + e7 − 2e13,

H18 = e4 − e7 + 6e13 − 6e15,

H19 = [eT
1 M1 + eT

2 M2]
T,

H20 = −Ce1 − e2 +W1e3 +W2e6,

H21 = e3 − L2W0e1, H24 = L1W0e4 − e6,

H22 = L1W0e1 − e3,

H25 = e3 − e6 − L2W0(e1 − e4),

H23 = e6 − L2W0e4,

H26 = L1W0(e1 − e4)− e3 + e6

证明 选取增广LK泛函如下:

V (xt) =

5∑
i=1

Vi(xt). (14)

其中

V1(xt) = χT
1 (t)Pχ1(t),

V2(xt) = 2

n∑
i=1

λ1i

w W0ix(t)

0
(gi(s)− l−i s)ds+

2

n∑
i=1

λ2i

w W0ix(t)

0
(l+i s− gi(s))ds+

2

n∑
i=1

λ3i

w W0ix(t−d(t))

0
(gi(s)− l−i s)ds+

2

n∑
i=1

λ4i

w W0ix(t−d(t))

0
(l+i s− gi(s))ds,

V3(xt) =
w t

t−d(t)
χT
2 (s)Q1χ2(s)ds+

w t−d(t)

t−τ̄
χT
2 (s)Q2χ2(s)ds,

V4(xt) = τ̄
w 0

−τ̄

w t

t+θ
χT
3 (s)R1χ3(s)dsdθ,

V5(xt) =
w 0

−τ̄

w t

t+θ
ẋT(s)R2ẋ(s)dsdθ,

对角矩阵Λi = diag{λi1, λi2, · · · , λin}(i = 1, 2, 3, 4)

和Σk = diag{σk1, σk2, · · · , σkn}(k = 1, 2, 3).计算泛
函V (xt)的导数,有

V̇1(xt) = ηT(t)Sym{HT
1 (d(t))PH2(ḋ(t))}η(t), (15)

V̇2(xt) = ηT(t)Sym{eT
3 (Λ1 − Λ2)W0e2+

eT
1 W

T
0 (L1Λ2 − L2Λ1)W0e2+

d̄(t)eT
4 W

T
0 (L1Λ4 − L2Λ3)W0e5+

d̄(t)eT
6 (Λ3 − Λ4)W0e5}η(t), (16)

V̇3(xt) = ηT(t)Φ2η(t), (17)

V̇4(xt) = ηT(t)[τ̄2HT
9 R1H9]η(t)−

τ̄
w t

t−τ̄
χT
3 (s)R1χ3(s)ds, (18)

V̇5(xt) =

ηT(t)[τ̄ eT
2 R2e2]η(t)−

w t

t−τ̄
ẋT(s)R2ẋ(s)ds. (19)

首先,使用 Jense’s积分不等式[13]和逆凸组合[14]

处理式(18)中的一次积分项.推导得

− τ̄
w t

t−τ̄
χT
3 (s)R1χ3(s)ds =

− τ̄
w t

t−d(t)
χT
3 (s)R1χ3(s)ds−

τ̄
w t−d(t)

t−τ̄
χT
3 (s)R1χ3(s)ds ⩽

− τ̄

d(t)
ηT(t)ΓT

1 R1Γ1η(t)−

τ̄

τ̄d(t)
ηT(t)ΓT

2 R1Γ2η(t) ⩽

− ηT(t)HT
10Θ5H10η(t). (20)

其中:Γ1 = [eT
1 − eT

4 eT
10]

T,Γ2 = [eT
4 − eT

7 eT
11]

T.
其次,使用引理1中的自由矩阵不等式[11]估计式

(19)中的积分项,可得

−
w t

t−τ̄
ẋT(s)R2ẋ(s)ds =

−
w t

t−d(t)
ẋT(s)R2ẋ(s)ds−

w t−d(t)

t−τ̄
ẋT(s)R2ẋ(s)ds⩽

ηT(t)[Ξ(d(t)) + Φ4]η(t). (21)

另外,若存在任意合适维数的矩阵M1,M2, 则有
下面等式成立:

0 = [xT(t)M1 + ẋT(t)M2][−ẋ(t)− Cx(t)+

W1g(W0x(t)) +W2g(W0x(t− d(t)))] =

ηT(t)Sym{HT
19H20}η(t). (22)

又由式 (4)可知,对于任意的对角矩阵Σk ⩾ 0, k

= 1, 2, 3,有

2[g(t)− L2W0x(t)]
TΣ1[L1W0x(t)− g(t)] ⩾ 0, (23)

2[g(t− d(t))− L2W0x(t− d(t))]T×
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Σ2[L1W0x(t− d(t))− g(t− d(t))] ⩾ 0, (24)

2[g(t)− g(t− d(t))− L2W0(x(t)− x(t− d(t)))]T×

Σ2[L1W0(x(t)− x(t− d(t)))− g(t)+

g(t− d(t))] ⩾ 0. (25)

化简式(23)∼ (25),得

ηT(t)Sym{HT
21Σ1H22}η(t) ⩾ 0, (26)

ηT(t)Sym{HT
23Σ2H24}η(t) ⩾ 0, (27)

ηT(t)Sym{HT
25Σ3H26}η(t) ⩾ 0. (28)

结合式(15)∼ (22)和式(26)∼ (28),可得

V̇ (xt) ⩽ ηT(t)Φ(d(t), ḋ(t))η(t). (29)

注1 在式 (29)中,Φ(d(t), ḋ(t))包含时滞d(t)和

时滞导数 ḋ(t)的交叉乘积项,不能直接使用LMI工
具箱处理.此时,可利用凸优化的方法解决.其中
Φ(d(t), ḋ(t))也可写为如下形式:

Φ(d(t), ḋ(t)) =

Ω1 + ḋ(t)Ω2 + d(t)[Ω3 + ḋ(t)Ω4], (30)

其中Ωk(k = 1, 2, 3, 4)为系统的时滞相关矩阵.
接下来,处理时滞d(t)和时滞导数 ḋ(t)的交叉乘

积项.首先,令µ1 = −µD和µ2 = µD,则有下面的等
式成立:

Ω1 + ḋ(t)Ω2 = Ω1 + µ1Ω2 + (ḋ(t)− µ1)Ω2 =

µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
(Ω1 + µ1Ω2)+

ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
(Ω1 + µ1Ω2 + (µ2 − µ1)Ω2) =

µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
(Ω1 + µ1Ω2) +

ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
(Ω1 + µ2Ω2)=

µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
Φ(0,−µD) +

ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
Φ(0, µD).

同理,可得

Ω1 + ḋ(t)Ω2 + τ̄ [Ω3 + ḋ(t)Ω4] =

Ω1 + τ̄Ω3 + ḋ(t)[Ω2 +Ω4] =

Ω1 + τ̄Ω3 + µ1[Ω2 +Ω4] + (ḋ(t)− µ1)[Ω2 +Ω4]=

µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
(Ω1 + τ̄Ω3 + µ1[Ω2 +Ω4])+

ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
(Ω1 + τ̄Ω3 + µ2[Ω2 +Ω4]) =

µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
Φ(τ̄ ,−µD) +

ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
Φ(τ̄ , µD).

进一步,可得

Φ(d(t), ḋ(t)) =

Ω1 + ḋ(t)Ω2 + d(t)[Ω3 + ḋ(t)Ω4] =

τ̄ − d(t)

τ̄
(Ω1 + ḋ(t)Ω2)+

d(t)

τ̄
(Ω1 + ḋ(t)Ω2 + τ̄ [Ω3 + ḋ(t)Ω4]) =

τ̄ − d(t)

τ̄

(µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
Φ(0,−µD)+

d
ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
Φ(0, µD)

)
+

d(t)

τ̄

(µ2 − ḋ(t)

µ2 − µ1
Φ(τ̄ ,−µD) +

ḋ(t)− µ1

µ2 − µ1
Φ(τ̄ , µD)

)
.

可知,Φ(d(t), ḋ(t))是关于d(t) ∈ [0, τ̄ ]的矩阵凸组合,
也是关于 ḋ(t) ∈ [−µD, µD]的矩阵凸组合.因此,使用
凸组合的方法,如果下面的不等式成立:

Φ(τ̄ , µD) < 0, Φ(τ̄ ,−µD) < 0, (31)

Φ(0, µD) < 0, Φ(0,−µD) < 0, (32)

则等价于

Φ(d(t), ḋ(t))|d(t)∈{0,τ̄},ḋ(t)∈{−µD,µD} < 0⇒ (33)

Φ(d(t), ḋ(t)) < 0. (34)

另一方面,使用Schur补引理,式 (31)和LMI(32)
分别等价于式(9)、(10)和(11)、(12).也就是说,如果式
(9)∼ (11)成立,则Φ(d(t), ḋ(t)) < 0,因此有 V̇ (xt) <

0.此时,系统(1)是全局渐近稳定的. 2
注2 由文献 [6-11]知,增广LK泛函能有效减少

稳定判据的保守性,但忽略了一些重要信息.定理1
针对TVDNN系统,构造了一个新的增广LK泛函,使
其涵盖更多信息.即在泛函V1(xt)的增广向量χ1(t)

中,首次引入了二重积分项
2

d(t)

w 0

−d(t)

w t

t+θ
x(s)dsdθ

和
2

τ̄d(t)

w −d(t)

−τ̄

w t−d(t)

t+θ
x(s)dsdθ,充分考虑了二重积分

项里中时滞d(t)信息,有效减小了系统 (1)的保守性.
其次,在泛函V3(xt)中考虑了在文献 [6-11]中被忽略

的积分项
w t−d(t)

t−τ̄
χT
2 (s)Q2χ2(s)ds,并在增广向量

χ2(t)中考虑了交叉项
w t

s
ẋ(θ)dθ 和

w s

t−τ̄
ẋ(θ)dθ.同

时,与文献 [6-11]相比,这里考虑了更多的时滞状态
信息和激励函数信息,因此,本文获得的稳定判据较
文献[6-11]具有更低的保守性.

注3 在泛函V3(xt)的导数中,引入了分布时滞w t

t−d(t)
g(s)ds和

w t−d(t)

t−τ̄
g(s)ds,这个因素在一定程度

上降低了系统 (1)的保守性.对于利用自由矩阵积分
不等式估计泛函V5(xt)导数中的积分项 (即式 (21)),
在处理x(t)、x(t − d(t))、υ3(t)、υ5(t)之间的关系和

x(t − d(t))、x(t − τ̄)、υ4(t)、υ6(t)之间的关系时,引
入了自由矩阵G1、G2、G3和D1、D2、D3,这使得
它比其他的积分不等式 (如Jense’s和Wirtinger’s不等
式)有更大的自由度和更低的保守性.
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利用耗散性理论,将上面得到的稳定性条件扩展
到对系统(5)的耗散性分析.
定理2 给定时滞参数 τ̄ > 0和0<µD < 1,时滞

d(t)与其导数满足条件 (2)和 (3).如果存在对称矩阵
P ∈ S8n

+ ,Q1,Q2 ∈ S5n
+ ,R1,R2 ∈ Sn

+,对角矩阵Λi ∈
Dn

+(i = 1, 2, · · · , 4)和Σk ∈ Dn
+(k = 1, 2, 3),以及任

意矩阵U ∈ R2n×2n,Gi ∈ R4n×n(i = 1, 2, 3),Dj ∈
R4n×n(j = 1, 2, 3)和矩阵M1,M2 ∈ Rn×n,标量γ >

0,以及LMI(13)成立,且满足

Ω1 =

[
Π(τ̄ , µD)−Ξ(τ̄) Θ11

∗ Θ22

]
< 0, (35)

Ω2 =

[
Π(τ̄ ,−µD)−Ξ(τ̄) Θ11

∗ Θ22

]
< 0, (36)

Ω3 =

[
Π(0, µD)−Ξ(0) Θ21

∗ Θ22

]
< 0, (37)

Ω4 =

[
Π(0,−µD)−Ξ(0) Θ21

∗ Θ22

]
< 0, (38)

则称系统(5)是严格(X ,Y,Z)-γ-耗散的.其中

Π(d(t), ḋ(t)) = Φ(d(t), ḋ(t)) +Π1.

Π1 = Sym{HT
19ē16} − ēT

3 X ē3−

Sym{ēT
3 Y ē16} − ēT

16(Z − γI)ē16,

ζ(t) = [ξT
1 (t) ξT

2 (t) uT(t)]T,

ēi = [0n×(i−1)n In 0n×(16−i)n], i = 1, 2, · · · , 16.

Φ(d(t), ḋ(t))在定理1已定义,注意定理1中的向
量矩阵e1 ∼ e15由 ē1 ∼ ē15代替.
证明 为了展示系统 (5)的耗散性,选择LK泛函

(14)和定义系统(5)的性能指标如下:
Jγ,t∗ =

w t∗

0
F (t)dt. (39)

其中F (t) = yT(t)Xy(t) + 2yT(t)Yu(t) + uT(t)(Z −
γI)u(t), t∗ > 0.另外,由零初始条件,可得

Jγ,t∗ =
w t∗

0
[V̇ (xt)− F (t)]dt− V (xt) ⩽w t∗

0
[V̇ (xt)− F (t)]dt. (40)

由定理1的证明,可知
V̇ (xt)− F (t) ⩽ Π(d(t), ḋ(t)). (41)

此时,如果式 (35) ∼ (38)成立,利用Schur补引理,则
等价于

Π(τ̄ , µD) < 0, Π(τ̄ ,−µD) < 0; (42)

Π(0, µD) < 0, Π(0,−µD) < 0. (43)

由式(42)和(43),使用凸组合的方法,推导可得

Π(d(t), ḋ(t))|d(t)∈{0,τ̄},ḋ(t)∈{−µD,µD} < 0⇒ (44)

Π(d(t), ḋ(t)) < 0. (45)

若式(45)成立,则
V̇ (xt)− F (t) ⩽ 0. (46)

同时,由式(40)可知,对于任意的t∗ > 0,有
Jγ,t∗ ⩽ 0. (47)

也就是说,条件 (7)成立,意味着神经网络 (5)是严格
(X ,Y,Z)-γ-耗散的. 2
注4 在定理2中,条件 (35)∼ (38)不仅含有矩阵

变量,而且含有性能指标γ.对于给定的常量 τ̄ ,uD,利
用定理2可获得最优耗散性能指标γ∗.

3 数值实例

例1 考虑TVDNN系统(1),系统的参数矩阵为
C = diag{1.5, 0.7}, W0 = I2,

W1 =

[
0.050 3 0.045 4

0.098 7 0.207 5

]
, W2 =

[
0.238 1 0.932 0

0.038 8 0.506 2

]
,

L1 = diag{0.3, 0.8}, L2 = diag{0, 0}.

该实例已在文献 [6]和文献 [7]中研究过,对于不
同的µD,利用定理1所得到的最大允许时滞上界 τ̄如

表1所示.由表1可知,相对于文献[6]和文献[7],采用
本文方法所得到的结果有很大改善.

表 1 不同µD情况下所得到的最大允许时滞上界 τ̄ (例1)

方法 条件 ḋ(t)
µD

0.40 0.45 0.50 0.55

文献 [6] |ḋ(t)| ⩽ µD 4.840 1 4.062 6 3.808 3 3.706 4
文献 [7] |ḋ(t)| ⩽ µD 9.709 4 7.752 3 6.857 0 6.297 7
定理1 |ḋ(t)| ⩽ µD 10.135 2 8.888 6 8.392 8 8.121 0

例2 考虑TVDNN系统(1),系统的参数矩阵为

C = diag{7.345 8, 6.998 7, 5.594 9},
L1 = diag{0.368 0, 0.179 5, 0.287 6},
L2 = diag{0, 0, 0},W1 = 0,W2 = I3,

W0 =

13.601 4 −2.961 6 −0.693 67.473 6 21.681 0 3.210 0

0.792 0 −2.633 4 −20.130 0

 .

采用该实例与文献 [5]、文献 [8]和文献 [10]提出
的方法作比较.对于不同µD,利用定理1所得到的最
大允许时滞上界 τ̄如表2所示,其中“−”表示该文献
没有提供相应的计算结果.由表2可看出,使用本文
方法所得到的结果优于文献 [5]、文献 [8]和文献 [10]
的结果.

表 2 不同µD情况下所得到的最大允许时滞上界 τ̄ (例2)

方法 条件 ḋ(t)
µD

0.1 0.3 0.5 0.9

文献 [5] |ḋ(t)| ⩽ µD 0.841 1 0.549 6 0.426 7 0.322 7
文献 [8] |ḋ(t)| ⩽ µD 1.111 4 — 0.451 4 —
文献 [11] |ḋ(t)| ⩽ µD 1.115 3 0.671 0 0.509 0 0.430 5
定理1 |ḋ(t)| ⩽ µD 1.138 1 0.685 2 0.528 2 0.449 0
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在配置相同的电脑上使用LMI工具箱对例1和
例2进行仿真,通过定理1获得的最大时滞上界 τ̄的

程序运行时间是不同的.针对例1,取µD = 0.4,获得
时滞上界 τ̄ = 10.135 2,程序运行时间为 t = 41.45 s;
针对例2,取µD = 0.1,获得时滞上界 τ̄ = 1.138 1, 程
序运行时间为 t = 89.55 s.可以看出, LMI的维度越
高、矩阵参数的个数越多,程序的运行时间越长.从这
个角度看,本文提出的方法优于时滞分割的方法,因
为随着分割段数增加, LMI的维度和矩阵参数也随着
增加,从而程序运行的时间也是急剧增加的.

例3 考虑TVDNN系统(5),系统的参数矩阵为
C = diag{7.021 4, 7.436 7}, W1 = 0,W2 = I2,

W1 =

[
−6.499 3 −12.027 5
−0.686 7 5.661 4

]
, L1 = diag{0.4, 0.4},

L2 = diag{0, 0}, X = diag{−1,−1},

Y =

[
1 0

1 1

]
, Z =

[
3 0

0 3

]
.

使 τ̄ = 0.3,对于不同的µD,使用定理2以及文献
[10]所得到的最优耗散性能指标γ∗如表3所示.由表
3可知,使用本文定理 2所得到的结果优于文献 [10]
的结果.

表 3 不同µD情况下所得到的最优耗散性能指标γ∗

方法 条件 ḋ(t)
µD

0.3 0.5 0.7 0.9

文献 [11] |ḋ(t)| ⩽ µD 1.518 5 1.503 2 1.493 2 1.485 7
定理2 |ḋ(t)| ⩽ µD 1.532 3 1.524 8 1.520 9 1.518 0

4 结 论

本文利用增广LK泛函和自由矩阵积分不等式
方法进一步讨论了TVDNN系统的时滞相关鲁棒稳
定性以及耗散性问题.在处理增广LK泛函V (xt)的

导数时,考虑了更多有用信息,并在对泛函导数的估
计时引入了一些自由矩阵.使用矩阵凸组合的方法
处理时滞d(t)与其导数 ḋ(t)之间的关系,得到了两个
具有更低保守性的时滞相关条件.最后,通过数值算
例表明了所提出的方法具有更低的保守性和相比现

有结果的优越性.
本文提出的方法可以推广到分析其他系统的控

制综合问题,如随机神经网络、基因调控网络等.今
后将会在如何选择一个简单有效的LK泛函以及如
何减小LK泛函层数的放大方面作进一步研究.
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