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线性离散状态时滞系统UFIR滤波算法
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摘 要: 针对含状态时滞的线性离散时变状态空间模型,提出一类无偏有限脉冲响应 (UFIR)滤波算法.通过构造
含有时滞状态的增广系统模型,对原系统进行无时滞转换.利用扩展状态空间模型的思路,将现有UFIR滤波算法
推广至含控制输入的状态时滞系统中,并进一步求解相应的迭代形式,保留类Kalman算法快速计算的特点.通过
仿真例子表明了所提出算法的有效性.
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UFIR filtering algorithm for linear discrete system with state delay
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Abstract: The paper proposes a type of unbiased finite impulse response(UFIR) filtering algorithm for the discrete
time-varying linear state space model with state delay. By constructing the augmented system vector comprising delay,
the original system model is transformed into a non-delay counterpart. Then, the extended state-space model is developed,
from which the traditional UFIR filtering algorithm is generalized to the state-delayed system with control input, which
provides convenience for practice. Further more, the corresponding iterative form is developed, and the speediness feature
like Kalman is preserved. Finally, two simulation examples are provided to illustrate the effectiveness of the proposed
method.
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0
状态估计一直是控制领域研究的热点,现有成果

在信号处理、通信、目标跟踪等领域都发挥着重要的

作用[1].按系统对外界冲击的响应形式,现有估计算
法大致可分为无限脉冲响应 (IIR)估计和有限脉冲响
应 (FIR)估计[2]. IIR算法中,以最小均方误差 (MMSE)
为准则的卡尔曼滤波器 (KF)[3]最为经典.与依赖精
确数学模型和噪声统计特性的KF不同, FIR算法仅
利用最近观测时域内的有限测量数据,体现出诸如有
界输入/有界输出稳定[4]、对模型的鲁棒性[5]等特点.

近几十年来, FIR估计算法不断发展.文献 [6]提
出了一种基于极大似然法的线性最优FIR(OFIR)滤
波器. Kwon等[7-8]分别针对离散与连续时变系统提

出了OFIR滤波器,此后又提出了离散无偏FIR估计

器 (UFIR)[4]的批量处理形式. Shmaliy[9]将其完善成

类Kalman的迭代算法,该算法不要求噪声的统计特
性和状态的初始条件,但与Kalman算法的O(1)相比

计算复杂度增至O(N). UFIR算法进一步扩展到非
线性系统[10],为弥补精确度的不足,作为FIR算法的
关键之一,文献 [11-12]讨论了估计区间对滤波的影
响.分析表明,适当的估计区间可令无偏滤波接近最
优特性[9].针对时不变模型,文献 [13]提出了由参数p

调整的OFIR估计器 (平滑、滤波和预测). Zhao等[14]

在无偏和最优滤波之间寻得一种最小方差无偏滤波,
分析并比较了不同FIR滤波器之间的解析关系.通过
调整时域长度逼近KF的方法,文献 [15]提出了一种
可以忽略噪声的最优无偏FIR(OUFIR)滤波器.
另一方面,时滞系统滤波受到广泛关注[16].对于
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状态时滞系统滤波,如何用含噪声的观测数据估计当
前时刻状态,主要采用偏微分Riccati方程[17]、线性

矩阵不等式[18]等方法.但前者求解困难且难以进行
性能分析,后者需要构造凸优化问题,不易实现;现有
UFIR算法未能考虑状态滞后项的影响,直接应用性
能难以保证.
本文借鉴系统状态增广方法[19-20],将现有UFIR

滤波算法扩展至含控制输入的线性离散状态时滞系

统中,并进一步求解相应的迭代形式,保留类Kalman
算法快速计算的特点.最后通过仿真例子表明了所
提出算法的有效性.

1 状态空间模型

考虑如下含控制输入的时变线性离散状态时滞

状态空间模型:

xn =

Anxn−1 +Bnxn−1−τ + Fnun + Enwn, (1)

yn = Cnxn +Dnvn. (2)

其中: τ为延迟时间;xn, xn−1−τ ∈ RK , yn ∈ RM分

别为系统的状态向量和观测向量;un ∈ RL为控制

输入;wn ∈ RP , vn ∈ RM分别为状态噪声与观测噪

声;An ∈ RK×K ,Bn ∈ RK×K ,Cn ∈ RM×K ,Dn ∈
RM×M ,Fn ∈ RK×L,En ∈ RK×P分别为已知系统

参数矩阵.进一步作如下假设.
假设 1 状态与观测噪声互不相关,即对于任

意的 i, j均满足E{wiv
T
i } = 0;状态噪声wn和观测

噪声vn均为零均值的高斯白噪声,即E{wn} = 0,

E{vn} = 0,其协方差为已知,Qn = E{wnw
T
n}, Rn =

E{vnvT
n }.

1.1 模型的无时滞转换

考虑通过构建增广状态,将时滞作为系统状态的
一部分,对原状态空间模型进行无时滞重构如下:

x̄n = Ānx̄n−1 + F̄nun + Ēnwn, (3)

yn = C̄nx̄n +Dnvn. (4)

其中

x̄n = [xT
n xT

n−1 · · · xT
n−τ ]

T
(τ+1)K×1,

Ān =



An 0 · · · 0 Bn

I 0

I 0

. . .
...

I 0


=

[
An 0K×(τ−1)K Bn

IτK×τK 0τK×K

]
(τ+1)K×(τ+1)K

,

C̄n = [Cn 0 · · · 0] = [Cn 0M×τK ]M×(τ+1)K ,

Ēn = [ET
n 0 · · · 0]T = [ET

n 0τK×K ]T(τ+1)K×P ,

F̄n = [FT
n 0 · · · 0]T = [FT

n 0τK×L]
T
(τ+1)K×L.

通过将时滞变量增广为系统的状态变量,原含时
滞的系统 (1)和 (2)转换为无时滞的增广状态空间模
型 (3)和 (4).需要指出的是,由于系统状态的增广,系
统维度从原先K增加到K(τ + 1).

1.2 扩展状态空间模型

类似于文献 [13],将状态空间模型 (3)和 (4)在估
计区间 [m,n]上以前向计算的形式进行等价变换,可
得扩展状态空间模型

Xn,m = An,mx̄m + Fn,mUn,m + En,mWn,m, (5)

Yn,m = Cn,mx̄m +Kn,mUn,m +Gn,mWn,m+

Dn,mVn,m. (6)

其中:m = n−N +1;状态向量Xn,m ∈ R(τ+1)KN×1、

观测向量Yn,m ∈ RMN×1、输入信号Un,m ∈ RLN×1、

状态噪声向量Wn,m ∈ RPN×1、观测噪声向量Vn,m

∈ RMN×1分别表示如下:

Xn,m = [x̄T
n x̄T

n−1 · · · x̄T
m]T,

Yn,m = [yT
n yT

n−1 · · · yT
m]T,

Un,m = [uT
n uT

n−1 · · · uT
m]T,

Wn,m = [wT
n wT

n−1 · · · wT
m]T,

Vn,m = [vT
n vT

n−1 · · · vT
m]T.

同时,扩展模型矩阵An,m ∈ R(τ+1)KN×(τ+1)K ,扩展
输入矩阵Fn,m ∈ R(τ+1)KN×LN ,状态噪声矩阵En,m

∈ R(τ+1)KN×PN ,观测矩阵Cn,m ∈ RMN×(τ+1)K ,附
加输入矩阵Kn,m ∈ RMN×LN ,附加状态噪声矩阵
Gn,m ∈ RMN×PN ,观测噪声矩阵Dn,m ∈ RMN×MN

皆为时变,表示如下:

An,m = [Am+1
n,0

T Am+1
n,1

T · · · Ām+1 I]T,

Fn,m =



F̄n ĀnF̄n−1 · · · Am+2
n,0 F̄m+1 Am+1

n,0 F̄m

0 F̄n−1 · · · Am+2
n,1 F̄m+1 Am+1

n,1 F̄m

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · F̄m+1 Ām+1F̄m

0 0 · · · 0 F̄m


,

Cn,m = C̄n,mAn,m,
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Kn,m = C̄n,mFn,m,

Gn,m = C̄n,mEn,m,

Dn,m = diag[Dn Dn−1 · · · Dm].

En,m与Fn,m类似,将其表达式中的 F 替换成E即

可.记

Aa
b,c =

b−c−a∏
i=0

Āb−c−i,

C̄n,m = diag[C̄n C̄n−1 · · · C̄m].

注意到,如模型 (5)和 (6)所描述,初始时刻m的

状态方程 x̄m = x̄m + F̄mum + Ēmwm只有在um、wm

为零值时成立,因此模型中的初始状态 x̄m需已知或

为最优后验估计值[13].

2 时滞系统无偏UFIR滤波器
2.1 增广状态无偏估计推导

令 x̂n表示增广状态 x̄n的FIR估计值,定义如下
离散批量处理形式:

x̂n = Hn,mYn,m =

Hn,m(Cn,mx̄m +Kn,mUn,m+

Gn,mWn,m +Dn,mVn,m), (7)

与文献[19]类似,Hn,m表示FIR滤波器增益.
式 (7)当且仅当满足以下条件,滤波结果满足无

偏要求:

E{x̂n} = E{x̄n}, (8)

即估计值的均值与状态真值相等.
由式(5)状态方程可知, x̄n为Xn,m的首行,故有

x̄n = Am+1
n,0 x̄m + F 1

n,mUn,m + E1
n,mWn,m, (9)

其中F 1
n,m、E

1
n,m分别表示Fn,m、En,m的首行

F 1
n,m =

[F̄n ĀnF̄n−1 · · · Am+2
n,0 F̄m+1 Am+1

n,0 F̄m]. (10)

对式 (7)和 (9)求期望,考虑噪声均值为零的特性,得
到

E{x̂n} = Hn,mCn,mx̄m +Hn,mKn,mUn,m, (11)

E{x̄n} = Am+1
n,0 x̄m + F 1

n,mUn,m. (12)

根据条件 (8),令式 (11)与 (12)相等,得到如下约束条
件:

(Hn,mCn,m −Am+1
n,0 )x̄m =

(F 1
n,m −Hn,mKn,m)Un,m. (13)

一般情况下, x̄m与 Un,m相互独立,即不能同时为
零.针对限制条件 (13),利用类似叠加原理的方法进
行求解.

1)令Un,m = 0,由式(13)可得

Hx
n,mCn,m = Am+1

n,m . (14)

等式右边右乘单位阵 (CT
n,mCn,m)−1CT

n,mCn,m,两边
消去Cn,m,得到零输入下的滤波增益

Hx
n,m = Am+1

n,m (CT
n,mCn,m)−1CT

n,m. (15)

2)令 x̄m = 0,与式 (15)类似得到零初始状态下
的滤波增益

F 1
n,m = HU

n,mKn,m, (16)

HU
n,m = F 1

n,m(KT
n,mKn,m)−1KT

n,m. (17)

显然,Hx
n,m只能作用于零输入的观测值(Yn,m −

Kn,mUn,m);HU
n,m只能作用于零初始状态且输入信

号为Kn,mYn,m的系统.结合式 (15)和 (17)构造一般
UFIR滤波器

x̂n =

HU
n,mKn,mUn,m +Hx

n,m(Yn,m −Kn,mUn,m).

观察HU
n,mKn,mUn,m发现

HU
n,mKn,mUn,m =

F 1
n,m(KT

n,mKn,m)−1KT
n,mKn,mUn,m =

F 1
n,mUn,m.

所以一般UFIR滤波器为

x̂n =

F 1
n,mUn,m +Hx

n,m(Yn,m −Kn,mUn,m). (18)

经验证容易得到,估计值 (18)满足无偏条件 (8).
此外,当Un,m = 0时,式 (18)为 x̂n = Hx

n,mYn,m,即文
献 [9]的结果,满足无偏滤波的要求.所以,式 (18)是
一种能够处理线性离散状态时滞,适用于含控制输入
的一般UFIR滤波算法.

2.2 迭代形式实现

滤波器 (18)是对整个N时域进行批量计算,维
数较大.为了减少计算量,需要构建其迭代计算形
式.将式(18)表示成两部分,有

x̂n = x̂1
n + x̂2

n, (19)

其中 x̂1
n、̂x

2
n分别为

x̂1
n = F 1

n,mUn,m, (20)

x̂2
n = Hx

n,m(Yn,m −Kn,mUn,m). (21)

然后单独计算每一部分的递推形式.
2.2.1 UFIR递推形式
针对式 (20)和 (21),以迭代算子 l代替n参与公式

的递推变换.
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1) x̂1
n的递推形式相对比较简单,表示如下:

x̂1
l = F 1

l,mUl,m =

[F̄l ĀlF̄l−1 · · · Am+2
l,0 F̄m+1 Am+1

l,0 F̄m]Ul,m =

F̄lul +
l−1∑
i=m

Ai+1
l,0 F̄iui =

F̄lul +
(
ĀlF̄l−1ul−1 + Āl

l−2∑
i=m

Ai+1
l−1,0F̄iui

)
=

F̄lul + Ālx̂
1
l−1. (22)

2) x̂2
n的递推形式.令Y

′

n,m = Yn,m − Kn,mUn,m,
式(21)表示为 x̂2

n = Hx
n,mY

′

n,m.此时滤波方程与文献
[9]中一致,迭代算法已经在文中给出.类似地可以得
到

x̂2
l = Ālx̂

2
l−1 +MlC̄

T
l (y

1
l − C̄lĀlx̂

2
l−1). (23)

其中

Ml = Am+1
l,0 Pl(Am+1

l,0 )T, (24)

Pl = (CT
l,mCl,m)−1. (25)

Ml的迭代形式为

Ml = [C̄T
l C̄l + (ĀlMl−1Ā

T
l )

−1]−1. (26)

此外, y1l 为Y
′

n,m(即Yl,m −Kl,mUl,m)的首行,有

y1l = yl − C̄lF
1
l,mUl,m. (27)

由式(20)和(22)可得

y1l = yl − C̄lx̂
1
l =

yl − C̄l(F̄lul + Ālx̂
1
l−1). (28)

所以 x̂2
n部分的最终迭代形式为

x̂2
l = Ālx̂

2
l−1 +MlC̄

T
l [yl − C̄l(F̄lul+

Ālx̂
1
l−1)− C̄lĀlx̂

2
l−1]. (29)

2.2.2 UFIR迭代实现
结合式(22)和(29)的递推结果,最终得到

x̂l = x̂1
l + x̂2

l =

F̄lul +Alx̂
1
l−1 +Alx̂

2
l−1 +MlC̄

T
l [yl−

C̄l(F̄lul +Alx̂
1
l−1)− C̄lĀlx̂

2
l−1] =

F̄lul + Āl(x̂
1
l−1 + x̂2

l−1) +MlC̄
T
l [yl−

C̄lF̄lul − C̄lĀl(x̂
1
l−1 + x̂2

l−1)] =

F̄lul + Ālx̂l−1 +MlC̄
T
l [yl − C̄lF̄lul−

C̄lĀlx̂l−1]. (30)

令 x̂∗
l = F̄lul + Ālx̂l−1,有

x̂l = x̂∗
l +MlC̄

T
l [yl − C̄lx̂

∗
l ]. (31)

总结上述推导,表 1给出一般迭代UFIR滤波的

基本过程.相较于文献 [9], UFIR算法增加了无时滞
转换环节,且初始状态估计值 x̂s计算形式 (18)包含
了带控制输入情形.显然,在零输入条件下 (Us,m =

0, ul = 0),表1算法经简化后仍然适用.

表 1 离散状态时滞系统UFIR滤波器迭代算法

步骤 算法

设定 τ,m,N, n(n = N + m − 1)&初始量s

无时滞转换 x̄n = [xT
n xT

n−1 · · · xT
n−τ ]

T

Ān =

 An 0K×(τ−1)K Bn

IτK×τK 0τK×K



Ēn =

 En

0τK×K


C̄n = [Cn 0M×τK ]

F̄n =

 Fn

0τK×K


初始值计算 Ps = (CT

s,mCs,m)−1

Ms = Am+1
s,0 Ps(Am+1

s,0 )T

x̂s = F 1
s,mUs,m + Am+1

s,m PsC
T
s,m(Ys,m−

Ks,mUs,m)

迭代更新 x̂∗
l = F̄lul + Ālx̂l−1

l > s Ml = [C̄T
l C̄l + (ĀlMl−1Ā

T
l )−1]−1

x̂l = x̂∗
l + MlC̄

T
l [yl − C̄lx̂

∗
l ]

3 数值仿真

在噪声方差未知的情况下,利用两个线性模型仿
真检验所提出UFIR算法的有效性.

3.1 模型 1

以一个2输入1输出 (K = 2,M = 1)含时滞τ =

2的系统模型进行仿真,状态转移矩阵为

An =

[
0.1 0.1 + sinn
0 0.1

]
,

Cn = [1 0]T, Bn = 0.85I, Fn = 2I,

Dn,En均为单位阵I .经过状态增广时滞处理可得

Ān =

[
An 02×2 Bn

I4×4 04×2

]
,

Ēn =

[
I2×2

02×4

]
,

F̄n =

[
I2×2

02×4

]
,

C̄n = [I2×2 02×4].

设置初值x1, x2, x3均为 [1 0.01]T,则

x̄3 = [xT
3 xT

2 xT
1 ]

T = [1 0.01 1 0.01 1 0.01]T.
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令输入信号为L = 2,u = [1 0.01]T的常值输入.通过
式 (3)和 (4)计算全时域内真值,注意n为 [τ + 1,+∞)

的整数,即n = 3, 4, · · · .
为便于理解计算,令m = 1,设计N = 12,则 l =

12,计算迭代算式M12的初值和估计初值 x̂12.状态
1、状态2的噪声方差分别为σ2

1 = 10−2,σ2
1 = 4 ×

10−4.观测噪声为方差为σ2
v = 22.构造初始状态与

噪声统计特性不准确的实际情况,设定算法中初始状
态为5x̄3,噪声协方差为Q = 0.1I ,P = 1.
作为比较,将Kalman滤波应用于无时滞转换后

的状态空间模型.图1为状态1的实际值、观测值和
UFIR、Kalman滤波的滤波结果.状态1和状态2的估
计误差分别如图2和图3所示.为便于比较,图2和图
3中还进一步给出了当噪声方差准确时Kalman滤波
的结果.
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图 1 状态1的实际值、观测值、估计值曲线 (模型1)
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图 2 状态1估计误差曲线 (模型1)
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图 3 状态2估计误差曲线 (模型1)

3.2 模型 2

进一步,考虑如下系统模型:

An = 0.2×

[
cosφ+ 0.1 sin t sinφ

− sinφ cosφ+ 0.1 sin t

]
.

其中φ = π/4,其他参数均与模型1相同.得到与模型
1类似的曲线图,如图4∼图6所示.
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图 4 状态1的实际值、观测值、估计值曲线 (模型2)
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图 5 状态1估计误差曲线 (模型2)
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图 6 状态2估计误差曲线 (模型2)

观察仿真结果发现,针对线性离散状态时滞系
统, UFIR和Kalman滤波算法均能有效剔除部分噪
声.若噪声方差已知,则Kalman与UFIR算法的性能
类似,结果均比较理想;但在噪声方差未知的情况下,
设定值的不准确导致Kalman算法估计误差波动幅度
增大.而UFIR滤波由于不依赖噪声和初始状态,滤波
效果优于前者,更接近方差准确条件下的Kalman算
法.

4 结 论

在含控制输入的情形下,将一般线性系统下的
UFIR滤波算法推广至离散状态时滞系统中.通过构
造增广系统模型,将原系统转换成可处理无时滞系
统,进一步求得滤波增益,并保留了原UFIR算法类
Kalman迭代计算的形式及快速性的特点.最终通过
Matlab仿真验证了所提出算法的有效性.值得指出
的是,对于此类算法仍有诸多问题有待解决:由于采
用了状态增广方法处理时滞,转换后变量维数急剧增
大,计算量也随之上升;如何处理时滞未知、观测方程
存在时滞等问题.
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