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一阶伪线性系统的模型参考输出跟踪控制
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摘 要: 针对伪线性系统的模型参考输出跟踪问题,设计伪线性系统的模型参考跟踪策略.控制器分为两部分,其
一为反馈镇定控制器,保证闭环系统是渐近稳定的;另一为前馈补偿控制器,通过求解基于控制器存在条件建立的
方程组得到控制器的参量矩阵,使得闭环系统的输出渐近跟踪参考系统的输出,且当系统中存在时变系数时方法
仍是有效的,控制器中保有部分自由度可以进一步利用,以提高具体控制任务所需的系统性能.数值仿真验证了
所提出方法的有效性.
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Model reference output tracking control for first-order quasi-linear
systems
XU Gang, DUAN Guang-ren†

(Center for Control Theory and Guidance Technology，Harbin Institute of Technology，Harbin 150001，China)

Abstract: The model reference control strategy is designed for the model reference control problem of quasi-linear
systems. The quasi-linear model reference controller consists of two parts, the feedback stabilization controller guarantees
that the closed-loop system is asymptotically stable, the feed-forward compensator controller ensures that the output of
the closed-loop system can asymptotically track the output of reference model, the parameter matrices of controller are
solved by the existence condition of the controller, what is more, the strategy is still effective when there are time-varying
parameters in the open-loop system model and reference model, and degree of freedom in controller can be used to
improve the system performance that control task needs. The simulation demonstrates the effectiveness of the proposed
scheme.
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0 引 䀰

伪线性系统本质上是非线性系统,可以改写成线
性系统的系数矩阵形式,而系数矩阵中包含有系统状
态变量.在航天器控制领域,很多控制问题的系统模
型是伪线性的,如描述航天器相对运动的视线坐标系
模型,其可以写为系数矩阵中含有状态变量的状态空
间形式.很多航天器控制任务可归结为伪线性系统
的模型参考跟踪问题,如空间机器人控制[1]、航天器

姿轨联合控制[2-3]、空间拦截[4]、卫星姿态控制[5]等.
针对线性系统的模型参考跟踪控制方法的研究,

已经有了许多研究成果[6-12],然而,关于非线性系统
模型参考跟踪控制方法的研究成果较少.文献 [13]

提出了基于观测器的非线性分布参数系统的模型参

考跟踪控制器;文献 [14]和文献 [15]研究了广义非线
性系统的模型参考跟踪控制问题,针对系统中的线性
部分和非线性部分分别设计控制器,使得闭环系统的
状态能够渐近跟踪参考模型的状态.
伪线性系统本质上是非线性系统,基于线性系统

的模型参考跟踪方法无法应用,对此,本文提出伪线
性系统框架下的模型参考输出跟踪策略,且系统模
型与参考系统模型均为伪线性的.所提出的控制器
包含两部分,其一是基于参数化方法提出的反馈镇定
控制器,保证在控制器作用下的闭环系统是渐近稳定
的;另一是前馈补偿控制器,使得闭环系统的输出能
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够渐近跟踪参考模型的输出,且当系统中存在时变参
数时,方法仍是有效的.最后给出两组数值仿真,验证
了所提出方法的有效性.

1 问题䱀述

给出一般形式的一阶伪线性动力学系统如下:ẋ = A(x)x+Bu,

y = C(x)x.
(1)

其中:x ∈ Rn, y ∈ Rm,u ∈ Rr,A ∈ Rm×p,B ∈
Rn×r,C ∈ Rm×n是关于伪线性系统状态x的系数矩

阵.
参考跟踪模型如下:ẋr = Ar(xr)xr,

yr = Cr(xr)xr.
(2)

其中:xr ∈ Rp, yr ∈ Rm,Ar ∈ Rm×p和Cr ∈ Rm×p

是关于参考模型状态xr的系数矩阵.
为一阶伪线性动力学系统选取如下的控制器:

u = K(y)y +Kr(xr)xr. (3)

其中:K(y) ∈ Rr×m是输出反馈镇定控制器,Kr(xr)

∈ Rr×p是前馈补偿控制器.将模型参考输出跟踪控
制器代入系统(1)中,得到ẋ = Acsx+BKr(xr)xr,

y = C(x)x.
(4)

其中

Acs(x) = A(x) +BK(y). (5)

输出反馈镇定控制器K(y)能够保证闭环系统 ẋ =

Acs(x)是渐近稳定的.控制器的设计目的是令闭环
系统 (4)的输出渐近跟踪参考模型的输出,从而一阶
伪线性动力学系统的模型参考输出跟踪问题可以归

结如下.
问题 1 给定一阶伪线性系统 (1)和参考模型

(2),求解输出反馈镇定控制器K(y) ∈ Rr×m和前馈

补偿控制器Kr(xr) ∈ Rr×p使得下式成立:
lim
t→0

[y − yr] = 0. (6)

2 控制器设计

2.1 控制器存在的条件

为求解问题1,首先给出下面的定理.
定理 1 给定一阶伪线性动力学系统 (1)和参

考模型 (2),如果系统 (1)是可稳的,且有矩阵γ(x) ∈
Rn×n和η(x) ∈ Rn×n满足

A(x)γ(x, xr)− γ(x, xr)Ar(xr)+

Bη(x, xr) = γ̇(x, xr),

C(x)γ(x, xr)− Cr(xr) = 0,

(7)

则任意的反馈镇定控制器K(x)和前馈补偿控制器

Kr(x, xr) = η(x, xr)−K(x)C(x)γ(x, xr) (8)

可以使式(6)成立.
证明 令

δx = x− γ(x, xr)xr,

δu = u− η(x, xr)xr,

δy = y − yr.

(9)

则可以得到

δẋ = ẋ− γ̇(x, xr)xr − γ(x, xr)ẋr =

A(x)x+Bu(x, xr)−

γ̇(x, xr)xr − γ(x, xr)Ar(x)xr =

A(x)δx+Bδu(x, xr)−[
A(x)γ(x, xr) +Bη(x, xr)

−γ̇(x, xr)− γ(x, xr)Ar(xr)

]
xr, (10)

δy = y − yr = Cx− Crxr =

Cδx− (Cr − Cγ(x, xr))xr. (11)

当下面的方程组成立时:
A(x)γ(x, xr) +Bη(x, xr)−

γ̇(x, xr)− γ(x, xr)Ar = 0,

C(x)γ(x, xr)− Cr(xr) = 0,

(12)

式(10)和(11)化为δẋ = A(x)δx+Bδu(x, xr),

δy = Cδx.
(13)

可以看出,式 (13)与 (1)具有相同的结构.因为输出反
馈镇定控制器

u = K(x)C(x)x (14)

可以镇定系统 (1),所以与式 (14)相同结构的输出反
馈控制器

δu = K(x)C(x)δx (15)

可以镇定系统 (13),即问题1中的式 (6)成立.将式 (9)
代入(15)可以得到

u = K(x)C(x)x+ [η(x, xr)−K(x)C(x)γ(x, xr)]xr,

(16)

Kr(x, xr) = η(x, xr)−K(x)C(x)γ(x, xr). (17)

定理1成立.2
注1 当开环系统(1)和参考系统(2)中的系数矩

阵包含有时变参数时,依照定理1的证明思路仍然可
以得到相同的结果,相应的系数矩阵中则包含有时变
参数,控制器结构与定理1中相同,即本文中提出的
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伪线性系统模型参考跟踪策略适用于伪线性时变系

统的控制器设计.

2.2 前馈补偿控制器求解

基于矩阵分析中的广义逆理论[16],方程组 (8)有
解的条件为BB+(γ̇ −Aγ + γAr) = γ̇ −Aγ + γAr,

CC+Cr = Cr.
(18)

其中B+和C+分别是矩阵B和C的广义逆矩阵,即

BB+B = B,

B+BB+ = B+,

(BB+)
H
= BB+,

(B+B)
H
= B+B;

CC+C = C,

C+CC+ = C+,

(CC+)
H
= CC+,

(C+C)
H
= C+C.

(19)

当式(18)成立时,可以得到式(8)的解为η = B+[γ̇ + γAr −Aγ] + [Ir −B+B]Yh,

γ = C+Cr + [In − C+C]Yg,
(20)

其中Yh和Yg是恰当维数的任意矩阵.特别地,当矩
阵B和C是非奇异矩阵时,式(8)的解简化为η = B−1[γ̇ + γAr −Aγ],

γ = C−1Cr.
(21)

2.3 输出反馈镇定控制器设计

记

F = diag(s1, s2, · · · , s2n), (22)

其中si(i = 1, 2, · · · , 2n)是具有负实部的复数.输出
反馈镇定控制器的设计问题可以归结如下.
问题2 给定系统 (1)和对角矩阵F ∈ Rn×n,求

取矩阵T (x), V (x) ∈ Rn×n和反馈镇定控制器K(x)

∈ Rr×m使

TTV = In (23)

和

TTAcsV = F (24)

成立.
矩阵Acs和矩阵F是一对常系数相似矩阵,所以

当矩阵F的特征值均具有负实部时,可以确保闭环系
统是渐近稳定的.
为了求解问题 2,给出如下的右互质分解 (RCF)

方程组[17]:[sI −A(x)]−1B = N(x, s)D−1(x, s),

C(x)[sI −A(x)]−1 = L−1(x, s)M(x, s).
(25)

其中

N(x, s) = N0(x) +N1(x)s+ · · ·+Nτ (x)s
τ ,

D(x, s) = D0(x) +D1(x)s+ · · ·+Dτ (x)s
τ ,

L(x, s) = L0(x) + L1(x)s+ · · ·+ Lτ (x)s
τ ,

M(x, s) = M0(x) +M1(x)s+ · · ·+Mτ (x)s
τ .

(26)

RCF方程组(25)的解是

N(x, s) = adj(sI −A(x))B,

D(x, s) = det(sI −A(x))In,

L(x, s) = C(x)adj(sI −A(x)),

M(x, s) = det(sI −A(x))In.

(27)

利用上述的RCF方程组,下面的引理给出参数化形
式的输出反馈镇定控制器的求解方法,相关理论可以
参见文献[16].

引理1 给出满足式(27)的矩阵N(x, s),D(x, s),
L(x, s)和M(x, s),有:

1)当且仅当存在向量zi ∈Rr, gi ∈ Rm, i= 1, 2,

· · · , n,满足

gT
i M(x, si)N(x, sj)zj = δij , i, j = 1, 2, · · · , n (28)

时,问题2有解.
2)当式 (28)成立时,所有的左右特征向量矩阵T

和V 如下: 
Ti({sk, gk}) = M(x, si)gi,

Vi({sk, zk}) = N(x, si)zi,

i = 1, 2, · · · , n.

(29)

从而得到参数化的输出反馈增益矩阵

K(x) = Wc(CV )T[(CV )(CV )
T
]−1, (30)

或可以写为

K(x) = [(TTB)T(TTB)]−1(TTB)TWb. (31)

其中 
Wbi({sk, gk}) = L(x, si)gi,

Wci({sk, zk}) = D(x, si)zi,

i = 1, 2, · · · , n.

(32)

注2 本文给出的矩阵F是对角阵,但其可以为
约当型或任意矩阵,相应的解也与F为对角阵式不

同,具体的理论和结果可以参阅文献[18-19].
注3 在提出的伪线性系统模型参考跟踪控制
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策略中,反馈镇定控制器的设计方法不是唯一的,从
定理1的证明过程中也可以得知,任意的可以镇定系
统(1)的控制器都适用于本文提出的模型参考跟踪方
法.本文给出的反馈镇定控制器的优势是可以使得
镇定控制器作用下的闭环系统是线性系统,且有额外
的自由度可以利用以提高具体任务所需的特定性能.

2.4 控制器优化

由2.3节中的引理1可知,当系统 (1)给定时,其输
出反馈增益矩阵和前馈补偿增益矩阵可以由系统的

极点和自由参量si, ziYh和Yg唯一确定,上述变量给
出了控制律u的全部自由度.可以通过在一定范围内
优化这些参数使得系统满足相应的性能,从而控制器
的优化问题可以转化为由不同的性能指标决定的非

线性规划问题.本文给出两个常见的性能指标作为
范例.
2.4.1 特征值灵敏度指标

闭环系统的特征值灵敏度与系统的鲁棒稳定性

直接相关.在控制器设计中,利用额外的自由度来极
小化闭环系统特征值灵敏度,可以提高系统的鲁棒稳
定性能,相应的性能指标为

J1 = ∥V ∥∥V −1∥. (33)

2.4.2 跟踪性能指标

在模型参考跟踪控制器设计过程中,系统的跟踪
性能是需要被考虑的重要指标.在航天器控制任务
中,如航天器绕飞、悬停、规避等,控制器的跟踪性能
决定了任务完成的快速性和安全性,为了保证航天器
控制任务的完成,应当最小化跟踪误差,相应的性能
指标为

J2 =

N∑
k=1

∥y(k)− yr(k)∥. (34)

多目标优化可以同时考虑多个性能指标,综合提高系
统性能,可以根据具体控制任务需求建立如下的混合
性能指标:

Jm = αJ1 + βJ2, (35)

其中α和β为相应指标的权重系数.在优化过程中可
以通过调整权重系数以达到所需的系统总综合性能.

2.5 算法步骤

由2.1节至2.3节中的结果可得求解系统 (1)的伪
线性系统模型参考跟踪控制律的算法如下.

Step 1:求解参数化形式的输出反馈正定控制器
K.选定矩阵F以保证其所有的特征值都具有负实

部,然后基于引理1求解输出反馈正定控制器K的参

数化解.

Step 2:求解参数化形式的前馈补偿控制器Kr.
基于定理1中的控制器存在条件,求解式 (20)和 (21)
中的γ和η,若控制器的可解性方程 (8)无解,则算法
终止.

Step 3:建立性能指标.根据控制器设计任务的具
体需求建立相应的优化指标,如

min Jm(γ, η, F, T, V ),

s.t.式(19)和(29).

Step 4:求解自由参数.利用优化工具求解相应的
非线性规划问题,得到自由参数γ、η、F、T和V .

Step 5:求解控制器u.将Step 4中的自由参数γ、

η、F、T和V 代入参数化形式的控制器Kr和K中,
得到最终的伪线性系统模型参考输出跟踪控制器u.

3 算法仿真

本节给出两组仿真以验证所提出的伪线性系统

模型参考输出跟踪控制律的有效性.
记

x = [x1 x2 x3]
T,

xr = [xr1 xr2 xr3]
T.

仿真图中有3组仿真曲线进行对比,分别是参考
模型状态、闭环系统状态和无前馈补偿控制器的系

统状态,相应的模型如下.
参考模型为ẋr = Ar(xr)xr,

yr = Cr(xr)xr;

闭环系统模型为ẋ = A(x)x+B(K(y)y +Kr(xr)xr),

y = C(x)x;

无前馈补偿控制器的系统为ẋ = A(x)x+BK(y)y,

y = C(x)x.

3.1 仿真算例1

下面给出第1个仿真算例.给出如下的一阶伪线
性系统系数矩阵:

A =


2 x1x2 3x3

1 1 x2
2x1x3

−1− x1 3 0

 ,

B =

1 0

0 1

0 1

 , C = I3.

一阶伪线性参考模型的系数矩阵为
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Ar =


−1.5 0.000 1xr3 0

0 −0.23 1

−0.07xr1 −0.24 −0.2

 ,

Cr = I3.

自由参量矩阵选取为

F = diag(−0.25,−0.28,−0.3),

Z = I3.

其中:矩阵F满足具有负实部的条件,且由于数值仿
真中未涉及目标优化问题,矩阵Z选取为单位阵.

仿真结果如图1 ∼图3所示.其中:实线代表参考
模型的输出曲线,点划线代表模型参考跟踪控制器作
下的闭环系统输出,虚线为仅在输出反馈控制器作用
下,即没有前馈补偿控制器作用下的输出曲线.
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图 1 仿真算例1中系统状态x1的曲线
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图 2 仿真算例1中系统状态x2的曲线
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图 3 仿真算例1中系统状态x3的曲线

从图1 ∼图3可以看出,系统状态x1、x2、x3在所

提出的伪线性系统模型参考输出跟踪控制律的作用

下,渐近跟踪了参考模型的输出xr1、xr2、xr3,而虚线
所代表的仅在输出反馈镇定控制器作用下的系统是

渐近稳定的,跟踪误差在10−3, 10−4, 10−6级别上.

3.2 仿真算例2

给定第2组数值仿真算例的相关系数矩阵如下:

A =


2 x1x2 3x3

1 1 x2
2x1x3

−1− x1 3 0

 ,

B =


1 0 1

0 1 1

0 1 2

 , C =

[
1 0 0

0 1 0

]
.

参考模型的系数矩阵为

Ar =


−1.5 0.000 1xr3 0 0

0 −0.23xr1 1 0

3 0 0 1

0 0 −1 0

 ,

Cr =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
.

控制器中自由参量矩阵的选取与3.1节相同.第
2组仿真算例的结果如图4和图5所示.

0 20 30 40

10

150

220

t /s

x
1

!"#$
%&'(

)*+,-./0

10

80

85 90 100

2

7

12

95

图 4 仿真算例2中系统状态x1的曲线
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图 5 仿真算例2中系统状态x2的曲线

从图4和图5可以看出,与第1组仿真算例相比,
不同的是系统的终端状态并不是常值,而是周期变化
的,进一步验证本文所提出控制器的有效性.仿真结
果表明,伪线性系统模型参考输出控制律是有效的.

4 结 论

本文讨论了一阶伪线性系统的模型参考输出跟

踪控制器设计问题,给出了具有设计自由度完全参数
化形式的控制器.伪线性系统的模型参考输出跟踪
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控制器包含两部分,首先通过研究控制器的存在条件
得到了求解前馈补偿控制器的方程组,基于矩阵分析
中的广义逆理论得到了具有设计自由度的参数化形

式的前馈补偿控制器;然后基于伪线性系统的参数
化控制器设计理论给出了输出反馈镇定控制器的设

计方法.值得注意的是,反馈镇定控制器的设计方法
并不是唯一的,其他方法所设计的任意能够镇定开环
系统的控制器在本文所提出的模型参考策略中均是

有效的.由于两部分控制器中均含有一定自由度,文
中还给出了利用自由度提高系统性能的性能指标和

相应的优化方式.最后通过两组数值算例验证了所
提方法的有效性.
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