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基于滑模控制法的不确定复杂网络间有限时间组合同步

张 檬, 韩 敏†

(大连理工大学电子信息与电气工程学部，辽宁大连 116023)

摘 要: 将组合同步的概念引入到复杂网络,针对4个不确定复杂网络间的有限时间组合同步问题进行研究;将
同时受到未知参量及不确定扰动影响的4个复杂网络按照A+B+C −D的形式进行组合;基于滑模控制原理及
有限时间稳定性理论,设计网络滑模面及控制输入,得到实现同步的充分条件.最后通过数值仿真验证所提方法
的有效性.
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Finite-time combination synchronization of uncertain complex networks
based on sliding mode control method
ZHANG Meng, HAN Min†

(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116023，China)

Abstract: The concept of combination synchronization is introduced into complex network, for investigating finite-time
combination synchronization of four uncertain complex networks. Four complex networks, which are effected by unknown
parameters and uncertain disturbances at the same time, are combined as the form of A+B+C−D. Based on the sliding
mode control principle and finite time stability theory, the sufficient conditions of synchronization are obtained with
designing appropriate network sliding mode surface and control inputs. Finally, a numerical example is given to illustrate
the effectiveness of the proposed scheme.
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0 引 䀰

复杂网络[1]是复杂性科学的重要分支.同步现
象[2]是复杂网络的典型动力学行为之一,因其独特的
应用潜力,受到人们的广泛关注.现有同步研究多局
限于网络在无限时间内的渐近同步[3-4],缺少同步时
间的讨论.但在实际中,特别是混沌通信领域中,提前
掌握并尽量缩短同步时间,有助于增强信息传输的
安全性.与渐近同步相比,有限时间同步可计算到达
同步的最大时间,更快地完成稳定收敛,实现最优控
制[5-6].
近年来,组合同步作为一种较为新颖的同步类型

引起了人们的研究兴趣[7-8].然而,现有的研究成果一
般针对混沌系统[9-10],对于复杂网络间的组合同步问
题尚缺少相关研究.本文考虑将4个复杂网络作为研
究对象,以A、B、C、D四个比例因子为桥梁,按驱

动-响应的思路进行组合,探究多个网络之间的同步
动态关系.这种比例因子的同步形式,在安全通信中
应用广泛 (例如投影同步[11]).多网络的组合模型可
将传输信号分割成几个部分,每个部分加载在不同的
驱动网络区间进行传输,这显然比一对一的传播模型
更具安全性.
本文在文献 [7]和文献 [9]的基础上,将组合同步

的思路引入复杂网络,综合考虑未知参量、不确定扰
动及关键参量的选取对同步结果的影响.采用强鲁
棒性的滑模控制法进行同步控制,所提出的带有积分
项的非奇异终端滑模面可以克服文献 [12]中滑模面
在零点的奇异性.所提方法的优势在于系统稳定性
仅取决于滑模面及相关参量的设定,对未知参量及外
界干扰不灵敏,可以较好地克服扰动影响,并计算得
到收敛时间,实现快速响应.
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1 网络模型与预༷条件

考虑4个含有未知参量及不确定扰动项的复杂
网络模型

ẋi(t) = f(xi(t)) + F (xi(t))α1i+

∆f(xi(t)) +
N∑
j=1

pijxj(t), (1)

ẏi(t) = g(yi(t)) +G(yi(t))α2i+

∆g(yi(t)) +

N∑
j=1

pijyj(t), (2)

żi(t) = h(zi(t)) +H(zi(t))α3i+

∆h(zi(t)) +

N∑
j=1

pijzj(t), (3)

ẇi(t) = l(wi(t)) + L(wi(t))α4i+

∆l(wi(t)) +
N∑
j=1

pijwj(t) + ui(t). (4)

其中:xi(t),yi(t), zi(t),wi(t) ∈ Rn(i = 1, 2, · · · , N)

分别为网络中第 i个节点的n维状态变量; f, g, h, l :

Rn → Rn为非线性光滑函数;F : Rn → Rn×m1 ,G :

Rn → Rn×m2 ,H : Rn → Rn×m3 ,L : Rn → Rn×m4 ;
α1i ∈ Rm1 ,α2i ∈ Rm2 ,α3i ∈ Rm3 ,α4i ∈ Rm4为

节点状态方程中的未知参量;∆f(xi(t)),∆g(yi(t)),
∆h(zi(t))和 ∆l(wi(t))为不确定扰动项;P =

[pij ]N×N为网络的外部耦合矩阵,表示该网络的拓扑
结构;ui(t) ∈ Rn为需要设计的组合同步控制器.
定义1 定义网络间的误差函数ei(t) = Axi(t)

+Byi(t)+Czi(t)−Dwi(t),A,B,C,D ∈ Rn×n,D ̸=
0.若存在某一时刻 t1 > 0,使得对任意 i, j = 1, 2,

· · · , N , t ⩾ t1 有 lim
t→t1

∥ei(t)∥ = 0恒成立,此时4个网

络实现在有限时间t1内的组合同步.
假设1 假设未知参量 α1i、α2i、α3i、α4i有界,

满足 ∥α1i∥ ⩽ δα1i
, ∥α2i∥ ⩽ δα2i

, ∥α3i∥ ⩽ δα3i
,∥α4i∥

⩽ δα4i
,其中δα1i

、δα2i
、δα3i

、δα4i
为已知的正常数.

假设2 假设未知的不确定扰动项同样有界,存
在常数 k > 0,满足 ∥A∆f(xi(t)) + B∆g(yi(t)) +

C∆h(zi(t))−D∆l(wi(t))∥ ⩽ k,即∥Ω∥ ⩽ k成立.

2 有限时间滑模控制器的设计与同步分᷀

利用滑模控制理论实现同步控制的主要步骤:
1)选择适当的网络滑模面; 2)设计控制器ui(t),使受
控系统沿着滑模面向同步态运动.
2.1 滑模面的设计及稳定性分析

根据控制目标,选取网络滑模面的形式如下:

si(t) = βiei(t) +
w t

0
sgn(ei(φ))|ei(φ)|εdφ. (5)

其中: si(t) ∈ R,βi > 0, 0 < ε < 1,滑模面满足条件
si(t) = ṡi(t) = 0,可以变换得到

ėi(t) = − 1

βi
sgn(ei(t))|ei(t)|ε. (6)

定理1 滑模动态系统 (5)可以实现有限时间 t2

内的渐近稳定. t2满足

t2 ⩽ t0 +
V

1−ε/.2
1 (t0)

(1− ε)ρ21−ε/.2
. (7)

其中: ρ = min{1/βi}, i = 1, 2, · · · , N ; t0为初始时刻.
证明 选取如下的Lyapunov函数:

V1(t) =
1

2

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t). (8)

对V1(t)求导,且 sgn(ei(t)) = |ei(t)|/ei(t),得到

V̇1(t) =
N∑
i=1

− 1

βi
|ei(t)|ε+1 ⩽ −ρ

N∑
i=1

|ei(t)|ε+1
. (9)

根据文献[5]中的引理2(后文简称引理2),可以得到
V̇1(t) ⩽ −2ε+1/2ρV

ε+1/2
1 (t). (10)

根据文献 [5]中的引理1(后文简称引理1),滑模系统
实现稳定的时间t2为

t2 ⩽ t0 +
V

1−ε/.2
1 (t0)

(1− ε)ρ21−ε/2
. (11)

由此定理成立.□
2.2 有限时间滑模控制器设计

定义2 当假设1和假设2成立时,设计组合控制
器及未知参量自适应律如下:
ui(t) =

D−1
[
Ψ + Λ−

N∑
j=1

pijej(t) +
1

βi
sgn(ei(t))|ei(t)|ε+

Π + kisgn(si(t)) +
λisi(t)

∥si(t)∥

]
. (12)

其中

Ψ = Af(xi(t)) +Bg(yi(t))+Ch(zi(t))−Dl(wi(t)),

Λ = AF (xi(t))α̂1i(t) +BG(yi(t))α̂2i(t)+

CH(zi(t))α̂3i(t)−DL(wi(t))α̂4i(t),

Ω = A∆f(xi(t)) +B∆g(yi(t))+

C∆h(zi(t))−D∆l(wi(t)),

Π = γ
(∥α̂1i(t)∥+ δα1i√

η1i
+

∥α̂2i(t)∥+ δα2i√
η2i

+

∥α̂3i(t)∥+ δα3i√
η3i

+
∥α̂4i(t)∥+ δα4i√

η4i

)( si(t)

βi∥S∥2
)
,

γ = min{λiβi} > 0, ki和λi为正常量,S = [s1(t),

s2(t), · · · , sN (t)]. 4个网络中未知参量的自适应律为
˙̂α1i(t) = η1iF

T(xi(t))Aβisi(t),

˙̂α2i(t) = η2iG
T(yi(t))Bβisi(t),

˙̂α3i(t) = η3iH
T(zi(t))Cβisi(t),

˙̂α4i(t) = −η4iL
T(wi(t))Dβisi(t), (13)

其中 η1i、η2i、η3i、η4i为正常量. α̂1i(t)、̂α2i(t)、̂α3i(t)

和α̂4i(t)为未知参量α1i、α2i、α3i和α4i的自适应估
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计值.
定理2 在定义2的条件下,状态系统在有限时

间 t3内运动到滑模面, 4个复杂网络可以实现有限时
间的组合同步, t3满足t3 ⩽ t0 +

√
2V

1/2
2 (t0)/γ.

证明 选取如下的Lyapunov函数:

V2(t) =
1

2

[ N∑
i=1

sT
i (t)si(t) +

N∑
i=1

1

η1i
ᾱT

1i(t)ᾱ1i(t)+

N∑
i=1

1

η2i
ᾱT

2i(t)ᾱ2i(t)+

N∑
i=1

1

η3i
ᾱT

3i(t)ᾱ3i(t)+

N∑
i=1

1

η4i
ᾱT

4i(t)ᾱ4i(t)
]
. (14)

其中: ᾱ1i(t) = α1i − α̂1i(t), ᾱ2i(t) = α2i − α̂2i(t),
ᾱ3i(t) = α3i− α̂3i(t), ᾱ4i(t) = α4i− α̂4i(t).对V2(t)

求导,代入滑模面的导数 ṡi(t),有
V̇2(t) =
N∑
i=1

[
sT
i (t)(βiėi(t) + sgn(ei(t))|ei(t)|ε)−

N∑
i=1

1

η1i
ᾱT

1i(t)
˙̂α1i(t)−

N∑
i=1

1

η2i
ᾱT

2i(t)
˙̂α2i(t)−

N∑
i=1

1

η3i
ᾱT

3i(t)
˙̂α3i(t)−

N∑
i=1

1

η4i
ᾱT

4i(t)
˙̂α4i(t)

]
. (15)

根据预设网络模型得到误差系统的导数,代入控
制器 (12)和未知参量的自适应律 (13),根据假设2,可
以进一步变换得到

V̇2(t) ⩽
N∑
i=1

[
sT
i (t)βi

(
−λisi(t)

∥si(t)∥
−Π

)]
. (16)

由于
N∑
i=1

sT
i (t)(si(t)/∥S∥2) = 1,根据假设1,可得

− δα1i
+ ∥α̂1i(t)∥ ⩽ −∥α1i − α̂1i(t)∥,

− δα2i
+ ∥α̂2i(t)∥ ⩽ −∥α2i − α̂2i(t)∥,

− δα3i
+ ∥α̂3i(t)∥ ⩽ −∥α3i − α̂3i(t)∥,

− δα4i
+ ∥α̂4i(t)∥ ⩽ −∥α4i − α̂4i(t)∥.

因为η1i、η2i、η3i、η4i取正常量,根据引理2[5],可得

V̇2(t) ⩽−
√
2

2
γ
( N∑

i=1

∥si(t)∥2 −
N∑
i=1

1

η1i
∥ᾱ1i(t)∥2−

N∑
i=1

1

η2i
∥ᾱ2i(t)∥2 −

N∑
i=1

1

η3i
∥ᾱ3i(t)∥2−

N∑
i=1

1

η4i
∥ᾱ4i(t)∥2

)
=

−
√
2V

1/2
2 (t). (17)

基于Lyapunov稳定性理论,误差系统最终趋近
于si(t) = 0的滑模面.根据引理1[5],得到到达滑模
面所需时间为 t3 ⩽ t0 +

√
2V

1/2
2 (t0)/γ.根据定义1, 4

个网络实现有限的时间内的组合同步,网络中的未知

参量可同时正确估计. 2
注1 根据定理1和定理2的内容,驱动网络 (1)、

(2)、(3)与响应网络 (4)在 t → t1时可以实现完全同

步,其中同步时间满足t1 ⩽ t2 + t3.

3 数值仿真

选取全参量未知的Lorenz系统、Lv系统、Chen
系统及Rossler系统分别构造5个节点的复杂网络进
行仿真实验,网络的拓扑结构选取为

pij =


−4 1 3 1 −1

0 −3 0 1 2

0 0 −1 1 0

−1 −1 −2 6 −2

−1 −1 1 −3 2

 . (18)

扰动项任取为

∆f(xi(t)) =

diag(0.1 sin(xi1), 0.2 sin(xi2),−0.1 sin(xi3)),

∆g(yi(t)) =

diag(−0.1 cos(yi1),−0.2 cos(yi2), 0.1 cos(yi3)),
∆h(zi(t)) =

diag(0.1 sin(zi1),−0.2 cos(zi2), 0.1 sin(zi3)),
∆l(wi(t)) =

diag(0.1 sin(wi1),−0.2 cos(wi2), 0.3 sin(wi3)).

注 2 对于控制器 (12)中 si(t)/∥S∥和 si(t)/

∥si(t)∥项,当si(t) → 0时,将会趋于无穷大.为避免
此问题,在实际中考虑加入一个充分小的正常数κ,使
此两项替换为si(t)/∥S + κ∥和si(t)/∥si(t) + κ∥.
选取A = diag(1,−2,−2), B = diag(−2, 1, 2),

C = diag(−2,−1, 3), D = diag(1, 1, 1).满足假设1,
限制各参量有界,取δα1i

= 40.67, δα2i
= 59, δα3i

=

66, δα4i
= 5.9.满足假设2,取k = 100.注2中引入充

分小的 κ,选取κ = 0.01.参量λi = 1,βi = 0.5, ε =

0.5, γ = 0.01, η1i = η2i = η3i = η4i = 1.根据式 (12)
和(13),得到仿真结果.图1显示网络滑模面随着时间
的变化迅速稳定于零点.
引入平均误差作为评价指标,定义如下:

E(t) =

√√√√( N∑
i=1

∥ei(t)∥2
)/

N, (19)

这里N = 5.通过模拟误差随时间的演化规律,验
证所提方法的正确性,并探讨关键参量βi的选取对

同步速率的影响.从图2可以看出,平均误差在参量
βi取不同值时,均可平稳趋近于零且平滑无抖振产
生,说明所提方法能够有效实现有限时间的组合同
步.同时可以看出,随着βi取值的增加,同步速度变
快,同步时间变短.另外,对比定理2中βi与 t3为反比

关系,可以看出仿真结果与原理推导结果相一致.
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图 1 网络滑模面si(t)随时间的演化过程
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图 3为 4个网络中全部未知参量的自适应过
程.各节点参量的曲线轨迹快速收敛,自适应估计得
到各参量真值: α11 = 10,α12 = 28,α13 = 8/3,α21

= 36,α22 = 20,α23 = 3,α31 = 35,α32 = 3,α33 =

28,α41 = 0.2,α42 = 5.7.
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图 3 网络未知参量的自适应过程

4 结 论

本文提出了一种滑模控制方法,实现了4个具有
不确定性复杂网络间的A + B + C − D型有限时间

组合同步控制,并完成了网络中未知参量的自适应估
计.文中将组合同步思想从混沌系统推广到复杂网
络,所提方法可有效克服网络中未知参量及不确定扰

动的影响,实现短时间内的快速响应,具有较好的同
步效果及鲁棒性能.仿真验证了理论推导的正确性,
同时揭示了关键参量βi的取值与同步速率的关系.
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