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多层级设施选址-路径规划问题建模及算法
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摘 要: 基于有向图对物流网络多层级设施选址-路径规划问题,建立混合整数规划数学模型,提出量子进化算法
与遗传算法协同的双智能算法集成求解方案.量子进化算法解决设施选址和设施分配,遗传算法进行路径规划,
并提出可达配送区域的搜索策略和路径长度为权重的设施分配优化策略以提高算法效率.实例测试表明,所提出
的数学模型和组合智能算法是可行而有效的,可为多层级设施选址-路径规划问题提供理论与方法指导.
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Modeling and algorithm for multi-echelon location-routing problem
HUANG Kai-ming1,2†, LU Cai-wu1, LIAN Min-jie3

(1. School of Management，Xi’an University of Architecture and Technology，Xi’an 710055，China；2. School of
Business Administration，Jimei University，Xiamen 361021，China；3. Sinosteel Mining Co Ltd，Beijing 100080，
China)

Abstract: Aiming at the multi-echelon location-routing problem(ME-LRP) based on the directed graph theory, a
systematic model is built up, and a combination intelligent algorithm of the quantum-inspired evolutionary
algorithm(QEA) and genetic algorithm(GA) is applied to solve it. The QEA is applied to solve the facility location
problem(FLP) and facility allocation problem(FAP), and the GA is applied to solve the vehicle routing problem(VRP).
In order to improve the efficiency of the algorithm, the searching strategy based on the reachable distribution region and
the facility allocation strategy based on path length are proposed. The results from the testing example shows that, the
proposed ME-LRP mathematical model and the combined intelligent algorithm are feasible and effective, which provide
the oretical and methodical guidance for the ME-LRP.
Keywords: multi-echelon location-routing problem；modeling；quantum-inspired evolutionary algorithm；genetic
algorithm
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选址-路径问题 (LRP)是由设施选址问题 (FLP)
和车辆路径规划问题 (VRP)组成的复杂系统问题,且
FLP和VRP存在依赖关系[1].根据物流网络的层次结
构, LRP可分为单层级LRP、两层级LRP(2E-LRP)和
多层级LRP(ME-LRP).目前LRP的相关研究主要为
2E-LRP[2-5].

Ambrosino等[6]首次基于工厂-配送中心-转运
点-客户的4层结构研究3E-LRP,进行了配送中心和
转运点两层设施选址,以及配送中心-转运点和转运
点-用户两层路径规划,并采用商业软件进行了线性

规划模型求解,需要数十小时的计算量. Jeogn-hun
等[7]在进行多层次供应链网络设计时也进行了路径

规划,属于 3E-LRP,但仅考虑了第 1层级和第 3层级
的路径规划,研究中所提出的算法仅针对的是小规
模的测试算例,不适用于实际问题. Hamidi等[8]研究

了 3E-LRP,研究中假定不同层次的设施均可向用户
配送,只进行面向用户级的VRP规划,不同层次的设
施间直接配送而不进行路径规划.文献 [9-13]进行了
2E-LRP的相关研究;陈刚等[14]针对灾后应急物资保

障的四层设施选址-运输模型,采用商业软件进行了
小规模算例精确求解研究,但没有考虑车辆路径规
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划;杨恩缘等[15]针对震后多品种应急物资多级配送

中的选址-路径问题,采用商业软件LINGO进行了求
解,研究中对于运输部分采用按距离估算成本方式,
没有考虑车辆路径规划.
综合分析,目前在LRP研究方面,国内外虽然取

得了一定的成果,但针对三层级及以上的ME-LRP的
研究文献较少,缺乏针对ME-LRP的通用研究理论和
求解方法.为此,本文探索通用的ME-LRP数学建模
及智能求解算法,并以3E-LRP进行实例测试和验证.

1 ME-LRP模型建立
1.1 问题描述

N层级的ME-LRP中,在工厂和客户之间存在
N−1层中间仓储设施.物流网络可用有向图G(V,E)

描述,V 表示节点集,E表示路径集; D = {D1, D2,

· · · , DN+1}表示N + 1层对象节点集,D1表示第1层
即工厂的节点集,DN+1表示第N + 1层即用户的节

点集,Di(i ∈ [2, N ])表示中间的N − 1层候选设施

节点集,且D ⊆ V ; Ve= {ve1, ve2, · · · , veN}表示运
输车辆类型集合,第 i层级运输采用车型为 vei, i ∈
[1, N ].
参数di(i ∈ [1, N +1])表示第i层的对象节点(工

厂、候选设施或用户)的数量; cod_Dij(i ∈ [2, N ], j

∈ [1, di])表示第 i层候选设施 j的建设费用; cap_Dij

(i ∈ [1, N ], j ∈ [1, di])表示第i层设施j的容量, i = 1

指工厂的生产能力; dem_Dij(i ∈ [1, N + 1], j ∈
[1, di])表示第 i层设施j的需求量, i = 1表示工厂的

实际产量, i = N + 1表示第N + 1层即用户的需求,
i ∈ [2, N ]表示入选设施实际对应的下级对象的需

求总和. {vci, vtli, vtfi, vtci, γi}(i ∈ [1, N ])为第 i层

级运输车辆参数:装载容量、最大行程、行车固定费
用、单位运输费率及车辆空载成本系数;λ为周期参
数,以选址费用与一个周期的运输费用之和作为LRP
总费用.
变量Zijk = {1, 0}(i ∈ [1, N ], j ∈ Di, k ∈ Di+1)

描述第 i层级中设施分配关系:当上级设施 j与下

级对象 k构成设施分配关系时取值为 1,否则为 0;
Sijk = {1, 0}(i ∈ [1, N ], j ∈ Di

∪
Di+1, k ∈ Di

∪
Di+1)表示第 i层级中设施节点在车辆路径规划中的

顺序关系:当节点 j的下一站为节点k时取值为1(即
节点 j和节点k为同一车辆路径规划中的顺序相邻

节点),否则取值为0.
给定:G(V,E),D, Ve;
已知参数: di, cod_Dij , cap_Dij , dem_DN+1,j , vci,

vtli, vtfi, vtci, γi,λ;

假定:第N + 1层用户必须得到服务且需求不可

拆分,车辆从各层级的上级设施点出发,最后都回到
起点;
求解:Zijk和Sijk,使得LRP总费用最少.

1.2 ME-LRP数学模型

基于以上假定,对ME-LRP建立如下混合整数规
划模型:

minf = f1 + λf2 + λf3, (1)

f1 =

N−1∑
i=1

{ di+1∑
k=1

di∑
j=1

cod_D(i+1)kZijk

}
, (2)

f2 =
N∑
i=1

di∑
j=1

di+1∑
k=1

(vtfi)Sijk, (3)

f3 =

N∑
i=1

di∑
j=1

{
γi(vci)(vtci)

∑
line∈Route_Pij

dist(line)
}
+

N∑
i=1

di∑
j=1

di+1∑
k=1

(1− γi)Zijkdem_D(i+1)k(vtci)Lijk. (4)

约束条件

dem_D(N+1)j ⩽ vcN ; (5)

dem_Dij ⩽ cap_Dij , i ∈ [1, N ], j ∈ [1, di]; (6)
dN+1∑
j=1

dem_D(N+1)j ⩽
d1∑
j=1

cap_D1j ; (7)

dem_Dij =

di+1∑
k=1

Zijkdem_D(i+1)k, i ∈ [1, N ]; (8)

dN∑
j=1

Z(i=N)jk ≡ 1, ∀k ∈ [1, dN+1]; (9)

dN+dN+1∑
j=1

S(i=N)jk ≡ 1, ∀k ∈ [1, dN+1]; (10)

∀Z(i+1)jk = 1, ∃
di∑

m=1

Zimj = 1, i ∈ [1, N − 1]; (11)

∀Z(i+1)jk = 1, ∃
di+di+1∑
m=1

Simj ⩾ 1, i ∈ [1, N − 1];

(12)

∀
∑
k

Z(i+1)jk = 0, ∃
di∑

m=1

Zimj = 0, i ∈ [1, N − 1];

(13)

∀
∑
k

Z(i+1)jk = 0, ∃
di+di+1∑
m=1

Simj = 0,

i ∈ [1, N − 1]; (14)
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di∑
j=1

Zijk ⩽ 1, ∀i ∈ [1, N − 1]; (15)

dem_Dij > 0, i ∈ [1, N + 1]; (16)

distijk ⩾ 0, i ∈ [1, N ]; (17)

Lijk + Likj ⩽ vtli, i ∈ [1, N ]. (18)

其中: distijk为第 i层级设施点j与设施点k在有向图

G中的最短距离;Lijk为第 i层级配送路径中,从上级
设施点j出发至配送点k的行车里程, j和k为上下不

同层的设施节点; Route_Pij为第 i层级上级设施j的

车辆路径规划路径序列 (集合),集合为空表示设施j

未被启用,否则,路径序列至少构成一个闭环,即从设
施j出发到返回设施j.

式 (1)为LRP费用函数,求极小值,由选址费用、
车辆配送固定费用和运输费用3部分组成;式 (2)计
算N − 1层中间设施选址费用;式 (3)计算N层级车

辆配送固定费用;式 (4)根据N层级路径规划方案,考
虑空车返场费用,计算N层级运输费用;式 (5)为第
N + 1层对象即用户的需求必须小于车载容量,需求
不可拆分约束之一;式 (6)为第1层∼第N层设施容

量约束;式 (7)为第1层设施即工厂产能必须满足用
户需求约束;式 (8)为第1层∼第N层各设施节点供

需平衡约束;式 (9)为用户必须且只能分配一个上级
设施约束;式 (10)为用户需求不可拆分约束;式 (11)
为中间层设施点若分配有下级服务节点,则必须为
其指派上级设施节点约束;式 (12)为中间层设施点若
分配有下级服务节点,则其必须且至少存在于1个上
级设施点的路径规划序列中 (需求可以拆分)约束;式
(13)为中间层设施点若未分配有下级服务节点 (未被
选址),则不能为其指派任何上层设施约束;式 (14)为
中间层设施点若未分配有下级服务节点,则其不能
存在于任何车辆路径规划序列中约束;式 (15)为除第
N + 1层外,每个下级对象最多只能指派一个上级设
施约束;式 (16)为非负需求约束;式 (17)为有向图路
径(距离)非负约束;式(18)为车辆运距约束.

ME-LRP模型复杂度分析:模型中变量Zijk和

Sijk的数量NZ、NS为

NZ =

N∑
i=1

di × di+1,

NS =

N∑
i=1

(di + di+1)
2.

若不考虑VRP,仅考虑设施选址和设施分配,则其可
能的求解空间排列组合数NLA为

NLA =

dN+1∏
1

C1
dN

×
dN∏
1

C1
dN−1+1 × · · · ×

d2∏
1

C1
d1+1 =

d
dN+1

N × (dN−1 + 1)dN × · · · × (d1 + 1)d2 ;

可能的VRP子决策数量NV 为

NV =

N∑
i=1

di.

ME-LRP模型复杂度主要与层级数N和各层设施对

象数量di相关.以N = 3, {di} = {1, 3, 7, 35}为例,变
量Zijk和Sijk个数分别为

NZ = 269, NS = 1880.

仅FLP和FAP的求解空间大小为

NLA = 735 × (3 + 1)7 × (1 + 1)3 = 4.965× 1034,

最多存在NV = 11个VRP子决策.因此, ME-LRP是
求解空间巨大且非常复杂的组合优化问题.

2 ME-LRP算法设计
组成LRP的FLP和VRP都是NP-Hard问题,因此

LRP更加复杂,单一的启发式智能算法难以同时解
决其两个子问题.有些研究人员针对2E-LRP提出采
用两阶段法来解决LRP中的 FLP和VRP两个子问
题[16],分阶段法实质上是将LRP拆分成FLP和VRP
两个独立子问题,分别予以解决.如先求解FLP子问
题,在求解FLP时对VRP的相关费用采用预估方法;
得到FLP的优化解后,再针对FLP优化解进行VRP优
化.由于LRP中的FLP和VRP存在依赖关系,分阶段
法难以保证LRP全局最优.对于N -echelon LRP(N ⩾
3),即使不考虑分阶段法的全局寻优理论合理性,由
于涉及N − 1层设施选址及N层级路径规划,分阶段
的处理方式也难以实现.

LRP优化包含FLP、设施分配 (FAP)和VRP三个
决策问题.其中: FLP决策哪些候选设施启用,是典型
的0-1型决策问题; FAP确定上下层设施间的分配关
系,是一个指派问题; VRP在给定上下层设施的分配
关系后,确定车辆配送的先后顺序,属于顺序决策.由
于VRP决策必须依据FLP和FAP的结果,而FAP决策
又必须与FLP决策保持协同,且VRP决策结果又关
系到FLP和FAP的决策评价,因此LRP的3个子决策
问题FLP、FAP和VRP是相互关联和相互制约的.

2.1 QEA-GA算法

基于ME-LRP特征,设计QEA-GA双智能算法:
采用量子进化算法 (QEA)[17-18]负责FLP和FAP优化;
采用遗传算法 (GA)将QEA寻优过程中的FLP和FAP
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中间结果作为输入,同步进行VRP优化,并将优化结
果反馈给QEA. QEA和GA分工合作,协同完成ME-
LRP优化. QEA-GA双智能算法模型如图1所示.

VRP

VRP VRP

VRP VRP VRP
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P D CPlant
Candidate
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Customer

Vehicle
routing

D D D

C C C C C C Layer +1N
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Layer 1

Layer 2

Echelon 1:GA for VRP

D D

D D D D

Q
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A
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r 
F

L
P

&
 F

A
P

图 1 QEA-GA双智能算法模型

QEA-GA双算法求解方案中,纵向的QEA解决
跨层间的FLP和FAP子问题,横向的GA负责解决各
层级VRP问题.因此,在ME-LRP优化过程中, QEA
只执行一次,而GA则要根据层级数和各层级内部的
设施节点数量执行多次.

QEA编码由N个部分组成:第2层 ∼ 第N层的

候选设施编码段和第N + 1层的用户编码段.在设计
各层节点对象编码时,依据上级设施点的数量确定本
层每个设施点的量子位编码位数.设上级设施点位
于第i层, i ∈ [1, N ],则第i+1层每个节点对象编码时,
为同时考虑FLP和FAP的需要,可以用bi+1位量子位

编码表示每个对象节点. bi+1需满足以下条件:

2bi+1 ⩾ di + 1, i ∈ [1, N − 1];

2bi+1 ⩾ di, i = N. (19)

依据式 (19)可计算出第 i + 1层节点量子编码位

长度的最小整数值bi+1.
根据bi+1位量子位观测得到的二进制编码串对

应的十进制值,用取值为零和非零来表示设施选址,
即: bi+1位二进制编码串对应的十进制值= 0,对应的
设施点设施选址未选中; bi+1位二进制编码串对应的

十进制值> 0,对应的设施点设施选址被选中;当bi+1

位二进制编码串对应的十进制值> 0时,其对应的十
进制值还表示与某个上级 (即第 i层)设施点的设施
分配关系.因此,该编码方案既能满足FLP需要,也包
含了FAP的关系描述.

GA采用整数编码.根据QEA的 FLP和 FAP输
出, GA将按FAP方案中对应的下级设施点数m生成

m位基因编码. m位基因编码表达了整数1 −m之间

的排列组合.上级设施点是车辆路径的出发点和终
点,不列入GA基因编码中,但在适应度计算时作为有
向图G(V,E)的出发点,计算车辆行驶里程;此外,还
要根据车载容量和最大行程判断是否需要返场.所
以针对m个下级设施点采用m位整数基因编码,对
应的VRP路径方案是包含起点和终点 (即上级设施
节点)在内的车辆服务顺序序列.

2.2 基于可达配送区域的搜索策略

从设施点向下级对象节点配送时,任何下级对象
节点必须符合从设施点出发到返回设施点的行车路

径不能超出车辆的最大行程 (式 (18)).用Dijkstra算
法计算出有向图G(V,E)中任意两节点的最短路径,
结合不同层级车辆参数,确定每一设施节点对应的可
达配送区域对象节点集合. QEA在进行FAP优化时,
结合可达配送区域进行搜索,可以解决运距约束,提
高搜索效率和速度.

2.3 基于最短路径长度为权重的FAP优化策略

各层级侯选设施均有容量限制 (式 (6)).设计如
下FAP优化策略:当设施容量超限时,按设施到下级
服务对象最短路径长度正相关的概率选择被剔除服

务对象,即路径越长,被选择剔除的概率越大;为下级
服务对象指派上级设施时,按对象节点到可达的上级
设施最短路径长度反相关的概率指派上级设施,即路
径越短,被指派的概率越大.基于最短路径长度为权
重的FAP优化策略与惩罚值措施联合作用,可有效解
决FAP优化过程中的多层级设施容量超限问题.

3 运算测试及结果分析

为测试N-echelon LRP模型和QEA-GA算法性
能,以某省主要县市作为有向图节点 (63节点),连接
县市的公路作为边 (296条边),形成有向图G(V,E),
并基于G构建3E-LRP算例:设定D = {D1, D2, D3,

D4},D1为工厂P的节点集,D1 = {34};D2为一级

仓库CD的候选节点集,D2 = {24, 40, 50};D3为二

级仓库RD的候选节点集,D3 = {6, 12, 19, 39, 46, 54,
62};D4为用户即零售商RC的节点集,设定图中35个
节点为RC(黑色实心圆节点).图中还有17个其他节
点.设定P的产能、各RC的需求、CD和RD的容量与
建设费用,以及各层级车辆参数等指标,取λ = 365,
进行3E-LRP优化运算. QEA-GA搜索到的3E-LRP优
化方案如图2所示.
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图 2 LRP优化方案

3.1 计算环境与算法参数设置

QEA-GA采用ANSI C++设计, Red Hat Enterprise
Linux AS 4.0系统运行,计算机配置为 IBM xSeries
346服务器, 3.2 GHz双Xeon处理器, 8 G EEC内存.
QEA的量子位长度LQ体现了寻优空间大小,应考虑
LQ值来设置QEA参数.结合实验测试,参考设置为:
当LQ ⩽ 50时,量子种群大小取1,观测次数取5,最大
进化运算代数取500;当LQ ∈ [50, 100]时,量子种群
大小取 2,观测次数取 5,最大进化运算代数取 1 000;
当LQ ⩾ 100时,如本测试算例LQ = 122,量子种群大
小取2,观测次数取10,最大进化运算代数取4 000.设
定GA复制概率为0.25,交换概率为0.60,突变概率为
0.15, GA群体大小GN和最大运算代数GT与VRP的
用户数量有关,参考设置为:当VRP用户数量⩽ 5时

(如测试算例的第1和第2层级),取GN = 50, GT =

50;当VRP用户数量∈ [5, 10]时 (如测试算例的第3层

级),取GN = 100, GT = 100;当VRP用户数量⩾ 10

时,取GN = 200, GT = 200或者更大值. GN和GT

取值过小,容易导致VRP优化结果为非最优解;反之,
若GN和GT 取值太大,则会增加QEA-GA的整体运
算时间.

3.2 结果分析

以 25次QEA-GA优化运算为一组,对测试算例
分别采用常规的随机 FAP策略和基于路径权重的
FAP策略,各进行 4组测试.算例QEA-GA优化运算
结果见表1和表2,两种策略的结果对比见图3.

表 1 随机FAP策略优化结果表

No Item LRP Cost FLP Cost FAP Cost VRP Cost

1
Avg 143 453 263.2 3 780 000 800 000 380 474.7

Opt 137 112 622.1 3 600 000 0 365 788.0

2
Avg 143 801 471.3 3 840 000 0 383 456.0

Opt 138 255 802.1 3 600 000 0 368 920.0

3
Avg 143 059 512.5 3 804 000 400 000 380 426.0

Opt 138 255 802.1 3 600 000 0 369 660.4

4
Avg 143 714 060.4 3 768 000 400 000 382 317.9

Opt 139 044 390.9 3 900 000 0 370 258.6

Total
Avg 143 507 076.8 3 798 000 400 000 381 668.7

Opt 137 112 622.1 3 600 000 0 365 788.0

表 2 路径权重FAP策略优化结果表

No Item LRP Cost FLP Cost FAP Cost VRP Cost

1
Avg 132 487 252.9 3 876 000 0 352 359.6

Opt 130 132 112.8 3 900 000 0 345 841.4

2
Avg 132 315 275.4 3 888 000 0 351 855.5

Opt 128 476 764.8 3 900 000 0 341 306.2

3
Avg 132 051 510.1 3 876 000 0 351 165.7

Opt 126 913 718.8 3 600 000 0 337 845.8

4
Avg 132 114 569.2 3 888 000 0 351 305.6

Opt 128 173 376.8 3 900 000 0 340 475.0

Total
Avg 132 242 151.9 3 882 000 0 351 671.6

Opt 126 913 718.8 3 600 000 0 337 845.8
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图 3 权重策略与常规搜索寻优对比图

对 100次优化运算结果统计分析,平均每次运
算耗时约 59 958 s(约 16.65小时).表 1和表 2中: FLP
Cost为式 (1)中的 f1项,即入选设施建设费用总和;
VRP Cost为式 (1)中的f2与f3项之和; FAP Cost为设
施容量超限费用即容量超限惩罚值.
如图 3所示,基于路径权重的 FAP策略改善

QEA-GA算法性能显著,采用该策略后的寻优解普
遍优于常规随机搜索解 (FLP Cost的平均值和最佳
寻优值分别下降7.8%和7.4%).表1和表2数据表明,
路径权重FAP策略能很好地处理设施容量约束, 100
次优化结果中,均没有出现设施容量超限情况,而
常规的随机FAP处理方式中,即使采用惩罚值措施,
仍存在设施容量超限解;最优方案LRP总费用为
126 913 718.8(见表 2),其对应的方案如图 2所示.最
优解QEA-GA迭代过程中的LRP、FLP和VRP 费用
演化关系如图4和图5所示.
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图 4 LRP总费用与VRP费用演化对照图
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图 5 FLP费用与VRP费用演化对照图

图4中: LRP费用曲线随着QEA-GA进化次数增
加逐步向最优解逼近,表明算法是有效可行的; LRP
费用曲线和VRP费用曲线形态基本一致,表明λ取值

大小直接关系到FLP和VRP费用在LRP成本中的权
重.
图5中: FLP费用演化曲线和VRP费用演化曲线

表明, LRP中的FLP与VRP之间不是相互独立的,研
究LRP必须将FLP与VRP作为有关联的系统进行同
步优化. QEA-GA智能算法不是精确算法,在LRP寻
优上存在概率不确定性,通过增加运算次数,可以增
大寻优概率,或者通过选择多次优化运算的最佳解作
为最优解是可行的.

4 结 论

本文基于有向图对带容量限制的多层级设施选

址-路径规划问题 (ME-LRP)建立了通用数学模型,并
结合低碳物流[19]发展趋势,在模型中纳入了车辆空
载返程费用.针对提出的ME-LRP模型,设计了QEA-
GA双智能算法,实现了FLP与VRP的整合与同步优
化,并提出了基于可达配送区域的搜索策略和基于最
短路径为权重的FAP优化策略. 3E-LRP实例仿真运
算表明,所提出的模型和智能算法求解方案是有效可
行的,适合于较大规模的ME-LRP问题.探索新的寻
优策略、改进QEA或者GA算子以提高寻优效率,探
索采用并行计算或云计算平台提高运算速度是下一

步的研究方向.
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