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基于推广的概率分布区间分解法的时滞系统稳定性分析

刘健辰†, 时 光

(辽宁工程技术大学电气与控制工程学院，辽宁葫芦岛 125105)

摘 要: 基于推广的概率分布区间分解法,研究一类具有随机时滞系统的概率分布相关稳定性问题.充分利用随
机时滞的概率分布信息,获得一系列稳定性判据;通过严格的数学证明,表明通过增加概率区间数可以逐渐降低稳
定性判据的保守性,从而建立一组新的分层结构LMI条件;严格证明了在采用相同概率区间划分的条件下,所得
到的稳定性判据的保守性低于不考虑时滞概率分布的时变时滞分解法所得到的结果,并且分析和比较了两种方
法的计算量.
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Stability analysis for delays systems based on generalized
probability-distribution-interval decomposition approach
LIU Jian-chen†, SHI Guang

(Faculty of Electrical and Control Engineering, Liaoning Technical University, Huludao 125105, China)

Abstract: Based on the generalized probability-distribution-interval decomposition, the problem of probability-
distribution-dependent stability analysis for a class of systems with stochastic delays is investigated. The information of
the probability distribution of stochastic delay is fully employed and a series of sufficient stability criteria are obtained. It
is illustrated by rigorous mathematical proof that the conservatism of the proposed stability criteria can be reduced
progressively by increasing the number of the probability interval, which establishes a novel hierarchy of LMI
conditions. It is rigorously proved that, with the same decomposition of probability interval, the conservatism of the
proposed stability criteria is less than the one obtained by time-varying delay decomposition approach in which the
probability-distribution of delay is ignored. The computation burden of the proposed method and the time-varying delay
decomposition approach is analyzed and compared.
Keywords: stochastic delay system；probability-distribution-dependent stability；probability-interval decomposition；
linear matrix inequalities(LMIs)

0 引 言

时滞现象广泛存在于各类自然和工程系统中,
随着网络化控制、电力系统广域控制等新兴应用背

景的出现,吸引了大量国内外研究者的关注.从系统
分析的角度,由于Lyapunov-Krasovskii泛函 (LKF)方
法固有的保守性,研究者一直在努力寻求降低稳定性
判据保守性的途径.已有的主要研究成果构成了4条
技术路线: 1)离散化LKF法[1],该类方法通过分解积
分区间和将任意矩阵函数限制为分段连续函数,实
现了对完整LKF的近似. 2)平方和 (SOS)法[2],该类
方法通过将任意矩阵函数参数化为高阶多项式,利

用多项式松弛技术, 将稳定性分析转化为平方和问
题. 3)定界不等式法[3],该类方法将时滞状态投影到
Legendre多项式上,进而利用Bessel不等式,实现对
交叉项的精确定界.研究发现, Jensen不等式法[1]和

Wirtinger不等式法[4]是Legendre多项式阶数为 0和
1时的特例,且改进的 Jensen不等式法[5]和自由矩阵

积分不等式法[6]也可以归入该类方法. 4)时滞分解
法,该类方法基于分解时滞变化区间,分为定常时滞
分解法[7]和时变时滞分解法[8].值得注意的是,这4种
方法各自构成了一个具有分层结构的LMI条件集合,
即通过“精细化”相关参数 (分别为离散化步长、一
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般多项式阶数、Legendre多项式阶数和时滞区间分
解数),可以不断减小相应LMI条件的保守性,使得充
分条件逐渐趋向于必要条件.但是,上述4种稳定性
分析方法都是基于将时滞建模为区间时变参数,仅
仅利用了时滞的变化范围和变化率上界两个时滞信

息.如果可以对更多的时滞信息加以充分利用,则有
望进一步降低稳定性分析的保守性.
另一方面,已有研究发现,在很多工程实际中时

滞常常呈现随机性质[9-13]. Johan[9]发现CAN总线和
以太网中的随机时滞呈现多模正态分布,各个模态对
应于不同的网络负荷情况; Peng等[10]发现在TCP/IP
协议通信网络中,时滞呈现显著的不规则特性,进而
基于变电站自动化技术上海重点实验室的Modbus
TCP/IP互联控制与仿真平台,验证了通信时滞服从
正态分布[11]; Lu等[12]对于中国南方电网的实测结果

也表明时滞分布呈现近似的三模正态分布; Zhang
等[13]基于广西电网WAMS中通信时滞的实测数据,
结合对WACS中各个环节时滞成分的产生机理分析,
发现该广域控制系统中的闭环时滞可以采用正态分

布近似建模.因此,将时滞建模为满足一定概率分布
的随机过程是合理的,而且通常可以根据机理分析或
利用历史数据估测随机时滞的统计分布信息.

引入随机时滞所包含的丰富统计信息,将有助
于提高稳定性分析的性能,且具备工程实践的可行
性.但是,除了文献 [14]中提出的概率分布区间分解
法,目前这个方面的研究工作还很少.在文献 [14]中,
Peng等针对随机时滞呈现斜正态分布时,大幅值时
滞出现的概率非常小的特点,提出将整个时滞变化
区间分解为高/低两个子区间.数值算例表明,基于这
种模型变换提出的稳定性判据可以大大降低保守

性.随后,这种方法被进一步应用到不确定系统[15]、

模糊系统[16]、离散时间系统[17]和电力系统[11]等.
另外,文献 [14]的概率分布区间分解法还有一些

重要方面需要推广和完善.受此启发,本文提出推广
的概率分布区间分解法,用于随机时滞系统的稳定性
分析.本文的主要贡献体现在以下3个方面: 1)为了
更加充分地利用时滞概率分布信息,有必要将概率分
布区间分解法从两个概率子区间推广到多个概率子

区间的一般情况.但是,这种推广并非简单而不重要
的 (not trivial).可以发现,在稳定性判据的推导过程
中会出现拉普拉斯矩阵,其固有的零特征值会导致无
法获得严格的LMI条件.为了克服该问题,本文提出
一种矩阵变换方法用以消除该零特征值. 2)文献 [14]
仅仅通过数值算例表明了引入时滞概率分布信息的

优势,但对此缺乏严格的数学证明.本文严格证明了

随着增加概率区间数,稳定性判据的保守性是逐渐降
低的,从而建立了一种不同于已有4种技术路线的新
的分层结构LMI条件. 3)概率分布区间分解法与文
献[8]提出的时变时滞分解法都是基于对时滞变化区
间的分解,存在很大的相似性,那么有必要分析两种
方法的关系.本文严格证明了在采用相同区间划分
的条件下,前者的保守性低于后者,并且分析了影响
两种方法求解速度的各种因素,定量比较了两种方法
的计算量.

下文中, diag(A,B)表示对角块矩阵

[
A 0

0 B

]
;

col(A,B)表示列块矩阵

[
A

B

]
; ei(i = 1, 2, · · · )表示块

元矩阵,例如e2 = [0 I 0 · · · 0]; 0和I分别表示适

维零矩阵和单位矩阵; ∗表示对称矩阵中的对应块
元素;⊗表示Kronecker积;B†表示矩阵B的右正交

补; E{·}表示数学期望.

1 问题᧿述

考虑如下时滞系统:

ẋ(t) =

Ax(t) +Adx(t− τ(t)),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ̄ , 0].
(1)

其中:x(t) ∈ Rn为系统状态,ϕ(t)为 [−τ̄ , 0]上的连续
函数.假设时滞τ(t)服从一定的概率分布,且满足

0 ⩽ τ(t) ⩽ τ̄ , (2)

其中 τ̄为时滞上界.
将随机时滞τ(t)的整个概率区间 [0, τ̄ ]划分为m

个子区间,即
[d0, d1)

∪
[d1, d2)

∪
· · ·

∪
[dm−1, dm], (3)

其中0 = d0 < d1 < · · · < dm = τ̄ .
定义随机变量δl(t), l = 1, 2, · · · ,m,以指示随机

时滞τ(t)是否处于区间 [dl−1, dl)内,即

δl(t) =

1, τ(t) ∈ [dl−1, dl);

0, τ(t) /∈ [dl−1, dl).
(4)

考虑到δl(t)服从Bernoulli分布,则有prob{δl(t) = 1} = E{δl(t)} := δ̄l,

prob{δl(t) = 0} = 1− E{δl(t)} := 1− δ̄l,

其中 δ̄l表示随机时滞τ(t)处于区间 [dl−1, dl)内的概

率.如果已知τ(t)的概率密度函数,则可对其在 [dl−1,

dl)内积分来计算 δ̄l;如果已知τ(t)的数据样本集合,
则可用 [dl−1, dl)内的样本数除以总样本数来估算 δ̄l.
为了便于后文的证明,假设 δ̄l > 0, l = 1, 2, · · · ,m.

根据概率区间划分 (3)和随机变量 δl(t)的定义

(4),系统(1)可以等价表示为
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ẋ(t) = φ(t) +

m∑
l=1

(δl(t)− δ̄l)ψl(t),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ̄ , 0].
(5)

其中

φ(t) = Ax(t) +

m∑
l=1

δ̄lAdx(t− τl(t)),

ψl(t) = Adx(t− τl(t)).

在给出本文主要结论之前,首先引入如下定义和
引理.

定义1 [17] 对于n阶矩阵A = [aij ],如果对于所

有 i = 1, 2, · · · , n,满足 |aii| ⩾
n∑

j=1, j ̸=i

|aij |,则称其

为对角占优矩阵.进而,如果矩阵A严格满足不等式

|aii| >
n∑

j=1, j ̸=i

|aij |,则称其为严格对角占优矩阵.

引理1 [17] 设n阶Hermite矩阵A是严格对角占

优的,且其对角元素均大于0,则A是正定的.
引理 2 [18] 设 n阶矩阵A的特征值为 λ1, λ2,

· · · , λm, p阶矩阵B的特征值为µ1, µ2, · · · , µp,则A⊗
B的特征值为λiµj , i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , p.

引理3 假设矩阵A和B是正定的,则矩阵A⊗B
也为正定的.
证明 根据正定矩阵的所有特征值均为正数,

由引理2可直接得证. □
为简化叙述,记 xt = x(t), δl = δl(t), ψl =

ψl(t), χl = χl(t), τ = τ(t), τl = τl(t).

2 概率分布相关稳定性判据

首先基于Lyapunov-Krasovskii泛函方法,给出系
统(5)的概率分布相关稳定性判据.
定理1 对于概率区间划分 (3),如果存在适维矩

阵P > 0,Qi > 0,Ri > 0和Ui(i = 1, 2, · · · ,m),使得
以下LMIs成立:[

Ri U
T
i

Ui Ri

]
⩾ 0, (6)

f(m,P,Qi, Ri, Ui) =

Θ11 ∗ ∗
Θ21 Θ22 ∗
Θ31 0 Θ33

 < 0, (7)

则系统(1)渐近稳定.其中
Θ11 =

2eT
1 PΥ +

m∑
i=1

(eT
2i−1Qie2i−1 − eT

2i+1Qie2i+1)−

m∑
i=1

[
δ̄i

[
e2i−1 − e2i

e2i − e2i+1

]T [
Ri U

T
i

Ui Ri

][
e2i−1 − e2i

e2i − e2i+1

]
+

(1− δ̄i)(e2i−1 − e2i+1)
T
Ri(e2i−1 − e2i+1)

]
,

Θ21 = col(d1R1Υ, · · · , (dm − dm−1)RmΥ ),

Θ22 = −diag(R1, R2, · · · , Rm),

Θ31 = col(d1(F †T
∆̄F † ⊗R1)Ψ̄ , · · · ,

(dm − dm−1)(F
†T

∆̄F † ⊗Rm)Ψ̄),

Θ33 = −diag((F †T
∆̄F † ⊗R1), · · · ,

(F †T
∆̄F † ⊗Rm)),

Ψ̄ = col(Γ1 − Γ2, Γ1 − Γ3, · · · , Γ1 − Γm),

Υ = Ae1 +

m∑
l=1

δ̄lAde2l,

Γi = Ade2i, i = 1, 2, · · · ,m,
F † =

1/m 1/m · · · 1/m

−(m− 1)/m 1/m · · · 1/m

1/m −(m− 1)/m · · · 1/m
...

...
. . .

...
1/m 1/m · · · −(m− 1)/m

 ,

∆̄ =


δ̄1

(
1− δ̄1

)
−δ̄1δ̄2 · · · −δ̄1δ̄m

−δ̄2δ̄1 δ̄2
(
1− δ̄2

)
· · · −δ̄2δ̄m

...
...

. . .
...

−δ̄mδ̄1 −δ̄mδ̄2 · · · δ̄m
(
1− δ̄m

)

 .
证明 采用如下Lyapunov-Krasovskii泛函:

Vt = xT
t Pxt +

m∑
i=1

w t−di−1

t−di

xT
sQixsds+

m∑
i=1

(di − di−1)
w t−di−1

t−di

w t

s
ẋT
υRiẋυdυds. (8)

其中:P > 0,Qi > 0,Ri > 0, i = 1, 2, · · · , m.
对Vt沿系统 (5)的轨迹,取无穷小算子L{Vt} =

E{V̇t},可得
L{Vt} =

2xT
t Pφt +

m∑
i=1

[xT
t−di−1

Qixt−di−1
− xT

t−di
Qixt−di

]+

E
{ m∑

i=1

[
(di − di−1)

2
ẋT
t Riẋt−

(di − di−1)
w t−di−1

t−di

ẋT
s Riẋsds

]}
. (9)

注意到E{δl − δ̄l} = 0, E{(δl − δ̄l)
2} = δ̄l(1 −

δ̄l), E{(δl − δ̄l)(δk − δ̄k)} = −δ̄lδ̄k(∀l ̸= k),可得

E
{ m∑

i=1

(di − di−1)
2
ẋT
t Riẋt

}
=

E
{ m∑

i=1

[
(di − di−1)

2
(
φt +

m∑
l=1

(δl−

δ̄l)ψl

)T
Ri

(
φt +

m∑
l=1

(
δl − δ̄l

)
ψl

)]}
=

m∑
i=1

(di − di−1)
2
(φT

t Riφt + χi), (10)



第10期 刘健辰等: 基于推广的概率分布区间分解法的时滞系统稳定性分析 1827

其中

χi =


ψ1

ψ2
...
ψm


T

(
∆̄⊗Ri

)

ψ1

ψ2
...
ψm

 .
接下来,由 Jensen不等式[1]和反凸不等式[19]可

知,如果存在矩阵Ui满足式(6),则有

νi ⩽

η1i, τ ∈ [di−1, di),

η2i, τ /∈ [di−1, di).
(11)

其中

νi = −(di − di−1)
w t−di−1

t−di

ẋT
s Riẋsds,

η1i =

−

[
xt−di−1

− xt−τi

xt−τi − xt−di

]T [
Ri U

T
i

Ui Ri

][
xt−di−1

− xt−τi

xt−τi − xt−di

]
,

η2i = −
(
xt−di−1

− xt−di

)T
Ri

(
xt−di−1

− xt−di

)
.

结合式(11)和(4),可得

E
{ m∑

i=1

νi

}
=E

{ m∑
i=1

(δiνi + (1− δi)νi)
}
⩽

m∑
i=1

(δ̄iη1i + (1− δ̄i)η2i). (12)

这样,综合式(9)、(10)和(12),可得

L{Vt} ⩽ ξT
t

{
Θ11 +

m∑
i=1

(di − di−1)
2
(ΥTRiΥ+

ΨT(∆̄⊗Ri)Ψ)
}
ξt. (13)

其中

ξt = col(xt, xt−τ1 , xt−d1
, · · · , xt−τm , xt−dm

),

Ψ = col(Γ1, Γ2, · · · , Γm).

注意∆̄中元素∆̄ij满足
m∑
j=1

∆̄ij = 0(∀i)和 ∆̄ij ≤

0(i ̸= j),这意味着∆̄为拉普拉斯矩阵.因此∆̄固有一

个零特征值[20],这将导致矩阵∆̄ ⊗ Ri不可逆,也无法
由式(13)直接取得严格的LMI条件.
为了克服该问题,利用关系式

Ψ̄ = (F ⊗ I)Ψ (14)

构造如下矩阵变换:
ΨT(∆̄⊗Ri)Ψ = Ψ̄T(F †T

∆̄F † ⊗Ri)Ψ̄ , (15)

其中

F =


1 −1 0 · · · 0

1 0 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · −1


(m−1)×m

.

易于计算

F †T
∆̄F † =

m∑
i=1,i̸=2

δ̄2δ̄i −δ̄2δ̄3 · · · −δ̄2δ̄m

−δ̄3δ̄2
m∑

i=1,i̸=3

δ̄3δ̄i · · · −δ̄3δ̄m

...
...

. . .
...

−δ̄mδ̄2 −δ̄mδ̄3 · · ·
m∑

i=1,i̸=m

δ̄mδ̄i


.

考虑到 δ̄i > 0, i = 1, 2, · · · , m,根据定义1可
知F †T

∆̄F †为严格对角占优矩阵,且其对角元素大
于0.因此,由引理1有F †T

∆̄F † > 0.这样,矩阵变换
(15)确保了去除 ∆̄中固有的零特征值.再考虑到Ri

> 0,由引理3可得F †T
∆̄F † ⊗ Ri > 0, i = 1, 2, · · · ,

m.
这样,将式(15)代入(13),可知

Θ11 −ΘT
21Θ

−1
22 Θ21 −ΘT

31Θ
−1
33 Θ31 < 0, (16)

保证了L {Vt} ⩽ 0.最后,根据Schur补,可得式 (16)等
价于式(7). □

注1 由定理1的推导过程可见,拉普拉斯矩阵
引起的零特征值问题会导致无法获得严格LMI条
件.但在m = 2时,F †T

∆̄F † = δ̄1δ̄2 > 0,该问题是
不存在的.因此,文献 [14]的方法不适用于m > 2的

情况.利用本文提出的矩阵变换,消除了拉普拉斯矩
阵引起的零特征值,从而有效克服了该问题.
注2 定理1采用Jensen不等式进行二次积分项

定界,如果使用Wirtinger不等式 [4]或改进的Jensen不
等式[6]等更加精确的定界技术,可以进一步降低稳定
性判据的保守性,但是计算量也会增加.

如下的定理将证明,由定理1所给出的稳定性判
据的保守性会随着概率区间数的增加而逐步减小.
定理2 在概率区间划分(3)的基础上,将其中某

个子区间分解为两个子区间,得到具有m + 1个子区

间的新概率区间划分,则以下两个结论成立:
1) 对于新的概率区间划分,如果存在矩阵 P̃ >

0, Q̃i > 0, R̃i > 0和Ũi(i = 1, 2, · · · , m+ 1)满足[
R̃i Ũ

T
i

Ũi R̃i

]
⩾ 0, (17)

f(m+ 1, P̃ , Q̃i, R̃i, Ũi) < 0, (18)

则系统(1)渐近稳定.
2) 如果对于概率区间划分 (3),存在矩阵P >

0,Qi > 0,Ri > 0和Ui(i = 1, 2, · · · , m)满足式
(6)和 (7),则对于新的m + 1概率区间划分,存在矩阵
P̃ > 0, Q̃i > 0, R̃i > 0和 Ũi(i = 1, 2, · · · , m + 1)满

足式(17)和(18).
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证明 对结论1)和结论2)分别给出证明.
结论1)的证明:不失一般性,将概率区间划分 (3)

中的最后一个概率区间 [dm, dm+1]分解为两个子区

间.这样,得到新的概率区间划分为
[d̃0, d̃1)

∪
· · ·

∪
[d̃m−1, d̃m)

∪
[d̃m, d̃m+1]. (19)

假设概率区间划分 (19)中各个子区间对应的概
率为 δ̃i(i = 1, 2, · · · ,m + 1),则 d̃i和 δ̃i满足 d̃i = di(i

= 0, 1, · · · ,m − 1), dm−1 < d̃m < dm, d̃m+1 = dm,

δ̃i = δ̄i(i = 1, 2, · · · ,m− 1), δ̃m + δ̃m+1 = δ̄m.
这样,由定理1可以直接得到1)部分的结论.
结论2)的证明:由定理1的证明过程可知,式 (7)

等价于

Θ11 +
m∑
i=1

(di − di−1)
2(ΥTRiΥ + ΨT(∆̄⊗Ri)Ψ) < 0.

(20)

另一方面,式(18)等价于

Θ̃11 +
m+1∑
i=1

(d̃i − d̃i−1)
2
(Υ̃TR̃iΥ̃+

Ψ̆T(∆̃⊗ R̃i)Ψ̆) < 0. (21)

其中: Θ̃11, Υ̃ , ∆̃和 Ψ̆的具体展开式可由式 (7)得到,且
易于证明满足

P̃ = P, Q̃i = Qi, R̃i = Ri, Ũi = Ui,

i = 1, 2, · · · ,m− 1, (22)

Q̃m > 0, Q̃m+1 = Qm,

R̃m = R̃m+1 = Rm, Ũm = Ũm+1 = Um (23)

的矩阵 P̃ , Q̃i, R̃i和Ũi(i = 1, 2, · · · ,m+ 1),可以使得
如下关系式成立:

(H†)TΘ̃11(H
†) = Θ11, (24)

m+1∑
i=1

(d̃i−d̃i−1)
2
H†T

(Υ̃TR̃iΥ̃+Ψ̆
T(∆̃⊗ R̃i)Ψ̆)H

†⩽

m∑
i=1

(di − di−1)
2
(ΥTRiΥ + ΨT(∆̄⊗Ri)Ψ).

(25)

这里

H† =



I
. . .

I
I
I

I
I
I


,

矩阵H†中未给定的元素均为零矩阵.
最后,用H†T

和H†分别左乘、右乘式 (21).由
H†列满秩及式 (24)和 (25)可知,如果存在矩阵P,Qi,

Ri和Ui(i = 1, 2, · · · ,m)使得式 (20)成立,则满足式

(22)和 (23)的矩阵 P̃ , Q̃i, R̃i和 Ũi(i = 1, 2, · · · ,m +

1)可以使式(17)和(21)成立. □
注3 对于系统(1),定义集合

Hm =

{τ̄ > 0|P > 0, Qi > 0, Ri > 0, Ui,式(6)和(7)},

则定理2可以等价表述为Hm ⊆ Hm+1,∀m ⩾ 1.这
意味着,由定理1给出的一系列稳定性判据构成了一
个分层结构LMI条件.与已有分层结构LMI条件不
同,定理1所建立的LMI条件是基于对随机时滞统计
信息的逐步精细化利用,具有更强的物理意义.
注4 随着增加区间划分数,可以逐步降低定理

1给出的稳定性充分判据的保守性,但是计算量也
随之增大.具体而言,决定计算量的主要因素有求
解变量数、LMI阶数和LMI耦合程度.假设系统维
数为n,区间划分数为m,则定理1的求解变量数为
(2n2 + n)m + 0.5(n2 + n),即求解变量数随区间划
分数线性增长.定理1的LMI阶数和LMI耦合程度将
在注7中分析.

3 与时变时滞分解法的关系

本节分析推广了概率分布区间分解法与时变时

滞分解法[8]之间的关系.由于文献 [8]采用了自由权
矩阵方法[21]进行交叉项定界,引入了大量的冗余求
解变量.因此,下面首先给出一个与文献 [8]的结果等
价,但计算量更小的稳定性判据.

定理3 对于概率区间划分 (3),如果存在适维矩
阵P > 0,Qi > 0,Ri > 0和Ui(i = 1, 2, · · · , m),使
得式(6)和[

Ξ0 +Ξk Γ̄T

Γ̄ Θ22

]
< 0, 1 ⩽ k ⩽ m (26)

成立,则系统(1)渐近稳定.其中
Γ = Ae1+Ade2,

Γ̄ =

col(d1R1Γ, (d2 − d1)R2Γ, · · · , (dm − dm−1)RmΓ ),

Ξ0 = 2eT
1 PΓ + eT

1Q1e1 − eT
3Q1e3+

m∑
i=2

(eT
i+1Qiei+1 − eT

i+2Qiei+2),

Ξ1 = −

[
e1 − e2
e2 − e3

]T [
R1 UT

1

U1 R1

][
e1 − e2
e2 − e3

]
−

m∑
i=2

(ei+1 − ei+2)
T
Ri (ei+1 − ei+2),

Ξk = −

[
ek+2 − e2
e2 − ek+3

]T [
Rk UT

k

Uk Rk

][
ek+2 − e2
e2 − ek+3

]
−

(e1 − e3)
T
R1 (e1 − e3)−

m∑
i=2,i̸=k

(ei+1 − ei+2)
T
Ri (ei+1 − ei+2),
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2 ⩽ k ⩽ m.

注5 在采用相同LKF的情况下,由文献 [22]可
以证明定理3与文献 [8]的稳定性判据是等价的.但
是,定理3的求解变量要少得多,例如在系统维数n =

2时,定理3与文献 [8]中的稳定性条件所涉及的LMI
变量数目分别为23和79(m = 2), 33和141(m = 3).
以下定理将严格证明,若定理1和定理3采用了

相同的概率区间划分,定理1的保守性将低于定理3.
定理4 对于相同的概率区间划分,如果存在矩

阵集合Y = {P > 0, Qi > 0, Ri > 0, Ui, i = 1, 2,

· · · ,m}满足式(6)和(26),则Y 也将满足式(6)和(7).
注6 文献 [8]中的时变时滞分解法与本文所采

用的概率分布区间分解法都是基于对时滞变化区间

进行细分,但是文献 [8]的方法仅仅利用了时滞上界
信息,而本文的方法可以通过不断细分概率区间,逐
渐利用更多的时滞概率分布信息,这是本文方法的保
守性低于文献[8]的根本原因.
注7 假设系数为n,区间划分个数为m,比较分

析定理1和定理3的计算量:
1)定理1和定理3的决策变量数相同.
2)定理1和定理3的LMI数目分别为N1 = (m2

+6m+2)n和N3 = (2m2 + 6m+ 1)n.表1对比了定
理1和定理3的LMI数目 (n = 2).由表1可知,当m >

1时,定理1所涉及求解的LMI数目将比定理3少.定
义定理1和定理3的LMI数目比为λ1 = N1/N3 ×
100%.由表 1可知,随着区间划分数的增大,λ1逐渐
减小,但减小的速度逐渐减缓.

表 1 定理1和定理3的LMI数目

m 1 2 3 4 5 6 7 8

定理1 18 36 58 84 114 148 186 228
定理3 18 42 74 114 162 218 282 354
λ1 100 86 78 74 70 68 66 64

3) 定理1和定理3所涉及的最大耦合LMI阶数
分别为(m2+2m+1)n和(2m+2)n.表2对比了定理
1和定理3的最大耦合LMI阶数,表中为定理1和定理
3的最大耦合LMI阶数平方之比,可以表征LMI的耦
合程度.由表2可知,定理1比定理3的耦合程度高得
多,而且随着增加划分区间数而逐渐增大.

表 2 定理1和定理3的耦合程度

m 1 2 3 4 5 6 7 8

定理1 8 18 32 50 72 98 128 162
定理3 8 12 16 20 24 28 32 36
λ1 / % 1 2.25 4 6.25 9 12.25 16 20.25

综合以上 3个因素,随着划分区间数m的增大,
LMI数目和耦合程度呈现相反的变化趋势.这导致
在m较小时,定理1的计算速度比定理3快;而随着m

的增大,耦合程度对求解速度的影响逐渐增强,定理1
的计算速度变得低于定理3.

4 数值算例

考虑系统(1),系统参数取为[15]

A =

[
−2 0

0 −0.9

]
, Ad =

[
−1 0

−1 −1

]
.

假设随机时滞服从如图 1所示的双模正态分
布.为了方便对比,采用如下概率区间划分方法:首
先将整个概率区间范围均匀划分为15个子区间,假
设时滞上界为 τ̄ ,则第 i个子区间为 [di−1, di),其中d0

= 0, di =
i

15
τ̄(i = 1, 2, · · · , 15),令di(i = 1, 2, · · · ,

14)为区间分点,以顺序 (7, 3, 11, 1, 13, 5, 9, 2, 4, 6, 8,
10, 12, 14)依次插入各个分点,每插入一个分点,概率
区间数增加1个 (例如,概率区间数m = 4时的区间

分点为(7, 3, 11),意味着概率区间划分为 [0, d3)
∪
[d3,

d7)
∪
[d7, d11)

∪
[d11, τ̄ ]).
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图 1 双模正态分布概率密度函数

对于不同的概率区间划分,求解定理1和定理3,
可以得到对应的最大允许时滞如图2所示.由图2可
知,随着概率区间划分数的增大,由定理 1得到的最
大允许时滞逐渐增大,即稳定性充分判据的保守性逐
渐下降.由图2还可以看出,随着增加概率区间数,定
理3的最大时滞上限也是逐步增大的,但是在m = 4

后增长的幅度就变得非常小了.原因在于,增加概率
区间数后,定理3并没有引入除了时滞上界以外的更
多其他信息,细分概率区间的“效益”逐步丧失,而定
理1却可以源源不断地利用新的时滞分布信息,持续
改进稳定性分析的性能.
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图 2 对应不同概率区间数的最大时滞上限
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表 3给出了在软硬件环境 (Matlab R2011a, Inter
Core i5-4200M 2.50GHz, 4.00GB)下,定理1和定理3
的求解时间.由表 3可知:当m < 4时,定理 1的求
解时间略小于定理3;当m ⩾ 4时,定理1的求解时
间迅速增大,而定理 3的求解时间增长相对缓慢;在
m = 15时,定理1的求解时间甚至达到定理3的十几
倍,这与注7中的理论分析是一致的.

表3 定理1和定理3的求解时间 s

m 2 4 8 10 12 14 15

定理1 0.235 0.510 2.712 7.018 19.48 46.10 56.38
定理3 0.248 0.325 0.882 1.464 2.103 3.604 4.553

5 结 论

本文采用推广的概率分布区间分解法,研究了随
机时滞系统的概率分布相关稳定性问题,将已有的概
率分布区间分解法推广到多概率分布区间分解的一

般情况;提出一种矩阵变换方法,消除了拉普拉斯矩
阵引起的零特征值,获得了一系列严格的LMI充分
稳定性判据;严格证明了,通过增加概率区间数,可以
逐渐降低稳定性判据的保守性,从而建立了一组基于
逐步精细化利用随机时滞统计信息的分层结构LMI
条件;严格证明了,在采用相同区间划分的条件下,本
文所提出方法的保守性低于时变时滞分解法;通过
定量分析影响计算量的各种因素,比较了在相同概率
区间划分情况下的两种方法的计算量.下一步的研
究方向是将本文所提出的方法应用到离散时间随机

时滞系统,以及采用Wirtinger不等式等更加精确的
定界技术来降低保守性.
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