
第 33卷 第 10期 控 制 与 决 策 Vol.33 No.10
2018年 10月 Control and Decision Oct. 2018

文章编号: 1001-0920(2018)10-1820-05 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2017.0680
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摘 要: 针对网络化系统中的实时量化估计问题,研究基于量化测量值的离散时间系统实时状态估计均方误差的
后验克拉美罗下界 (PCRLB).给出量化律的最优实时重构值和最小实时均方失真函数.利用系统模型和量化律的
最小实时均方失真函数,得到实时状态估计的PCRLB.所得到的PCRLB反映量化效应,尤其是量化律的实时均方
失真函数对实时状态估计性能的影响.仿真算例表明,当基于通信网络的系统具有不稳定特征根时,在低比特率
量化律的情形下,实时状态估计的PCRLB可能不是有界的.
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PCRLB in real-time state estimation with quantized measurements
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Abstract: This paper studies the posterior Cramér-Rao lower bound(PCRLB) of the mean-square error in real-time
state estimation for a discrete-time system with quantized measurements in the area of networked systems. The optimal
real-time reconstruction and the minimum real-time mean-square distortion function of quantization law are presented.
Then the PCRLB is obtained in terms of the model of the system and the minimum real-time mean-square distortion
function of the quantization law adapted in the system. The proposed PCRLB shows the quantization effect, especially the
influence of the real-time mean-square distortion function on the performance of the state estimation. It is found that in
the case when the system with a communication network is unstable, the PCRLB may not be bounded for a quantization
law with a low bit-rate.
Keywords: state estimation；quantization；posterior Cramér-Rao lower bound；distortion function

0 引

近年来,网络化系统已广泛应用于传感器网络、
工业控制网络和微机电系统.网络化系统中的通信
网络将分布在不同空间位置上的组成单元 (如执行
器、传感器和控制器)连接起来,以达到通过数据共
享来控制一个或者多个回路系统的目的.在这些系
统的设计中,由于量化误差会在一定程度上影响系统
的性能,甚至破坏系统的稳定性,基于量化测量值的
实时状态估计就成为其中一个关键问题,这引起了很
多关于网络化系统实时状态估计的研究兴趣[1-3].后

验克拉美罗下界 (PCRLB)就是一个分析基于量化测
量值的状态估计最优性能的有效工具.

Curry[4]针对离散时间线性系统,给出了基于给
定量化律的状态估计的最优批处理算法.利用基
于过去时刻量化测量值的状态估计误差具有高斯

分布的假设, Msechu等[5]考虑了一种基于卡尔曼滤

波的实时迭代算法.同时,为了从测量值中提取新
息来进行编码,状态估计算法也被用于差分编码器
(或预测编码器)中[6].但是,由于量化律的非线性特
性,分析含有量化律的实时状态估计性能是很困难
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的. Papadopoulos等[7]研究了用静态线性系统的量化

测量值进行信号重构的克拉美罗下界,并提出了一种
量化律的设计方法; Ribeiro等[8]给出了在一比特量

化律下估计性能的克拉美罗下界和相对应的最优设

计方法; Zhou等[9]利用粒子滤波近似地得到了基于

量化测量值的状态估计量的PCRLB.
本文以网络化系统为研究背景,针对离散时间线

性系统,研究基于量化测量值的实时状态估计性能的
PCRLB.首先研究量化律的最优实时重构值和基于
过去时刻量化测量值的最小实时均方失真函数;然
后利用系统的模型和量化律的最小实时均方失真函

数,得到实时状态估计的PCRLB.基于Lloyd-Max量
化器的仿真算例表明,当系统具有不稳定特征根时,
在低比特率情形下的PCRLB可能不是有界的.

1 问题描述

本文研究的网络化系统如图1所示.

S QkP !" Rk

xk yk bk bk xk

ˇ

图 1 网络化系统

信源信号由对象P产生,并被传感器S测量,分
别由如下状态方程和观测方程描述:

xk = Axk−1 + wk−1, (1)
yk = Hxk + vk. (2)

其中:xk ∈ Rn是状态变量, yk ∈ R是测量值,wk ∈
Rn是驱动噪声, vk ∈ R是测量噪声,A和H是具有

适当维数的常数矩阵.来自传感器的测量值yk由量

化器Qk进行编码,量化器Qk的输出bk经由具有固定

率为q比特/采样时刻的无噪声数字信道发送到远程
设备.接着,远程设备的接收器Rk根据接收到的码字

估计对象的状态.
假设1 对象的初始状态x0服从均值为 x̂0、方

差为M0的高斯分布,wk和vk分别为常数方差W和

V 的零均值高斯白噪声,x0、wk、vk互不相关.
在时刻k,因为通信信道只能传输q比特的信息,

所以连续取值的测量值yk在传输前必须离散化,即
量化器Qk需要把测量值空间R划分成2q个区间:

[τ i
k, τ

i+1
k ), i = 0, 1, · · · , 2q − 1.

其中: {τ i
k}2

q

i=0是阈值集合,且τ0
k = −∞, τ2q

k = ∞.因
此,量化律Qk(·)描述为

bk = Qk(yk) = i, yk ∈ [τ i
k, τ

i+1
k ), (3)

其中bk是用于传输的码字.
记量化测量值序列 {b1, b2, · · · , bk}为 b1:k,基于

接收到的二进制数据序列 b1:k的状态估计量为 x̂k|k.
状态估计量的性能Jk由其均方误差度量,即

Jk = tr(E{(xk − x̂k|k)(xk − x̂k|k)
T}). (4)

由于量化律的非线性特性,计算基于量化测量值
b1:k的最优状态估计量是很困难的.本文研究的问题
是:给定一个时变的量化律Qk,如何求基于量化测量
值的实时状态估计性能的PCRLB.显然,这个下界与
系统模型 (1)、(2)和测量值yk基于量化测量值b1:k的

重构值精度有关.重构值的性能由其均方误差度量,
称为实时均方失真函数.

2 实时均方失真函数

本节研究量化律Qk在采样时刻k基于过去时刻

量化测量值b1:k−1的实时均方失真函数.
记基于量化测量值b1:k−1和bk = i的yk重构值

为 ȳik|k−1.重构值 ȳik|k−1关于 b1:k−1和 bk = i的条件

均方误差记为Di
k|k−1,即

Di
k|k−1 =

E{(yk − ȳik|k−1)
2|bk = i, b1:k−1} =w τ i+1

k

τ i
k

(yk − ȳik|k−1)
2p(yk|bk = i, b1:k−1)dyk, (5)

其中p(yk|bk = i, b1:k−1)是yk关于b1:k−1和bk = i的

条件概率密度函数.
使条件均方误差Di

k|k−1最小的最优重构值满足

∂Di
k|k−1

∂ȳik|k−1

= − 2
w τ i+1

k

τ i
k

(yk − ȳik|k−1)×

p(yk|bk = i, b1:k−1)dyk = 0.

进而有

ȳik|k−1 =

w τ i+1
k

τ i
k

ykp(yk|bk = i, b1:k−1)dyk =

w w τ i+1
k

τ i
k

ykp(yk, xk|bk = i, b1:k−1)dykdxk. (6)

根据贝叶斯法则,在区间 [τ i
k, τ

i+1
k )中, yk和xk关

于 b1:k−1和 bk = i的条件联合概率密度函数 p(yk,

xk|bk = i, b1:k−1)可以表示为

p(yk, xk|bk = i, b1:k−1) =

p(yk, xk|b1:k−1)

p(bk = i|b1:k−1)
=

p(yk|xk)p(xk|b1:k−1)

p(bk = i|b1:k−1)
, yk ∈ [τ i

k, τ
i+1
k ). (7)

给定条件概率密度函数 p(yk|xk),测量值 yk在区间

[τ i
k, τ

i+1
k )中的质心记为 ŷik(xk),即

ŷik(xk) =
w τ i+1

k

τ i
k

ykp(yk|xk)dyk
/w τ i+1

k

τ i
k

p(yk|xk)dyk.

(8)

从而,联立式(6)∼ (8),最优重构值 ȳik|k−1可以写成

ȳik|k−1 =
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w w τ i+1
k

τ i
k

ykp(yk|xk)dyk
p(xk|b1:k−1)

p(bk = i|b1:k−1)
dxk =

w
ŷik(xk)

w τ i+1
k

τ i
k

p(yk, xk|b1:k−1)dyk
p(bk = i|b1:k−1)

dxk =

w
ŷik(xk)p(xk|bk = i, b1:k−1)dxk. (9)

由于p(xk|bk = i, b1:k−1)是xk关于 bk = i和 b1:k−1

的条件概率密度函数,最优重构值 ȳik|k−1实际上是

ŷik(xk)关于bk = i和b1:k−1的条件均值.
一般地,条件均方误差Di

k|k−1对 bk求得的均值

定义为量化律Qk的实时均方失真函数Dk|k−1,即

Dk|k−1 =

2q−1∑
i=0

Di
k|k−1p(bk = i|b1:k−1). (10)

记最小的实时均方失真函数为Dmin
k|k−1.将式 (6)

代入(10),可得
Dmin

k|k−1 =

E{y2k|b1:k−1} −
2q−1∑
i=0

(ȳik|k−1)
2p(bk = i|b1:k−1), (11)

其中E{y2k|b1:k−1} =
w
y2kp(yk|b1:k−1)dyk.

3 状态重构的PCRLB
研究基于量化测量值的状态估计的PCRLB.记

X0:k = [xT
0 , x

T
1 , · · · , xT

k ]
T,

X1:k = [xT
1 , x

T
2 , · · · , xT

k ]
T.

X1:k 基于量化测量值 b1:k 的无偏估计量记为

X̂1:k|1:k.估计量 X̂1:k|1:k的估计误差方差矩阵记为

M1:k|1:k,即
M1:k|1:k = E{(X1:k − X̂1:k|1:k)(X1:k − X̂1:k|1:k)

T}.

引理1 无偏估计量X̂1:k|1:k的估计误差方差矩

阵M1:k|1:k的PCRLB具有如下形式[10]:
M1:k|1:k ⩾ F−1

1:k , (12)

其中F1:k为如下定义的Fisher信息矩阵:
F1:k = E{−∆X1:k

X1:k
log p(X0:k, b1:k)}.

根据贝叶斯法则,联合概率密度函数 p(X0:k,

b1:k)可以写成

p(X0:k, b1:k) = p(xk, bk|X0:k−1, b1:k−1)×
p(X0:k−1, b1:k−1).

由系统模型(1)和(2)的因果性,可得
p(xk, bk|X0:k−1, b1:k−1) = p(bk|xk)p(xk|xk−1),

其中p(xk|xk−1)和p(bk|xk)由系统模型 (1)、(2)和量
化律Qk确定.
估计量 X̂1:k|1:k可以划分成k个大小为n × 1的

块,其第k个块正是基于量化测量值b1:k的状态xk的

估计量 x̂k|k.估计误差方差矩阵M1:k|1:k也可以划分

成k × k个大小为n × n的块,其第{k, k}个块正是估
计量 x̂k|k的估计误差方差矩阵,记为Mk.由于状态估
计性能Jk = tr(Mk),本节接下来的工作是研究Mk

的PCRLB.
记F−1

1:k的第{k, k}个块的逆为Fk,由式(12)可得

Mk ⩾ F−1
k . (13)

Fk正是Mk对应的 Fisher信息矩阵. Tichavský等[11]

给出了一种计算Fk的迭代方法.
引理2 式(13)中的Fk可以如下迭代地计算:

Fk = D22
k −D21

k (Fk−1 +D11
k )−1D12

k . (14)

其中

D11
k = E{−∆xk−1

xk−1
log p(xk|xk−1)},

D12
k = E{−∆xk

xk−1
log p(xk|xk−1)} = (D21

k )T,

D22
k = E{−∆xk

xk
log p(xk|xk−1)}+

E{−∆xk
xk

log p(bk|xk)}.

初始Fisher信息矩阵F0可以由先验概率密度函数

p(x0)计算得到,即

F0 = E{−∆x0
x0

log p(x0)}. (15)

定理1 对于系统模型 (1)、(2)和量化律 (3),基于
量化测量值的实时状态估计的Fisher信息矩阵可以
如下迭代地计算:

Fk = (AF−1
k−1A

T +W )−1 +HTV −2H×[
V − E{Dmin

k|k−1}+ E
{2q−1∑

i=0

w
[ŷik(xk)−

ȳik|k−1]
2p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk

}]
. (16)

明 由式(1)和假设1可得
− log p(xk|xk−1) =

c1 +
1

2
(xk −Axk−1)

TW−1(xk −Axk−1), (17)

其中c1为常数.从而,引理2中的D11
k 、D

12
k 、D

21
k 和D22

k

可以写成

D11
k = ATW−1A,

D12
k = (D21

k )T = −ATW−1,

D22
k = W−1 + E{−∆xk

xk
log p(bk|xk)}.

注意到

∇xk
[log p(bk|xk)] =

1

p(bk|xk)

∂

∂xk
p(bk|xk), (18)

由量化律(3)可得

p(bk = i|xk) =
w τ i+1

k

τ i
k

p(yk|xk)dyk. (19)

根据式(2)和假设1可得
p(yk|xk) = N (Hxk, V ),

其中N (Hxk, V )是均值为Hxk、方差为V 的高斯分
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布概率密度函数.从而,式(19)可以写成
p(bk = i|xk) =w τ i+1

k

τ i
k

1√
2πV

exp
{
− (yk −Hxk)

2

2V

}
dyk. (20)

对等式(20)两边求关于xk的偏导,可得
∂

∂xk
p(bk = i|xk) =

HTV −1 ×
w τ i+1

k

τ i
k

1√
2πV

(yk −Hxk)×

exp
{
− (yk −Hxk)

2

2V

}
dyk. (21)

同时,式(8)可以写成

ŷik(xk)=

w τ i+1
k

τ i
k

1√
2πV

yk exp
{
− (yk −Hxk)

2

2V

}
dyk

p(bk = i|xk)
.

(22)

将式(21)和(22)代入(18),可得
∇xk

[log p(bk = i|xk)] = HTV −1[ŷik(xk)−Hxk].

(23)

根据文献[12]可得
E{−∆xk

xk
log p(bk|xk)} =

E{∇xk
[log p(bk|xk)]∇T

xk
[log p(bk|xk)]}. (24)

将式(23)代入(24),可得
E{−∆xk

xk
log p(bk|xk)} =

HTV −2HE
{ 2q−1∑

i=0

[ŷik(xk)−Hxk]
2p(bk = i|xk)

}
.

(25)

注意到
2q−1∑
i=0

ŷik(xk)p(bk = i|xk) = Hxk.

从而,得到
2q−1∑
i=0

[ŷik(xk)−Hxk]
2p(bk = i|xk) =

2q−1∑
i=0

[ŷik(xk)]
2p(bk = i|xk)− (Hxk)

2. (26)

将式(26)代入(25),可得
E{−∆xk

xk
log p(bk|xk)} = HTV −2H×[

E
{ 2q−1∑

i=0

[ŷik(xk)]
2p(bk = i|xk)

}
− E{(Hxk)

2}
]
.

(27)

其中

E
{ 2q−1∑

i=0

[ŷik(xk)]
2p(bk = i|xk)

}
=

w [ 2q−1∑
i=0

[ŷik(xk)]
2p(bk = i|xk)

]
p(xk)dxk =

2q−1∑
i=0

w
[ŷik(xk)]

2p(bk = i|xk)p(xk)dxk =

2q−1∑
i=0

w [ w
[ŷik(xk)]

2p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk

]
×

p(b1:k−1)db1:k−1. (28)

由式(9)可得w
ŷik(xk)p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk =w
ŷik(xk)p(xk|bk = i, b1:k−1)p(bk = i|b1:k−1)dxk =

ȳik|k−1p(bk = i|b1:k−1) =w
ȳik|k−1p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk. (29)

从而,得到w
[ŷik(xk)]

2p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk =w
[ŷik(xk)− ȳik|k−1]

2p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk+

2
w
[ŷik(xk)− ȳik|k−1]ȳ

i
k|k−1p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk+w

(ȳik|k−1)
2p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk =w

[ŷik(xk)− ȳik|k−1]
2p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk+

(ȳik|k−1)
2p(bk = i|b1:k−1). (30)

联立式(28)和(30),代入式(27)可得
E{−∆xk

xk
log p(bk|xk)} =

HTV −2H ×
[
E
{2q−1∑

i=0

w
[ŷik(xk)− ȳik|k−1]

2×

p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk

}
+

E
{2q−1∑

i=0

(ȳik|k−1)
2p(bk = i|b1:k−1)

}
− E{(Hxk)

2}
]
.

(31)

注意到

E{y2k} = E{(Hxk)
2}+ V,

从而,由式(11)可得
E{−∆xk

xk
log p(bk|xk)} =

HTV −2H ×
[
E
{2q−1∑

i=0

w
[ŷik(xk)− ȳik|k−1]

2×

p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk

}
+ V − E{Dmin

k|k−1}
]
. (32)

利用引理2和式(32),可得
Fk =

W−1 −W−1A(Fk−1 +ATW−1A)−1ATW−1+

E{−∆xk
xk

log p(bk|xk)} =

(AF−1
k−1A

T +W )−1 +HTV −2H×[
V − E{Dmin

k|k−1}+ E
{2q−1∑

i=0

w
[ŷik(xk)− ȳik|k−1]

2×
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p(bk = i, xk|b1:k−1)dxk

}]
. 2

注1 定理1精确地描述了量化效应对状态估计
均方误差下界的影响.当q → ∞时, Fisher信息矩阵
Fk迭代式 (16)中的第2项趋近于HTV −1H .同时,由
文献 [11]可知,在这种情形下,F−1

k 趋近于标准代数

Riccati方程的解.

4 仿真分析

在网络化系统中,卡尔曼滤波器的稳定性条件
通常与系统的不稳定特征根有关[13].因此,不稳定的
系统对于网络化系统具有非常重要的研究意义.一
个具有代表性的例子是文献 [14]中基于通信网络的
pendubot在不稳定平衡点附近线性化并根据采样周
期离散化的系统模型.
考虑一个基于通信网络不稳定的系统模型

A =

[
−3.5 −1.5

1 0

]
, H = [1 0], x̄0 =

[
1

1

]
,

M0 =

[
2 0

0 2

]
, W =

[
1 0

0 1

]
, V = 1.

这里采用的量化律是时变Lloyd-Max量化器,其阈值
集合{τ i

k}2
q

i=0由测量值yk关于b1:k−1的条件概率密度

函数p(yk|b1:k−1)唯一确定.图2给出了当比特率q分

别为1、2和4时, PCRLB F−1
k 的迹通过对104次蒙特

卡罗仿真结果取平均值得到的随时刻k变化的曲线.
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图 2 基于时变Lloyd-Max量化器的状态估计均方
误差 (MSE)和PCRLB的迹的变化曲线

由图2可见,由于A有单位圆外的不稳定特征根,
PCRLB的迹曲线在低比特率的情形下会发散.图2
还给出了根据文献[5]中基于卡尔曼滤波的实时迭代
算法得到的状态估计均方误差 (MSE)曲线,可知该算
法的状态估计均方误差与其PCRLB的迹之间的差距
随着比特率的增大而减小.

5 结 论

本文针对网络化系统中的单输出离散时间线

性系统,研究基于量化测量值的实时状态估计性能
的PCRLB.首先给出了量化律的最优实时重构值和
基于过去时刻量化测量值的最小实时均方失真函

数;然后利用系统的模型和量化律的最小实时均方

失真函数,得到了PCRLB的迭代式,反映了量化律的
实时均方失真函数对实时状态估计性能的影响.基
于时变Lloyd-Max量化器的仿真算例表明,当系统具
有不稳定特征根时,在低比特率情形下的PCRLB可
能不是有界的.同时,文献 [5]中基于卡尔曼滤波的
实时迭代算法在比特率足够高的情形下能够达到该

PCRLB.
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