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基于克莱姆法则的无偏区间灰数预测模型及其应用

李树良†, 曾 波, 孟 伟

(重庆工商大学商务策划学院，重庆 400067)

摘 要: 以提高区间灰数预测模型的精度为目的,构建标准化区间灰数“白部序列”及“灰部序列”的无偏灰色
预测模型,应用克莱姆法则研究该模型的参数估计方法,并推导出该模型的时间响应式及最终还原式.最后,将该
模型应用于城市外来工数量的模拟及预测,并将结果与既有方法进行比较.结果显示,新构建的灰色模型性能优
于传统的区间灰数预测模型.该研究成果对丰富和完善区间灰数预测模型方法体系具有积极意义.
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Unbiased grey prediction model of interval grey numbers and its
application by using Cramer rule
LI Shu-liang†, ZENG Bo, MENG Wei

(College of Business Planning，Chongqing Technology and Business University，Chongqing 400067，China)

Abstract: Based on the white sequence and grey sequence of an interval grey number sequence of standardization, two
new unbiased grey prediction models are built respectively in order to improve the accuracy of the interval grey number
prediction model. The method of parameter estimation of the model is studied, and its time response expression and the
final restored expression are deduced by using Cramer rule. Finally, the proposed model is applied to forecast the number
of urban migrant workers, and compared with the existing method. The results show that the performance of the proposed
grey model is superior to the traditional prediction model of interval grey number. The result has a positive significance
on enriching and perfecting the system of the interval grey number prediction model methods.
Keywords: grey system；prediction model；interval grey number；unbiased modeling；parameters estimation；Cramer
rule

0
20世纪80年代,邓聚龙教授提出的灰色理论给

处理“小数据、不确定性”决策、预测问题提供了新

的定量研究方法.在灰色理论中,灰数是最基本的表
示单元或“细胞”[1].目前,由于区间灰数代数运算体
系尚不完善,导致区间灰数运算结果灰度增加,从而
难以有效构建面向区间灰数的灰色预测模型.因此,
灰色预测模型长期以来主要以“实数”为研究对象.

为了解决以上问题, Fang等[2]提出了标准区间

灰数和第一、第二标准区间灰数的概念,并在此基础
上构建了基于一个变量、一阶方程的区间灰数预测

模型 (Grey model),即GM(1, 1). Guo等[3]结合动力系

统自忆性原理克服了传统灰色预测模型对初值比较

敏感的弱点,构建了基于合成灰数灰度的区间灰数
自忆性耦合预测模型. Tong等[4]学者对面向区间灰

数与离散灰数的双重灰色异构时序数据预测建模方

法进行了研究. Meng等[5]基于区间灰数标准化处理

的研究思路,将区间灰数分解成基于实数形式的“白
部”和“灰部”,并以DGM(1, 1)模型 (Discrete grey
model)为基础,推导并构建了基于区间灰数标准化的
区间灰数预测模型. Zeng等[6-7]提出了灰色预测模型

的无偏性及有效性等基本概念,并建立了基于核和面
积的离散灰数预测模型. Ye等[8]、Dang等[9]分别通过

灰度不减公理、优化灰导数和背景值研究得到了无

偏非齐次灰色预测模型的建模方法. Wan等[10]、An
等[11]、Li等[12]、Li等[13]运用新维无偏灰色模型、无偏
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灰色Verhulst模型、无偏灰色马尔科夫模型分别对洞
室围岩位移、铁路货运量、煤矿事故死亡人数进行预

测,拓展了无偏灰数预测的应用领域.
灰色理论学者从不同角度基于不同方法对区间

灰数及无偏灰色预测模型进行了大量研究,研究的共
性是将区间灰数序列转换成等信息量的实数序列,并
借助成熟的灰色实数预测模型实现对区间灰数“白

化序列”的预测;在此基础上通过区间灰数白化转换
的“逆过程”实现对区间灰数上界和下界的模拟与

预测.为了提高区间灰数预测模型的模拟精度,本文
构建一个面向标准化区间灰数“白部序列”及“灰

部序列”的无偏灰色预测模型,研究该模型的参数估
计方法,推导该模型的时间响应式及最终还原式,进
而构建区间灰数的无偏灰色预测模型.最后将该模
型应用于城市外来工数量的模拟与预测,并与既有方
法进行比较.结果显示,本文提出的新模型性能远优
于既有的标准化区间灰数预测模型,从而验证了新模
型的有效性.

1 标准化区间灰数的无偏建模

定义1 设区间灰数⊗k ∈ [ak, bk](bk ⩾ ak, k =

1, 2, · · ·n, ),则称

⊗k = ak + ckµ(ck = bk − ak, µ ∈ [0, 1]) (1)

为区间灰数⊗k的标准形式,通过标准形式表达的区
间灰数称为标准区间灰数[5].其中: ak为标准化区间
灰数⊗k的“白部”, ck为“灰部”,µ为区间灰数标准
化系数.
定义2 设区间灰数序列X(⊗) = (⊗1,⊗2, · · · ,

⊗n),⊗k ∈ [ak, bk], k = 1, 2, · · · , n.将X(⊗)中的所

有区间灰数表示成形如式 (1)的标准形式,则标准形
式中所有“白部”所构成的序列称为X(⊗)的白部

序列,所有“灰部”构成的序列称为X(⊗)的灰部序

列[5],即

X(⊗) = (⊗1,⊗2, · · · ,⊗n) ⇔A⊗ = (a1, a2, · · · , an),

C⊗ = (c1, c2, · · · , cn),
(2)

其中 ⊗k ∈ [ak, bk] = ak + ckµ, k = 1, 2, · · · , n.
白部和灰部是标准化区间灰数的基本属性, 通

过建立数学模型模拟区间灰数白部序列和灰部序列

的发展趋势与动态特征, 即可实现对区间灰数序列
未来演化规律的模拟及预测. 因此,要实现对区间灰
数序列的科学预测, 其关键是如何合理有效地构建
区间灰数白部序列和灰部序列的预测模型. 为此,本
文采用无偏灰色预测建模方法研究区间灰数白部序

列和灰部序列的预测问题.

定义 3 设A⊗ = (a1, a2, · · · , an)为区间灰数
序列X(⊗)的白化序列,其中ak ⩾ 0, k = 1, 2, · · ·n.
A

(1)
⊗ 为A⊗的1-AGO (Accumulating generation oper-

ator)一阶累加算子序列,即

A
(1)
⊗ = (a

(1)
1 , a

(1)
2 , · · · , a(1)n ).

其中: a(1)k =

k∑
i=1

ai, k = 1, 2, · · ·n. Z(1)
⊗ 为A

(1)
⊗ 的紧

邻均值生成序列,即

Z
(1)
⊗ = (z

(1)
2 , z

(1)
3 , · · · , z(1)n ).

其中: z(1)k = 0.5[a
(1)
k + a

(1)
k−1], k = 2, 3, · · · , n.则称

ak + β1z
(1)
k = β2k + β3

为X (⊗)白部序列A⊗的无偏灰色模型 (Unbiased
grey model),简称UGM_A(1,1)模型.

1.1 基于克莱姆法则的UGM_A(1,1)模型参数估计

由定义3可知

ak + β1z
(1)
k = β2k + β3,

a
(1)
k − a

(1)
k−1 + 0.5β1[a

(1)
k + a

(1)
k−1] = β2k + β3,

(1 + 0.5β1)a
(1)
k = (1− 0.5β1)a

(1)
k−1 + β2k + β3.

整理得

a
(1)
k =

1− 0.5β1

1 + 0.5β1
a
(1)
k−1 +

β2

1 + 0.5β1
k +

β3

1 + 0.5β1
.

(3)

令

δ1 =
1− 0.5β1

1 + 0.5β1
, δ2 =

β2

1 + 0.5β1
, δ3 =

β3

1 + 0.5β1
,

则式(3)可简化为

a
(1)
k = δ1a

(1)
k−1 + δ2k + δ3. (4)

设 â
(1)
k 为a

(1)
k 的模拟值,为使a

(1)
k 的模拟误差最小,需

满足

S = min
n∑

k=2

[a
(1)
k − â

(1)
k ]

2
=

min
n∑

k=2

[a
(1)
k − δ1a

(1)
k−1 − δ2k − δ3]

2
.

根据最小二乘法,使S最小的δ1、δ2、δ3应满足

∂S

∂δ1
= −2

n∑
k=2

[a
(1)
k − δ1a

(1)
k−1 − δ2k − δ3]a

(1)
k−1 = 0,

∂S

∂δ2
= −2

n∑
k=2

[a
(1)
k − δ1a

(1)
k−1 − δ2k − δ3]k = 0,

∂S

∂δ3
= −2

n∑
k=2

[a
(1)
k − δ1a

(1)
k−1 − δ2k − δ3] = 0.

整理得

δ1

n∑
k=2

[a
(1)
k−1]

2 + δ2

n∑
k=2

[ka
(1)
k−1] +
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δ3

n∑
k=2

a
(1)
k−1 =

n∑
k=2

[a
(1)
k a

(1)
k−1],

δ1

n∑
k=2

ka
(1)
k−1 + δ2

n∑
k=2

k2 + δ3

n∑
k=2

k =

n∑
k=2

ka
(1)
k ,

δ1

n∑
k=2

a
(1)
k−1 + δ2

n∑
k=2

k + δ3(n− 1) =
n∑

k=2

a
(1)
k . (5)

在方程组 (5)中,有δ1、δ2、δ3为未知数,根据克莱
姆法则(Cramer rule),

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=2

[a
(1)
k−1]

2
n∑

k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

a
(1)
k−1

n∑
k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

k2
n∑

k=2

k

n∑
k=2

a
(1)
k−1

n∑
k=2

k n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=2

a
(1)
k a

(1)
k−1

n∑
k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

a
(1)
k−1

n∑
k=2

ka
(1)
k

n∑
k=2

k2
n∑

k=2

k

n∑
k=2

a
(1)
k

n∑
k=2

k n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=2

[a
(1)
k−1]

2
n∑

k=2

a
(1)
k a

(1)
k−1

n∑
k=2

a
(1)
k−1

n∑
k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

ka
(1)
k

n∑
k=2

k

n∑
k=2

a
(1)
k−1

n∑
k=2

a
(1)
k n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=2

[a
(1)
k−1]

2
n∑

k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

a
(1)
k a

(1)
k−1

n∑
k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

k2
n∑

k=2

ka
(1)
k−1

n∑
k=2

a
(1)
k−1

n∑
k=2

k

n∑
k=2

a
(1)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

若D ̸= 0,则非齐次方程组(5)的解为

δ1 =
D1

D
, δ2 =

D2

D
, δ3 =

D3

D
.

将δ1、δ2、δ3代入,有

δ1 =
1− 0.5β1

1 + 0.5β1
, δ2 =

β2

1 + 0.5β1
, δ3 =

β3,

1 + 0.5β1
,

可推导参数β1、β2、β3为

β1 =
2− 2δ1
1 + δ1

, β2 =
2δ2

1 + δ1
, β3 =

2δ3
1 + δ1

.

UGM_A(1,1)模型能实现齐次 /非齐次指数序列
及线性函数的无偏模拟,证明过程与该模型的参数估
计方法类似,此处不再赘述.

1.2 UGM_A(1,1)模型最终还原式的推导

由式(4)可知,当k = 2时

â
(1)
2 = δ1â

(1)
1 + 2δ2 + δ3; (6)

当k = 3时

â
(1)
3 = δ1â

(1)
2 + 3δ2 + δ3. (7)

将式(6)代入(7),得

â
(1)
3 = δ21 â

(1)
1 + δ1(2δ2 + δ3) + (3δ2 + δ3). (8)

当k = 4时

â
(1)
4 = δ31 â

(1)
1 + δ21(2δ2 + δ3) + δ1(3δ2 + δ3)+

(4δ2 + δ3); (9)
...

当k = m时

â(1)m = δm−1
1 â

(1)
1 + δm−2

1 (2δ2 + δ3)+

δm−3
1 (3δ2 + δ3) + · · ·+ δ11((m−

1)δ2 + δ3) + δ01(mδ2 + δ3). (10)

式(10)可进一步简写为

â(1)m = â
(1)
1 δm−1

1 +
m−2∑
i=0

[(m− i)δ2 + δ3]δ
i
1. (11)

式 (11)称为UGM_A(1, 1)模型的时间响应式.显
然,由定义3可知

âm = â(1)m − â
(1)
m−1 =

â
(1)
1 δm−1

1 +
m−2∑
i=0

[(m− i)δ2 + δ3]δ
i
1−

â
(1)
1 δm−2

1 −
m−3∑
i=0

[(m− i− 1)δ2 + δ3]δ
i
1.

推导得

âm = ϑδm−2
1 +

m−3∑
i=0

δ2δ
i
1, m = 3, 4, · · ·n, (12)

其中

ϑ = â
(1)
1 (δ1 − 1) + 2δ2 + δ3.

式 (12)称为UGM_A(1, 1)模型的最终还原式,ϑ
称为UGM_A(1, 1)模型的初始值.类似地,可以构建
X(⊗)灰部序列C⊗的无偏灰色预测模型 (Unbiased
grey model),简称UGM_C(1, 1)模型,如下所示:

ĉm = σαm−2
1 +

m−3∑
v=0

α2α
v
1, m = 3, 4, · · ·n. (13)

其中:σ为UGM_C(1, 1)模型初始值,σ = ĉ
(1)
1 (α1−

1) + 2α2 + α3;参数 α1、 α2、 α3的推导过程与

UGM_A(1,1)模型类似,此处不再赘述.
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1.3 区间灰数预测模型的构建

由定义1可知

⊗m ∈ [am, bm] = am + cmµ.

根据区间灰数“白部”的UGM_A(1, 1)模型及“灰部”
的UGM_C(1, 1)模型,可作如下推导:

âm = ϑδm−2
1 +

m−3∑
i=0

δ2δ
i
1,

ĉm = σαm−2
1 +

m−3∑
v=0

α2α
v
1,

ĉm = b̂m − âm.

⇔


âm = ϑδm−2

1 +

m−3∑
i=0

δ2δ
i
1,

b̂m = σαm−2
1 +

m−3∑
v=0

α2α
v
1 + ϑδm−2

1 +

m−3∑
i=0

δ2δ
i
1.

(14)

即

⊗m ∈ [am, bm] =[
ϑδm−2

1 +

m−3∑
i=0

δ2δ
i
1, σα

m−2
1 +

m−3∑
v=0

α2α
v
1+

ϑδm−2
1 +

m−3∑
i=0

δ2δ
i
1

]
, m = 3, 4, · · · , n.

式 (14)称为标准区间灰数的无偏预测模型,简称
UGM_AC(1, 1)模型.

2 模型应用

城市外来工数量受到许多因素的影响,如城市发
展水平、产业结构、消费水平、地理位置、气候环境甚

至生活习惯等,具有不确定性、随机性、非线性等特

点,有着明显的“灰因”特征.本部分将应用所提出
的无偏区间灰数预测模型UGM_AC(1, 1)对城市外
来工数量进行模拟与预测,并将模拟结果与既有的
标准化区间灰数预测模型[5]的模拟结果进行比较,
在此基础上对城市外来工数量进行预测.已知某市
2003∼2009年外来工数量,如表1所示.

表1 某市2003∼ 2009年外来工数量[5] 万人

年份 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

外来工
[49, 58] [58, 70] [75, 88] [89, 103] [114, 132] [135, 155] [161, 183]

数量

根据表1,可得该市2003∼2009年外来工数量的
区间灰数序列,即

X(⊗) = (⊗1,⊗2,⊗3,⊗4,⊗5,⊗6⊗7) =

([49, 58], [58, 70], [75, 88], [89, 103],

[114, 132], [135, 155], [161, 183]).

下面构建X(⊗)的模拟及预测模型,具体步骤如下.
Step 1:区间灰数的标准化.
由定义1和式(2),可得:
白部序列

A⊗ = (49, 58, 75, 89, 114, 135, 161);

灰部序列

C⊗ = (9, 12, 13, 14, 18, 20, 22).

Step 2:序列A⊗及C⊗的模型构建.
构建白部序列A⊗及灰部序列C⊗的无偏灰色预

测模型,同时为了比较模型的模拟误差,按照文献 [5]
对区间灰数序列X(⊗)进行模拟,模拟值及模拟误差
如表2所示.

表2 城市外来工数量的模拟值及模拟误差[5]

序号 下界(am)

UGM_A(1,1) 文献 [5]
上界(bm)

UGM_C(1,1) 文献 [5]

模拟值 模拟误差 / % 模拟值 模拟误差 / % 模拟值 模拟误差 / % 模拟值 模拟误差 / %

2 58 57.9 0.172 4 61.1 5.344 8 70 69.4 0.857 1 72.7 3.857 1

3 75 73.8 1.600 0 74.4 0.800 0 88 87.0 1.136 4 87.6 0.454 5

4 89 91.8 3.146 1 90.6 1.797 8 103 106.9 3.786 4 105.7 2.621 4

5 114 112.1 1.666 7 110.3 3.245 6 132 129.4 1.969 7 127.5 3.409 1

6 135 135.1 0.074 1 134.3 0.518 5 155 154.7 0.193 5 153.9 0.709 7

7 161 161.2 0.124 2 163.5 1.552 8 183 183.5 0.273 2 185.8 1.530 1

平均误差 / % 1.130 6 2.209 9 平均误差 1.369 4 2.097 0

Step 3:城市外来工数量的区间灰数预测模型.
由 Step 1和 Step 2可知,白部序列和灰部序列

UGM_AC(1, 1)模型的模拟误差均介于 1 %∼ 5 %之
间,根据精度等级检验参照表[5],模拟精度接近 1级,

可用于预测.整理后的城市外来工数量的区间灰数
预测模型如下:

⊗̂m ∈ [âm, b̂m] ⇒
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âm = ϑ(−0.123 9)m−2+
m−3∑
i=0

7.691 9× (−0.123 9)i,

b̂m = σ(−0.103 8)m−2+
m−3∑
v=0

0.447 2× (−0.103 8)v + âm,

m = 3, 4, . . . , n.

(15)

Step 4:城市外来工数量预测.
根据式 (15),当m ∈ {8, 9, 10, 11, 12}时,可预测

未来5年该城市外来工数量,预测结果如表3所示.

表3 某市未来5年外来工数量[5] 万人

m 8 9 10 11 12

外来工
[190.7, 215.9][224.0, 252.4][261.8, 293.8][304.6, 340.5][353.1, 393.5]

数量

Step 5:预测方法与结果比较.
从区间灰数的预测方法来看:文献 [5]主要是

通过对区间灰数进行标准化处理,将区间灰数分
解成基于实数形式的“灰部序列”和“白部序列”,
分别建立两个序列的离散灰色DGM(1, 1)模型,从而
推导、还原得到区间灰数的离散预测模型,最后用于
外来工数量预测;而本文构建的面向标准化区间灰
数“白部序列”及“灰部序列”的无偏灰色预测模型

UGM_AC(1, 1),运用克莱姆法则研究该模型的参数
估计方法并推导出它的时间响应式及最终还原

式,进而构建区间灰数的无偏灰色预测模型用于
外来工数量预测.从模拟及预测结果的对比情况
看, UGM_AC(1, 1)模型要优于传统的DGM(1, 1)模
型.根据精度等级检验参照表[1],传统的DGM(1, 1)模
型模拟精度属于 2级,而UGM_AC(1, 1)模型模拟精
度接近1级;从平均模拟误差看, UGM_AC(1, 1)模型
的预测平均误差下界为1.130 6 %、上界为1.369 4 %,
均低于DGM(1, 1)模型预测的下界 (2.209 9 %)、 上
界 (2.097 0 %)的平均误差.这足以说明无偏灰色预
测模型 UGM_AC(1, 1)优于传统的离散灰色模型
DGM(1, 1).

3 结 论

由于区间灰数运算体系不够完善,灰数间的代数
运算将会增加区间灰数的灰度,导致目前尚无法直接
构建基于“区间灰数”的灰色预测模型.目前已有的
区间灰数预测模型本质上都是建立在区间灰数白化

序列基础上的单变量灰色预测模型,通过区间灰数序
列与实数序列的“无损转换”来实现对区间灰数的

近似模拟及预测.为此,本文研究了标准化区间灰数

“白部序列”及“灰部序列”的无偏灰色预测建模方

法,构建了区间灰数的无偏灰色预测模型.最后,将该
模型应用于城市外来工的模拟与预测,所得结果验证
了该模型性能优于传统的区间灰数预测模型.如何
通过优化无偏灰色预测模型初始值、背景值、累加

阶数等措施来进一步对区间灰数预测模型进行深入

研究,将是下一步主要研究的方向.
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