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基于改进向量相似度的区间数动态多指标决策模型及应用

钱吴永†, 董扬兵
(江南大学商学院，江苏无锡 214122)

摘 要: 针对决策信息为区间数的不确定性动态决策问题,在属性权重和时间权重未知的情况下,基于改进向量
相似度的方法,构建一种兼顾决策信息和决策偏好的动态多指标决策模型.利用区间型决策信息的相对相似性和
属性重要度,构造相对相似度最小规划模型以确定指标权重;在综合考虑决策信息时间价值、决策者偏好的基础
上,构建极大熵模型以确定时间权重;结合向量相似度计算存在的缺陷,提出一种基于向量投影思想的向量综合相
似度测度方法,从而建立不确性动态决策模型,并通过实例分析检验该模型的合理性和有效性.
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Dynamic multi-attribute decision-making model and application with
interval number based on improved vector similarity
QIAN Wu-yong†, DONG Yang-bing

(School of Business，Jiangnan University，Wuxi 214122，China)

Abstract: For the uncertain dynamic decision-making problem that the decision information is interval number, under
the condition that the attribute weights and time weights are unknown, a dynamic multiple attribute decision-making
model considering both decision information and decision preference based on improved vector similarity is proposed.
Based on the relative similarity relations of the interval decision information and the importance of attribute, the relative
similarity degree minimum programming model is constructed to determine the index weights. Taking the time value
of decision information and the decision maker’s preference into account, the maximum entropy model is established to
determine the time weights. Combining the shortcoming of vector similarity calculation, a measure method of vector
similarity based on vector projection idea is given, so that the uncertain dynamic decision-making model is constrated.
Finally, an example is given to illustrate the rationality and effectiveness of the proposed model.
Keywords: vector similarity；interval number relative similarity relation；multiple attribute decision-making；maximum
entropy principle

0
不确定多指标决策是现代决策科学的一个重要

组成部分,其理论和方法已广泛地应用于工程设计、
经济、管理和军事等诸多领域.随着人们所考虑问题
的复杂性、不确定性以及人类思维的模糊性,为了表
征决策信息的模糊性、随机性和灰色性,决策信息常
以区间数的形式给出.此外,由于决策环境和决策对
象处于动态变化中,决策者在进行决策时,需要综合
考虑决策对象在不同阶段的决策信息,才能准确把握

决策对象的动态发展态势进行决策.由于不确定动
态决策具有广泛的应用场景和应用空间,不确定动态
多指标决策问题的研究已成为研究热点[1-2].
目前,围绕动态多指标决策问题探讨的文献主

要集中在以下 3个方面: 1)指标权重和时间权重均
已知的动态多指标决策问题. Wei[3]利用灰关联决策

模型解决了包含多种数据类型的动态混合多属性决

策问题; Jin等[4]提出了一种动态直觉模糊加权几何

(DIFWG)算子和不确定动态直觉模糊加权几何
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(UDIFWG)算子进行时间信息集结,进而利用VIKOR
方法进行排序; Yi等[5]针对具有激励特征的动态综

合评价问题,设定各阶段的发展增益理想点,基于决
策者偏好赋予动态激励偏好系数,提出一种基于时
序增益激励的信息集结方法. 2)指标权重已知、时
间权重未知的动态多指标决策问题. Sun等[6]考虑决

策信息价值流失,提出了时间权重的指数函数表达
式,利用可能度进行方案排序; Yang等[7]定义了动态

直觉正态模糊加权平均 (DINFWAA)算子和动态直
觉正态模糊加权几何平均 (DINFWGA)算子,在构建
灰熵与时间度优化模型和时间权重贴近度最大化模

型确定时间权重基础上,对各方案信息进行集结排
序; Liao等[8]以均值和理想点为双参考点,考虑方案
属性值偏差构建优化模型以确定时间权重,提出了
考虑速度特征的物元分类动态综合评价方法. 3)指
标权重未知、时间权重未知的动态多指标决策问

题. Hao等[9]基于阶段发展特征设置决策动态参考

点,构建综合前景值最大模型确定各阶段准则权重,
在设计方案前景值范围估算模型基础上,利用方案
区间前景值进行排序; Zhu等[10]设定正理想点、期

望为静态参考点,平均发展速度为动态参考点,结合
方差与时间度构建时间权重优化模型,进而对方案前
景值集结排序; Wang等[11]结合灰熵和时间度确定权

重,提出了一种基于前景理论的三参数动态多属性决
策方法. Chen等[12]综合考虑决策者偏好、决策信息

波动性和权重不确定性,构建极大熵和最小方差的多
目标规划模型以确定时间权重,提出了基于误差传递
和隶属度的动态决策方法.

此外,区间数相对相似关系理论对区间数相似度
给出了新的定义.基于区间数相对相似度的指标赋
权思想是:通过测度某指标下各方案的区间数指标
值的相似程度表征该指标的离差,进而确定指标权
重[13].该方法很好地反映了决策对象指标序列空间
关系和形状关系的接近程度和相似程度,集中体现了
决策方案间的联系与差异.鉴于上述优势,相对相似
关系理论大多被应用于多属性决策领域[14].

现有研究丰富了动态多指标评价方法体系,为开
展不确定环境下动态决策提供了方法支撑.但现有
研究仍有一些不足之处,主要表现为: 1)指标权重确
定仅考虑主观偏好或者仅考虑客观差异性,不够全
面; 2)时间权重的确定忽略了决策信息的时间价值
对决策的影响; 3)现有基于相似度的评价研究大多
聚集于单时间点的静态决策情境,少有针对动态决策
情境的研究.鉴于此,本文提出一种针对决策信息为

区间数的动态多指标决策方法.借鉴离差最大化思
想,基于区间数相对相似关系理论和主客观赋权思想
构建优化模型以确定指标权重;根据新信息优先原
理,基于矩阵范数确定时序增长序数,进而利用灰熵
和时间度确定时间权重;在基于向量投影思想改进
向量相似度基础上,测度各备选决策方案与正负理想
方案的向量相似度,进而确定决策方案综合向量相似
度并对其进行排序.最后通过实例分析验证该方法
的有效性.

1 基于改进向量相似度的区间数动态多指

标决策方法

设有一动态多指标决策信息系统S = {A,B,
T}.其中:A = {A1, A2, · · · , Ai, · · · , Am}为决策方
案集合,且m ⩾ 2;B = {B1, B2, · · · , Bj , · · · , Bn}为
决策指标集合,且n ⩾ 2;T = {T1, T2, · · · , Tt, · · · , Tq}
为决策时间点集合,且 t ⩾ 2; ∀Ai ∈ A, ∀Bj ∈ B,

∀Tt ∈ T .方案Ai的指标Bj在时间Tt的指标值为

ỹtij ,为了表征决策信息的模糊性和不确定性,指标值
ỹtij = [ytLij , y

tU
ij ]设为区间数, ytLij 和ytUij 分别为指标值

的上限和下限. wj为指标属性权重, kt
j为时间Tt下的

指标可变权重, gt为Tt时点的时间权重,wj、kt
j和gt

均未知,且
n∑

j=1

wj = 1,

n∑
j=1

kt
j = 1,

q∑
t=1

gt = 1.

在决策中,为了统一指标间的不可公度性和矛盾
性,需要对指标进行规范化处理,设 r̃tij为 ỹtij的规范

化值,可得规范化决策矩阵R̃t
ij = (r̃tij)m×n.

1.1 基于区间数相对相似度的主客观指标赋权模型

多指标决策问题中的指标权重确定,一般期望权
重区分度越高越好.考虑到基于区间数相对相似度
的客观赋权算法是基于评价指标原始数据间的差异

程度进行指标权重确定的,所得结果易受原始数据的
差异性和数据波动的影响.因此,本文在考虑指标属
性权重 (指标本身重要性的量度)的基础上[15],借鉴
离差最大赋权算法[16],提出确定指标可变权重向量
K的区间数相对相似度最小规划模型(M-1),即

(M-1) minF (K) =

n∑
j=1

kt
j · wj · St

j ;

s.t.
n∑

j=1

kt2
j = 1,

n∑
j=1

wj = 1,

St
j =

m∑
l=1

∑
i=1,i<l

s(r̃tij , r̃
t
lj),
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s(r̃tij , r̃
t
lj) =

rtLij r
tL
lj + rtUij r

tU
lj

max{(rtLij )
2
+ (rtUij )

2
, (rtLlj )

2
+ (rtUlj )

2}
,

kj ∈ [0, 1], wj ∈ [0, 1].

在约束条件中:
1)指标属性权重向量W = (w1, w2, · · · , wj)

T可

通过层次分析法或相关赋权方法获得;
2) s(r̃tij , r̃

t
lj)为时间Tt时指标Bj下的任意两个

方案Ai和Al的区间数相对相似度之和,则St
j为时间

Tt时指标Bj下所有方案的相对相似度总和.
解此最优化模型,并对权重向量进行归一化处

理,可得指标最优权重值为

kt
j =

1/wj · St
j

n∑
j=1

(1/ωj · St
j)

. (1)

确定指标属性权重和指标可变权重后,可得加权
规范化决策矩阵为

C̃t = (c̃tij)m×n = K ·W · R̃t = (kt
jwj r̃

t
ij)m×n.

1.2 基于灰熵和时间度的时间赋权模型

决策信息随时间推进会出现信息过时、失真等

情况,所以新信息的决策参考价值大于旧信息.同时,
决策者对于时间序列存在不同偏好,如短期投资者看
重近期数据,长期投资者相对看重远期数据.因此,本
文全面考虑决策信息时间价值和决策者偏好,构造时
序权重增长系数并改进时间度公式,考虑时间权重的
不确定性,利用灰熵和时间度[17]构建优化模型 (M-2)
以确定时间权重,即

(M-2) max f(G) =
(
−

q∑
t=1

gt lngt
)
;

s.t. δ =

q∑
t=1

q∏
t=1

λt −
t∏

l=1

λl

q∏
t=1

λt − 1

· gt,

λx =

x∑
t=1

∥R̃t
ij∥1

x−1∑
t=1

∥R̃t
ij∥1

,

∥R̃t
ij∥1 =

M∑
i=1

N∑
j=1

∥r̃tij∥2,

q∑
t=1

gt = 1,

x = 2, 3, · · · , q, λ1 = 1, gt ∈ [0, 1].

在约束条件中:
1) λx为时序权重增长序数,以体现新信息蕴含

的决策参考价值大于老信息[18].
2) δ为时间度.在考虑决策信息的时间价值后,

基于时序权重增长系数提出一种新时间度表达

式.其能够反映在决策信息提取过程中决策信息的
时间价值和决策者对时间序列的重视程度,以弥补以
往的时间度表达式将各时间点信息包含的决策参考

价值视为等同的不足.

1.3 正负向量相似度的计算

相似度测量是确定两个对象相似程度的有效工

具,向量相似度综合考虑向量的范数与角度信息[19],
将决策对象间相似程度表征得更为准确,其决策的结
果也更科学合理.
定义1 设At+ = {r̃t+1 , r̃t+2 , · · · , r̃t+j , · · · , r̃t+n }

为规范化正理想点序列构成的正理想方案,其中
r̃t+j = (max rtLj ,max rtUj )为正理想点;设At− =

{r̃t−1 , r̃t−2 , · · · , r̃t−j , · · · , r̃t−n }为规范化负理想点序列
构成的负理想方案,其中 r̃t+j = (max rtLj ,max rtUj )为

负理想点[13].
将各时间点下的方案视为空间中一点,各时间的

备选方案点和正负理想方案点与原点相连构成方案

向量和正负理想向量,V t+、V t−和V t
i 为Tt时间点

下的加权正负理想向量和加权方案向量.于是,每个
V t
i 与V t+和V t−的正负向量相似度为X(V t

i , V
t+)和

X(V t
i , V

t−).以Tt时间点下V t
i 与V t+的正向量相似

度X(V t
i , V

t+)为例,给出向量相似度表达式

X(V t
i , V

t+) = η(V t
i , V

t+) · γ(V t
i , V

t+), (2)

其中Tt时间点下V t
i 与V t+的方向相似度η(V t

i , V
t+)

为

η(V t
i , V

t+) = 1− ⟨V t
i , V

t+⟩
90◦

. (3)

根据文献 [19]对范数相似度的改进,Tt时间点下

V t
i 与V t+的范数相似度γ(V t

i , V
t+)为

γ(V t
i , V

t+) =
1−

|∥V t+
1 ∥2 − ∥V t

i ∥2|
∥V t+

1 ∥2
, ∥V t

i ∥2 ⩽ 2∥V t+
1 ∥2;

0, ∥V t
i ∥2 > 2∥V t+

1 ∥2.

(4)

其中V t+
1 为理想向量的投影向量.则有

∥V t+
1 ∥2 = ∥V t+∥2|cos⟨V t+, V t

i ⟩|.

cos⟨V t
i , V

t+⟩ =
∥V t

i ∥2
2
+ ∥V t+∥2

2 − ∥V tV t+∥2
2

2∥V t
i ∥2 · ∥V t+∥2

,

V t
i V

t+为方案点与正理想方案点构成的向量, ∥V ∥2
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表示向量2-范数.
文献 [19]忽略了方案点与参考点的空间位置关

系对范数相似度的影响,因此,导致其所得到的向
量相似度更大的方案不一定更优.如图 1,假设 V +

和Vi分别是由原点与理想点和方案点构成的理想

向量和方案向量,且两向量范数相等,是 V +
1 在 V +

上的投影向量,显而易见,在方向相似度相等的情
况下, γ(V +, Vi) > γ(V +, V +

1 ),所以X(V +, Vi) >

X(V +, V +
1 ),结果为方案Vi优于V +

1 .而实际上,因为
V +
1 距离理想方案V +更近,所以方案V +

1 更优.

O

V
1

+

V
i

V
+

图 1 空间向量关系

本文借鉴向量投影思想,以V +
1 为临界向量对原

范数相似度做出合理改进.新γ的计算公式有以下性

质: 1)当V +与Vi重合时, cos⟨α, β⟩ = 1,该公式与文
献 [19]相同; 2)当V +与Vi不重合时,Vi与V +相差越

小,范数相似度越大,反之越小; 3)当Vi等于V +时,范
数相似度达到最大为1,此时方案点与参考点的空间
位置最接近.

改进后的向量相似度X(V +, Vi)综合考虑了向

量的范数、夹角和空间位置信息,直接反映了方案
向量与理想向量的相似程度,同时体现了方案点与
理想方案点的接近程度.即方案向量与理想向量的
夹角 ⟨V +, Vi⟩越小,方向相似度 η越大 (方案点与理
想点越接近);方案向量与理想向量的范数差距越小,
范数相似度 γ越大 (方案点与理想点越接近).所以
X(V +, Vi)越大,方案点与理想点越接近,以此可以对
各决策对象进行排序.

1.4 综合向量相似度的计算

设Tt时间点下的X(V t
i , V

t+)为决策方案Ai的

正向量相似度,X(V t
i , V

t−)为决策方案Ai的负向量

相似度,则Tt时间点下决策方案的综合向量相似度

RX(Ai)
t[13]为

RX(Ai)
t=

X(V t
i , V

t+)

max
i

{X(V t
i , V

t+)}
− X(V t

i , V
t−)

min
i
{X(V t

i , V
t−)}

,

(5)

备选决策方案Ai的总体向量相似度RX(Ai)为

RX(Ai) =

q∑
t=1

gt · RX(Ai)
t
, i = 1, 2, · · · ,m. (6)

由文献 [13]知, RX(Ai) ⩽ 0.若RX(Ai)
t越大,

则决策方案向量集Vi与正理想向量的向量相似度

就越大越接近,与负理想向量的向量相似度就越小
越远离,即决策方案越优.当同时有X(V t

i , V
t+) =

max{X(V t
i , V

t+)}且X(V t
i , V

t−)= min{X(V t
i , V

t−)}
时,总体向量相似度RX(Ai) = 0,达到最大值.于是
可以按照总体向量相似度RX(Ai)从大到小的顺序

对决策方案集A进行优劣排序.

1.5 区间数动态多指标决策方法步骤

基于改进向量相似度的区间数动态多指标决策

方法步骤如下.
Step 1:对原始决策矩阵 Ỹ t = (ỹtij)m×n规范化处

理,得到规范化区间数决策矩阵R̃t = (r̃tij)m×n.
Step 2: 运用层次分析法或相关赋权方法确定决

策指标属性权重向量W ;利用式 (1)求解基于区间数
相对相似度最小规划模型 (M-1),得到最优可变权重
向量K.

Step 3: 利用灰熵和时间度的极大熵模型 (M-2)
求解得到时间权重向量G.

Step 4: 根据定义2确定各时间点的正负理想决
策方案At+和At−;利用式 (2)∼ (4)计算决策方案与
正负理想决策方案的正负向量相似度X(V t

i , V
t+)和

X(V t
i , V

t−).
Step 5: 利用式 (5)和 (6)将各时间的正负向量相

似度集结成综合向量相似度RX(Ai),并进行方案排
序.

2 实例分析

某工程公司承接了一个大型工程项目,由于考虑
到可能出现资金不足、工程过于复杂等情况,为减少
业务上的风险,承包商往往将一个工程项目分解成若
干单项工程,将单项工程外包给具有技术专长的分包
商.考虑到每次与新的分包商合作需要重新磨合,这
会给工程实施带来意外的风险.为此,该工程公司将
进行分包商的选择,通过考察评估决策对象近几年
的实际工作表现,希望寻找到一家能长期合作的分包
商.工程项目涉及诸多人力、物力和财力的协调,需要
分包商具备多方面把控的能力,在保证质量的前提下
按时完成任务.因此,对分包商选择的决策需要考察
多个时间多方面的表现,该决策实际上是一个动态多
指标决策问题.
经过详细的市场调查和初步筛选,有4家分包商

Sd(d = 1, 2, 3, 4)成为备选对象,同时在充分调研和
专家咨询的基础上,该工程公司将通过以下指标进行
评估:可靠性(B1)、进度控制能力(B2)、管理能力(B3)
和劳动力素质 (B4),四项指标均为效益型指标.由于
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决策指标的复杂性、决策者认知水平的差异性等不

确定性因素的存在,实际决策中难免出现偏差,使得
决策信息具有不确定性.具体指标值由专家组根据
各分包商在2015∼ 2017年的现实情况打分给出,指
标取值为区间数,见表1.

表 1 各时间点初始决策信息

年份 分包商 B1 B2 B3 B4

S1 65 70 75 80 70 75 75 80
S2 70 75 75 80 75 85 70 80

2015 S3 75 80 75 85 75 80 75 85
S4 70 80 70 75 75 80 70 75

S1 65 70 70 75 65 70 70 80
S2 80 85 60 70 80 85 75 80

2016 S3 70 75 70 80 75 80 70 75
S4 70 80 65 70 70 75 75 85

S1 70 75 60 70 75 85 65 70
S2 75 80 80 85 75 85 80 85

2017 S3 75 85 75 80 70 75 70 80
S4 70 80 75 85 65 70 75 85

Step 1: 利用文献 [13]的无量纲化方法对区间指
标值规范化处理,得到规范化区间指标值.

Step 2: 根据专家获得指标属性权重向量W =

(B1, B2, B3, B4) = (0.20, 0.25, 0.20, 0.35),利用式 (2)
求解模型(M-1)可得各时间点指标可变权重分别为

K1
j = (0.301, 0.235, 0.294, 0.169),

K2
j = (0.300, 0.235, 0.302, 0.163),

K3
j = (0.286, 0.243, 0.299, 0.172).

Step 3: 利用文献 [17]的时间度设定规则,经决策
者建议,时间度取值为0.3,即明显重视近期数据.于
是根据模型 (M-2),利用Lingo得到时间权重向量为
G = (0.154, 0.292, 0.554).

Step 4: 根据定义1确定各时间点的正负理想方
案,由式(3)∼ (5)计算出各方案正负向量相似度值,见
表2.

表 2 各时间点正负向量相似度

分包商
2015年 2016年 2017年

综合相似度RX(Si)
X+1 X−1 X+2 X−2 X+3 X−3

S1 0.897 0.944 0.842 0.930 0.830 0.897 −0.262
S2 0.941 0.909 0.928 0.817 0.980 0.778 −0.012
S3 0.979 0.873 0.902 0.870 0.912 0.853 −0.119
S4 0.910 0.922 0.890 0.892 0.897 0.830 −0.142

Step 5: 两两比较可得排序结果为S2 ≻ S3 ≻
S4 ≻ S1.分包商S2为最优.

为了进一步验证该动态多指标决策方法的科学

性和有效性,采用Topsis法、余弦相似度法[20]和基于

蛛网面积的决策法[21]进行比较评价,得到的结果见
表3∼表5.
由表3知, Topsis法得到的结果与本文结果几乎

相同,然而Topsis法可能出现方案正偏差较小的同时

表 3 Topsis法的决策排序结果

分包商 正偏差 负偏差 偏差贴近度 排序

S1 0.0075 0.007 0 0.473 7 3

S2 0.001 6 0.004 5 0.750 2 1

S3 0.003 7 0.004 1 0.542 9 2

S4 0.004 9 0.000 0 0.000 0 4

表 4 余弦相似度的决策排序结果

分包商 余弦相似度 排序

S1 0.499 6 4

S2 0.500 4 1

S3 0.500 0 3

S4 0.500 2 2

表 5 基于蛛网面积的决策排序结果

分包商 余弦相似度 排序

S1 0.496 7 × 10−5 4

S2 0.009 7 × 10−5 1

S3 0.236 0 × 10−5 2

S4 0.396 2 × 10−5 3

负偏差也较小,导致方案逆排序.由贴近度可见S4 ≺
S1,而由正偏差可得S4 ≻ S1,与本文相同,因此,本文
提出的决策方法克服了Topsis法会产生逆排序的弊
端.
由表4知,余弦相似度法得到的结果与本文结果

不一致,为S2 ≻ S4 ≻ S3 ≻ S1.这是由于余弦相似度
仅考虑了方案向量间的夹角信息,在决策信息不完全
的情况下给出片面的排序结果;而向量相似度综合
考虑了方案向量夹角和范数的关键信息,给出了全面
的排序结果.
由表5知,基于蛛网面积的决策方法得到的结果

与本文一致.但相比之下,该方法仅考虑了正理想方
案信息,同时设定指标夹角相等,未考虑指标间的相
关性,因此,本文方法更为合理.
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3 结 论

决策信息的不确定性和动态性使得区间数动态

多指标决策问题更加复杂,针对不确定环境下的动态
多指标决策问题,本文提出了一种区间数动态多指标
决策方法.该方法考虑不同时间点下区间数型指标
观测值的相对相似关系以及指标自身重要性,构建
指标权重优化模型;然后综合考虑了决策信息时间
价值和决策者时间偏好,基于灰熵和时间度确定时
间权重;最后利用向量相似度刻画决策方案向量与
正负理想方案向量的相似程度以表征其接近程度,进
而进行方案排序.本文将基于相似度的决策模型应
用于动态决策环境中,该模型的提出可为指标权重未
知、时间权重未知的决策信息为区间数的动态多指

标决策提供理论借鉴,在确定指标权重过程中可以减
少主观偏好和决策信息扰动的影响,在确定时间权重
过程中既考虑了时间价值也考虑了决策者时间偏好;
针对传统向量相似度方法忽略了方案点与参考点的

空间位置关系对范数相似度的影响问题,借鉴向量投
影思想提出了改进方法.这一研究为拓展动态多指
标决策方法提供了思路和理论参考,也为在不确定环
境下有效集结决策信息进行科学决策提供了技术支

撑,具有较高的应用价值.
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