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改进的含时间幂次项灰色模型及建模机理
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摘 要: 为提高灰色预测模型的预测精度,针对传统含时间幂次项灰色预测模型的局限性,根据实际应用的需要,
提出一种改进的含时间幂次项灰色模型NGM(1, 1, tγ).对该模型的建模机理、参数估计等进行研究,通过积分变
换,得到与该模型白化方程相匹配的灰色微分方程,并给出模型参数的最小二乘解和时间响应式.讨论幂次项指
数几种特殊取值下该模型的性质和适用范围,以误差平方和最小为目标,对NGM(1, 1, tγ)模型的初始点进行优

化,给出相应的优化公式.研究表明, GM(1, 1)和NGM(1, 1, k)模型均是NGM(1, 1, tγ)模型的特殊形式,因此,该模
型拓展了灰色预测理论的体系,扩大了灰色预测理论的应用范围.最后通过实验表明,所提出的改进含时间幂次
项灰色预测模型具有更好的拟合和预测精度,从而验证了其有效性和实用性.
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Improved grey forecasting model with time power and its modeling
mechanism
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Abstract: To improve the forecasting accuracy of grey forecasting model, in view of limitation of the traditional grey
forecasting model with time power, this paper proposed an improved grey forecasting model NGM(1, 1, tγ) with time
power according to the practical application need. The modeling mechanism is studied, the grey differential equation
which matches the winterization equation is obtained by integral transformation, and the model parameters least-square
solutions and the time response function are given. The initial point of NGM(1, 1, tγ) is optimized with the minimum
of the square sum of the error as the target. Researches show that GM(1, 1) and NGM(1, 1, k) are special forms of
NGM(1, 1, tγ) which broadens the application fields of the grey forecationg model. Finally, experiment results show
that the improved model has more approximating and forecasting accuracy, which demonstrates its effectiveness and
applicability.
Keywords: grey forecasting model；time power；NGM(1, 1, tγ)；modeling mechanism；integral transformation；initial
point
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灰色预测模型作为灰色系统理论的重要组成部

分,因其建模过程简单、所需样本少等优点,目前,已
成功地应用于工业、科技、农业等领域[1-3]. GM(1, 1)
模型是灰色预测模型的经典形式,如今已成为应用最
为广泛的灰色预测模型.然而,传统的GM(1, 1)模型

存在诸多缺陷,人们对此进行了研究改进,大致可分
为以下几类:灰导数白化值的改进[4-5];初始条件的改
进[6];背景值构造方法的改进[7-8]等.
上述研究成果促进了GM系列模型的日趋完善,

然而,在实际应用中,由于GM(1, 1)模型适用数据序
列类型的局限性,随着各类系统不断涌现出新特性、
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新问题,需要对灰色预测模型进行拓展研究.文献 [9]
构建了一种基于分数阶累加方法的灰色预测模型;
文献 [10]提出了一类可以较好描述具有部分指数并
含时间幂形式系统过程的含时间幂次项灰色预测模

型;文献 [11]通过对具有近似非齐次指数律特征的
数据序列进行研究,提出了一种改进的灰色预测模
型NGM(1, 1, k);文献 [12]利用模式搜索法对GM(2,1)
模型的参数求解进行了优化改进;文献 [13]对小样
本振荡序列建模和预测问题进行研究,构建了一种
含有时变参数和系统延迟的振荡型GM(1, 1)幂模型;
文献 [14]认为传统灰色NGM(1, 1, k)模型的参数估
计误差是导致该模型精度不稳定的重要因素,构建
了一种基于背景值优化的改进NGM(1, 1, k)模型;文
献 [15]针对灰色预测模型拟合非齐次指数序列时的
误差,从灰导数和背景值两个角度分别优化,提出了
NGM(1, 1, k)的两类无偏基本形式.
现实社会中存在着许多发展过程为孕育、匀速

变化、加速变化3个阶段到另一个平衡状态的系统,
人们不能简单地应用指数规律来刻画此类系统的内

在发展规律,因此,需要构建能反映其本质特征的新
模型.本文通过对具有部分指数并含时间幂函数项
序列进行研究,在分析现有含时间幂次项灰色模型
局限性的基础上,提出一种新的含时间幂次项灰色模
型,并研究该模型的建模机理,以期能够进一步拓展
灰色预测模型体系.

1 改进的含时间幂次项灰色模型的构建

首先,给出文献 [10]提出的模型,并分析该模型
的不足.
定义1 设X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)),

X(1) = (x(1)(1), x(1)(2), · · · , x(1)(n))为X(0)的一阶

累加生成序列,其中x(1)(k) =

n∑
i=1

x(0)(k), k = 1, 2,

· · · , n.称Z(1)=(z(1)(1), z(1)(2), · · · , z(1)(n))为X(1)

的紧邻均值生成序列,其中 z(1)(k) =
1

2
(x(1)(k) +

x(1)(k − 1)), k = 2, 3, · · · , n.则称

x(0)(k) + az(1)(k) = bkγ + c

为GM(1, 1, tγ)的基本形式[10];称
dx(1)

dt + ax(1) = btγ + c

为GM(1, 1, tγ)的白化方程.
当γ = 2时,定义1中的模型GM(1, 1, tγ)适用于

近似x(0)(k) = geak + pk + q(k = 1, 2, · · · , n)规律的
序列建模[10].根据x(0)(k)的表达式,可以得到它的累

加和x(1)(k) =

n∑
i=1

x(0)(k),有

x(1)(k) =

(gea + p+ q) + · · ·+ (geka + kp+ q) =

g(ea + · · ·+ (ea)k) + p(1 + · · ·+ k) + kq =

g
ea

1− ea (1− eak) + k(1 + k)

2
p+ kq,

即可以得到x(1)(k)的表示形式

x(1)(k) = AeBk + Ck2 +Dk + E.

将其代入定义1给出的白化方程,可得
dx(1)

dt + ax(1) =

ABeBk + 2Ck +D + a(AeBk + Ck2 +Dk + E) =

(AB +Aa)eBk + aCk2 + (aD + 2C)k +D + aE.

可以发现aD + 2C并不一定恒为0,而定义1中模型
只是在aD + 2C为0的情况下才适用,因此,定义1中
的模型并不具有一般性.
同理,当γ取其他值时,定义1中模型同样存在局

限性,为此,本文给出一个具有一般性的模型.
定义2 若 â = [a, b0, b1, · · · , bγ ]为参数列,则称

x(0)(k) + az(1)(k) =

b0
kγ+1 − (k − 1)γ+1

γ + 1
+ · · ·+ bγ−1

(
k − 1

2

)
+ bγ

(1)

为本文所提出的NGM(1, 1, tγ)的基本形式.将一阶
微分方程

dx(1)

dt + ax(1) = [b0, b1, · · · , bγ ]


tγ

tγ−1

...
1

 (2)

称为NGM(1, 1, tγ)的白化方程.
对式(2)在区间 [k− 1, k](k = 2, 3, · · · , n)取定积

分,可得 w k

k−1

dx(1)(t)

dt dt+ a
w k

k−1
x(1)(t)dt =

w k

k−1
(b0t

γ + · · ·+ bγ)dt,

即

x(0)(k) + az(1)(k) =

b0
kγ+1 − (k − 1)γ+1

γ + 1
+ · · ·+ bγ−1

(
k − 1

2

)
+ bγ .

定理1 设X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)),
x(1)(n)为X(0)的一阶累加生成序列, z(1)(n)为X(1)

的紧邻均值生成序列.若 â = [a, b0, b1, · · · , bγ ]为参
数列,且

Y = [ x(0)(2) x(0)(3) · · · x(0)(n) ]T,
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B =



−z(1)(2)
2γ+1 − 1

γ + 1
· · · 1

−z(1)(3)
3γ+1 − 2γ+1

γ + 1
· · · 1

...
... · · ·

...

−z(1)(n)
nγ+1 − (n− 1)γ+1

γ + 1
· · · 1


,

则NGM(1, 1, tγ)模型的最小二乘估计参数满足

â = [a, b0, b1, · · · , bγ ] = (BTB)−1BTY.

定理2
dx(1)

dt + ax(1) = [b0, b1, · · · , bγ ]


tγ

tγ−1

...
1


的时间响应函数为

x(1)(t) =

e−at
( w

(b0t
γ + b1t

γ−1 + · · ·+ 1)eatdt+ C
)
.

2 NGM(1, 1, tγ)模型的性质

定理 3 当 γ = 0时, NGM(1, 1, tγ)模型变为

x(0)(k) + az(1)(k) = b0,即退化为GM(1,1)模型.
定理 4 当 γ = 1时, NGM(1, 1, tγ)模型变为

x(0)(k) + az(1)(k) = b0(k − 1/2) + b1,即退化为
NGM(1, 1, k)模型.此处不再赘述.
定理 5 当 γ = 2时, NGM(1, 1, tγ)模型变为

NGM(1, 1, t2)模型.称

x(0)(k) + az(1)(k) =

b0

(
k2 − k +

1

3

)
+ b1

(
k − 1

2

)
+ b2 (3)

为NGM(1, 1, t2)的基本形式,其白化方程为
dx(1)

dt + ax(1) = b0t
2 + b1t+ b2. (4)

若 â = [a, b0, b1, b2]为参数列,且

Y = [ x(0)(2) x(0)(3) · · · x(0)(n) ]T,

B =



−z(1)(2)
7

3

3

2
1

−z(1)(3)
9

3

5

2
1

...
...

...
...

−z(1)(n) n2 − n+
1

3
n− 1

2
1


,

则 â = [a, b0, b1, b2] = (BTB)−1BTY .
1) NGM(1, 1, t2)的白化方程(4)的时间响应函数

为

x(1)(t) = Ce−at +
b0
a
k2 +

b1
a
k − 2b0

a2
k+

2b0
a3

− b1
a2

+
b2
a
.

在上式中令

D =
b0
a
, E =

b1
a

− 2b0
a2

, F =
2b0
a3

− b1
a2

+
b2
a
,

则可以得到NGM(1, 1, t2)模型x(0)(k) + az(1)(k) =

b0

(
k2 − k+

1

3

)
+ b1

(
k− 1

2

)
+ b2的时间响应函数为

x̂(1)(k) = Ce−a(k−1) +Dk2 + Ek + F.

2)还原值

x̂(0)(k) =

x̂(1)(1) = Ce−a +D + E + F, k = 1;

x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1), k = 2, 3, · · · , n.

定理6 在定理5中, NGM(1, 1, t2)模型的时间

响应函数为

x̂(1)(k) = Ce−a(k−1) +Dk2 + Ek + F.

其中:D、E、F为确定参数,C为待求参数.则该时间
响应函数的最优常数C∗为

C∗ =
e−a(x(0)(1)−D − E − F )

e−2a + (1− ea)2
n∑

k=2

e−2ak

+

(1− ea)
n∑

k=2

e−ak[x(0)(k)− (2k − 1)D − E]

e−2a + (1− ea)2
n∑

k=2

e−2ak

.

证明 考虑还原值

x̂(0)(k) =

x̂(1)(1) = Ce−a +D + E + F, k = 1;

x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1), k = 2, 3, · · · , n.

构造误差平方和函数

f(C) =

(x̂(0)(1)− x(0)(1))2 +

n∑
k=2

(x̂(0)(k)− x(0)(k))2 =

[Ce−a +D + E + F − x(0)(1)]2+

n∑
k=2

[Ce−ak + (2k − 1)D + E − x(0)(1)]2.

为了求解该误差平方和的最小值,令f
′
(C) = 0,

可得该时间响应函数的最优常数为

C∗ =
e−a(x(0)(1)−D − E − F )

e−2a + (1− ea)2
n∑

k=2

e−2ak

+

(1− ea)
n∑

k=2

e−ak[x(0)(k)− (2k − 1)D − E]

e−2a + (1− ea)2
n∑

k=2

e−2ak

.

于是定理得证. 2
由此可得NGM(1, 1, t2)模型的时间响应函数为

x̂(1)(k) = C∗e−a(k−1) +Dk2 + Ek + F.
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推论1 由定理4可知,当γ = 1时, NGM(1, 1,

tγ)模型适用于任意具有近似x(0)(k) ≈ geak + q规

律的序列建模.
推论2 由定理5可知,当γ = 2时, NGM(1, 1,

tγ)模型适用于任意具有近似x(0)(k) ≈ geak + pk+ q

规律的序列建模.
本文中当γ取其他值时的情况,此处不一一讨论,

在实际应用中,可以利用智能算法对γ的取值进行寻

优.

3 算例分析

3.1 实验 1

选取某沿海高速路某观测点软土地基沉降观测

值数据[10]进行建模分析,原始数据为 (3.3, 5.6, 7.9,

10.3, 14.5, 18.1, 23.8, 28.6).利用前6项数据为原始序

列,分别采用GM(1, 1)、GM(1, 1, t2)和NGM(1, 1, t2)

建模,可以得到NGM(1, 1, t2)模型还原式为 x̂(0)(k +

1) = 59.21e−0.153 7k + 8.2k − 54.299, k = 1, 2, · · · , n.
实验结果如表1所示.
由表 1可以看出: GM(1, 1, t2)模型的最大相对

误差为 4.28 %, GM(1, 1) 模型的最大相对误差为
15.69 %,而本文 NGM(1, 1, t2)模型的最大相对误

差为 2.92 %;本文模型的平均误差为 1.74 %,低于
GM(1, 1, t2) 模型的平均误差 2.28 % 和 GM(1, 1)
模型的平均误差 5.50 %.本文模型的精度高于
GM(1, 1, t2)模型的原因是,本文模型能对任意具有
近似x(0)(k) ≈ geak + pk + q规律的序列建模,有效
克服了GM(1, 1, t2)模型的局限性.因此,本文提出的
NGM(1, 1, t2)模型具有更广的适用范围和应用空间.

表 1 几种模型建模比较

实际值
GM(1,1)模型 本文模型 文献 [10]模型

模拟、预测值 相对误差 / % 模拟、预测值 相对误差 / % 模拟、预测值 相对误差 / %

3.30 3.30 0 3.32 0.57 3.31 0.30

5.60 6.48 15.69 5.68 1.49 5.40 3.59

7.90 8.35 5.65 7.70 2.52 7.83 0.93

10.30 10.75 4.39 10.60 2.92 10.65 3.41

14.50 13.85 4.47 14.25 1.66 15.12 4.28

18.10 17.85 1.41 18.56 2.57 18.04 0.31

23.80 22.99 3.40 23.43 1.54 23.01 3.34

28.60 29.62 3.56 28.77 0.61 29.18 2.04

平均误差 / % 5.50 1.71 2.28

3.2 实验 2

选取文献 [12]中的地基沉降数据进行建模分析,
原始数据为 (23.36, 43.19, 58.73, 70.87, 83.71, 92.91,

99.73, 105.08, 109.73, 112.19, 113.45).利用前10个数

据进行建模,分别采用传统GM(1, 1)、文献 [12]中模
型、本文提出的NGM(1, 1, t2)模型进行建模分析.实
验结果如表2所示.
由表2可以看出: GM(1, 1)模型的最大相对误差

表 2 几种模型建模对比

实际值
GM(1,1)模型 本文模型 文献 [12]模型

模拟、预测值 相对误差 / % 模拟、预测值 相对误差 / % 模拟、预测值 相对误差 / %

23.36 23.36 0 23.37 0.06 23.71 1.59

43.19 58.15 34.65 43.15 0.07 42.16 2.39

58.73 63.81 8.66 58.64 0.14 58.61 0.21

70.87 70.02 1.18 71.92 0.68 72.39 2.14

83.71 76.84 8.20 83.13 0.54 83.57 0.16

92.91 84.31 9.24 92.39 0.10 92.5 0.44

99.73 92.52 7.22 99.83 0.44 99.55 0.9

105.08 101.52 3.38 105.54 0.08 105.08 0.00

109.73 111.40 1.52 112.21 0.02 109.41 0.29

112.19 122.24 8.96 113.35 0.08 112.79 0.53

113.45 134.14 18.23 113.16 0.25 115.43 1.75

平均误差 / % 9.20 0.22 0.95
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为 34.65 %,文献 [12]模型的最大相对误差为 2.39 %,
而本文模型的最大相对误差为 0.68 %;本文模型的
平均误差为 0.22 %,低于文献 [12]模型的平均误差
0.95 %和GM(1, 1)模型的平均误差9.20 %;本文模型
的预测误差为0.25 %,低于文献 [12]模型的预测误差
1.75 %和GM(1, 1)模型的预测误差 18.23 %.由此可
知,本文所提出的模型对于地基沉降数据在拟合与
预测精度上优于GM(1, 1)和文献 [12]模型.本文模型
精度较高的原因是,该地基沉降数据序列呈现匀速
−加速−稳定的变化趋势,与本文NGM(1, 1, t2)模型

的序列特征相符合.

4 结 论

本文针对传统含时间幂次项灰色模型的局

限性,提出了一种改进的含时间幂次项灰色模型
NGM(1, 1, tγ).对该模型的建模机理进行了研究,通
过积分变换,得到了与该模型白化方程相匹配的灰
色微分方程,并讨论了幂次项指数几种特殊取值下
该模型的性质和适用范围.经讨论发现, GM(1, 1)和
NGM(1, 1, k)模型均是NGM(1, 1, tγ)模型的特殊形

式,因此,该模型拓展了灰色预测理论的应用范围.最
后,对NGM(1, 1, t2)模型初始点进行优化并通过算

例验证了本文所提出模型的有效性和实用性.
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