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基于弹性能量函数的非线性不确定系统控制方法
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摘 要: 针对非线性不确定系统的控制问题,提出一种基于弹性能量函数的扰动观测方法和弹性跟踪控制方
法.该方法以弹性能量函数为核心,将其分别应用于扰动观测器、虚拟跟踪指令以及弹性跟踪控制器的设计.该控
制方法的突出优势是只根据误差来消除误差,不涉及误差的微分运算,控制器增益参数完全根据积分步长来整
定.理论研究表明,所提出的弹性跟踪控制方法不仅可从理论上保证各级子控制器的稳定性,有效解决高阶SISO
非线性不确定系统的控制问题,而且可有效避免反步控制方法出现的微分爆炸问题.此外,每个子控制器只有一
个由积分步长即可整定的增益参数,因而控制器结构简单、计算量较小.仿真结果表明:所提出的控制方法不仅具
有快的响应速度、高的控制精度以及强的抗扰动能力,而且不依赖于被控对象模型,在非线性不确定系统控制领
域具有广泛的应用前景.
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Nonlinear uncertain system control method based on elastic energy
function
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Abstract: For the control problem of a nonlinear uncertain system, a disturbance observation method and an elastic
tracking control method are proposed based on the elastic energy function. The elastic energy function is applied to
design the disturbance observer, virtual tracking instruction and elastic tracking controller, respectively, as the core
technology. The prominent advantage of the proposed control method is only according to the error to eliminate the
error, does not involve the differential operators of the error, and the controller gain parameters are determined completely
by the integral step. Theory research show that the proposed elastic tracking control method not only guarantees the
stability of various sub-controller theoretically, and effectively solves the control problem of higher-order SISO nonlinear
uncertain systems, but also effectively avoids the differential explosion problem of the back stepping control method. In
addition, each sub-controller has only one gain parameter which can be tunned by the integral step, so the controller has
simple structure and small calculation. Simulation results show that the proposed elastic tracking control method not only
has fast response speed, high control precision and strong ability to resist disturbance, but also is not dependent on the
controlled object model, therefore has wide application prospect in the field of nonlinear uncertain systems control.
Keywords: elastic tracking control；elastic energy function；disturbance observer；nonlinear uncertain system；robust
stability；parameter-free tuning
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非线性不确定系统不仅是一个复杂的非线性系

统,而且也是一个不稳定的非线性系统.通过研究非
线性不确定控制系统,许多控制中的典型问题能够得

到有效反映,比如控制系统中的鲁棒稳定性问题、非
线性控制问题、控制器增益参数的镇定问题以及抗

扰动控制问题等[1].针对非线性不确定系统的控制问
题,国内外学者在滑模控制和自抗扰控制两个控制
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领域做了大量研究工作,并取得不少研究成果[2-6].针
对常规滑模控制存在固有抖振现象的问题,国内外学
者提出了多种解决方法,比如准滑模控制方法、高阶
滑模控制方法、动态滑模控制方法、滑模趋近律方

法、滑模扰动观测方法等.文献 [7]选取连续光滑的
继电特性函数代替符号函数,是一种特殊的准滑模控
制方法.该方法在全程控制过程中都是连续状态的
反馈控制,虽然完全消除了常规滑模控制中的高频抖
振现象,但却完全丧失了常规滑模控制固有的抗内部
参数摄动和外部扰动的宝贵特性.动态滑模控制方
法[8-10]和高阶滑模控制方法[11]则是将常规滑模控制

中的滑模切换函数s通过微分环节构成新的滑模切

换函数σ,因而可将不连续项转移到控制输入的一阶
或高阶微分项中,在时间上即可得到实质连续的动态
滑模控制信号,从而有效降低常规滑模控制中的抖振
现象,然而用该方法精确获取一阶或高阶导数十分困
难.文献 [12]利用 fal(s, α, δ)和arsh(s)函数构造了一
种新型滑模趋近律,取得了一定的控制效果.然而,在
控制过程中,由于现有的滑模趋近律仍然存在不可避
免的抖振问题[13-14],而且收敛速度还有待进一步加
强[15],文献 [16]提出了一种多幂次滑模趋近律方法,
但从仿真结果看,该方法抗扰动能力欠佳.
自抗扰控制 (ADRC)方法中的核心技术是扩张

状态观测器[17-18].扩张状态观测器(ESO)的出现为处
理控制系统中的内部不确定性和外部扰动提供了新

的理论方法.文献 [19]对几种观测器的性能和参数
进行了比较研究,并指出在观测性能上, ESO比传统
的高增益观测器和滑模观测器具有更大的优势.然
而,在存在强扰动的情况下,现有ESO的状态观测能
力都较差.为此,文献 [20-21]用非线性特殊光滑函数
g(x, δ)分别设计扩张状态观测器 (ESO)和滑模趋近
律,并将ESO与增益参数自学习更新的滑模控制技
术融为一体,分别实现了非仿射非线性系统以及一类
时变系统的有效控制.
针对现有控制方法存在的局限性,本文提出一种

基于弹性能量函数的扰动观测与虚拟控制相结合的

弹性跟踪控制方法.该控制方法不依赖于控制系统
的具体模型,不涉及误差的微分运算,只利用控制误
差即可实现非线性不确定系统的有效控制,因而是一
种基于误差来消除误差的控制方法,在非线性不确定
系统的控制领域具有较大的应用价值.

1 弹性能量函数及其特性分析

1.1 弹性能量函数定义

定义弹性能量函数模型为[20-21]

fee(x, δ) = x

δ2
exp(−x2/2δ2), (1)

其中δ > 0.当宽度因子δ = 1时, fee(x, δ)图形如图
1所示.
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图 1 fee(x, δ)图形(δ = 1)

1.2 弹性能量函数特性分析

1)时域特性.
i) fee(0, δ) = 0, fee(±∞, δ) = 0;
ii) 当x = ±δ时, fee(x, δ)取极大、极小值: fee

(±δ, δ) = ±1/(δ
√

e),其中e为自然对数的底.
2)能量特性.

E(δ) =
w ∞

−∞
|fee(x, δ)|2dx =

√
π

2δ
. (2)

由于 fee(x, δ)的能量随宽度因子 δ变化,将其称
为弹性能量函数.
在控制过程中, 控制的目标就是期望系统输出

能够高精度跟踪期望轨迹, 要求控制误差在有限时
间内趋向零,因而误差信号是典型的能量信号.

2 弹性跟踪控制器设计

2.1 问题描述

考虑如下非线性控制系统:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

...

ẋi = xi+1,

...

ẋn = xn+1,

xn = f(t, x) + g(t, x)u,

y = x1. (3)

其中:x ∈ Rn、u ∈ R分别为系统的状态和控制输

入; f(t,x)和 g(t,x)为不确定光滑函数,而且 g(t,x)

为非负函数; y为系统输出.

2.2 虚拟递推控制器设计

假设系统的各个状态可以量测,并设期望跟踪指
令信号为r,则跟踪控制误差信号为e1 = r − y.
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设x2的虚拟跟踪指令为x2d,且有

x2d = c1fee(e1, δ1), (4)

则有虚拟跟踪控制误差为e2 = x2d − x2.
再设x3的虚拟跟踪指令为x3d,且有

x3d = c2fee(e2, δ1). (5)

以此类推,设xi的虚拟跟踪指令为xid,且有

xid = ci−1fee(ei−1, δ1), i = 1, 2, · · · , n. (6)

其中: ci > 0, δ1 > 0.
当i = n时,由式(6)可得虚拟跟踪指令

xnd = cn−1fee(en−1, δ1), (7)

其中虚拟跟踪控制误差为en−1 = x(n−1)d − xn−1.
再设虚拟跟踪控制误差为en = xnd − xn,由系

统(3)可得非线性不确定系统的弹性跟踪控制器

u = cnfee(en, δ1)− d(t,x). (8)

其中: cn > 0, d(t,x) = f(t,x) + g(t,x)u− u.
式(8)所示的弹性跟踪控制器实际上是一种虚拟

递推控制方法,如果系统模型不确定,则使用式 (8)进
行控制将会出现困难.为此,本文使用基于弹性能量
函数的ESO实现对系统状态以及总和扰动的观测估
计.

2.3 基于扰动观测器的弹性跟踪控制器设计

假设总和扰动d(t,x)的微分存在且有界,定义观
测误差为ez1 = x1 − z1,则有基于弹性能量函数的 (n
+ 1)阶ESO模型如下[20-21]:

ż1 = z2 + b1fee(ez1, δ2),
...

żn = zn+1 + u+ bnfee(ez1, δ2),

żn+1 = bn+1fee(ez1, δ2). (9)

其中: bj = 5j−1/h(j = 1, 2, · · · , n + 1), h为积分步

长; δ2 > 0.
由式 (9)所示的ESO即可实现zj → xj(j = 1, 2,

· · · , n), zn+1 → d(t,x)的状态估计,因此,式 (8)所示
的弹性跟踪控制器可改写为

u = cnfee(en, δ1)− zn+1. (10)

此时,系列误差信号改写为ej = xjd − zj ,且 e1 = r −
z1(j = 2, 3, · · · , n).对于二阶非线性不确定系统,有

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(t, x1, x2) + g(t, x1, x2)u. (11)

本文研究的弹性跟踪控制系统如图2所示.
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图 2 弹性跟踪控制系统

2.4 控制系统稳定性分析

基于虚拟递推控制的弹性跟踪控制系统,其控
制目标就是实现系统各个状态的递推跟踪控制,即y

= x1 → r, x2 → x2d → ṙ, xi → xid → r(i−1), · · · ,
xn → xnd → r(n−1)以及状态观测估计z1 → x1, z2

→ x2, · · · , zn → xn, zn+1 → d(t,x).
定理1 设r(j)表示r的第j阶导数有界,即 |r(j)|

⩽ εj(j = 1, 2, · · · , n),设扰动观测误差有界,即 |zn+1

− d(t,x)| ⩽ εn+1,则当且仅当虚拟跟踪控制指令中
的增益参数满足 cj ≫ εj , j = 1, 2, · · · , n,且 cn ≫
εn+1时,基于虚拟递推指令的弹性跟踪控制系统是
稳定的.
证明 设控制误差e1 = r − x1,则有

ė1 = ṙ − ẋ1 = ṙ − x2 → ṙ − x2d =

c1[ṙ/c1 − fee(e1, δ)].

定义Lyapunov函数V1 = 0.5e21,则有

V̇1 = e1ė1 → c1e1[ṙ/c1 − fee(e1, δ1)]. (12)

由假设条件可知,当 |ṙ| ⩽ ε1时,如果增益参数满
足c1 ≫ ε1,则有 ṙ/c1 ⩽ ε1/c1 → 0,因此,式 (12)可简
化为

V̇1 = e1ė1 → −c1e1fee(e1, δ1). (13)

考虑到 c1 > 0且 e1fee(e1, δ1) ⩾ 0,由式 (13)可得
V̇1 → −c1e1fee(e1, δ1) ⩽ 0,即V1正定, V̇1负定,满足
Lyapunov稳定性定理,因此,虚拟控制器(4)是稳定的.
同理,设跟踪误差e2 = ṙ − x2,则有

ė2 = r̈ − ẋ2 = r̈ − x3 → r̈ − x3d =

c2[r̈/c2 − fee(e2, δ)].

定义Lyapunov函数V2 = 0.5e22,则有

V̇2 = e2ė2 → c2e2[r̈/c2 − fee(e2, δ1)]. (14)

由假设条件可知,当 |r̈| ⩽ ε2时,如果增益参数满
足c2 ≫ ε2,则有 r̈/c2 ⩽ ε2/c2 → 0,因此,式 (14)可简
化为

V̇2 = e2ė2 → −c2e2fee(e2, δ1). (15)

考虑到c2 > 0且e2fee(e2, δ1) ⩾ 0,因此,由式 (15)可
得 V̇2 → −c2e2fee(e2, δ1) ⩽ 0,即V2正定, V̇2负定,满
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足Lyapunov稳定性定理,因此,虚拟控制器 (5)是稳定
的.
以此类推,设误差ej = r(j−1) − xj ,则有

ėj = r(j) − ẋj = r(j) − xj+1 → r(j) − x(j+1)d =

cj [r
(j)/cj − fee(ej , δ1)].

定义Lyapunov函数Vj = 0.5e2j ,则有

V̇j = ej ėj → cjej [r
(j)/cj − fee(ej , δ1)]. (16)

由假设条件可知,当 |r(j)| ⩽ εj时,如果增益参数
满足cj ≫ εj ,则有r(j)/cj ⩽ εj/cj → 0,因此,式 (16)
可简化为

V̇j = ej ėj → −cjejfee(ej , δ1). (17)

考虑到cj > 0且ejfee(ej , δ1) ⩾ 0,因此,由式 (17)可
得 V̇j → −cjejfee(ej , δ1) ⩽ 0,即Vj正定, V̇j负定,满
足Lyapunov稳定性定理,因此,虚拟控制器 (6)是稳定
的,其中j = 1, 2, · · · , n− 1.
同理,设误差en = r(n−1) − xn,则有

ėn = r(n) − ẋn = r(n) − d(t,x)− u,

其中d(t,x) = f(t,x) + g(t,x)u − u.由弹性跟踪控
制律(10)可得

ėn = r(n) + zn+1 − d(t,x)− cnfee(en, δ1).

定义Lyapunov函数Vn = 0.5e2n,则有

V̇j = enėn =

cnen[r
(n)/cn + (zn+1 − d(t,x))/cn − fee(en, δ1)].

(18)

由假设 |r(n)| ⩽ εn和 |zn+1 − d(t,x)| ⩽ εn可知,
如果满足条件cn ≫ εn且cn ≫ εn+1,则有r(n)/cn ⩽
εn/cn → 0, (zn+1−d(t,x))/cn ⩽ εn+1/cn → 0,因此,
式(18)可简化为

V̇n = enėn → −cnenfee(en, δ1). (19)

考虑到cn > 0且enfee(en, δ1) ⩾ 0,因此,由式 (19)可
得 V̇n → −cnenfee(en, δ1) ⩽ 0,即Vn正定, V̇n负定,满
足Lyapunov稳定性定理,因此,弹性跟踪控制器 (10)
是稳定的.

综上所述,当且仅当虚拟递推指令的增益参数满
足条件 cj ≫ εj , j = 1, 2, · · · , n,且cn ≫ εn+1时,本
文提出的弹性跟踪控制系统是稳定的. 2

通常取增益参数为cj = 5j−1/h, (j = 1, 2, · · · ,
n),其中h是积分步长.

3 仿真结果与分析

为了验证本文控制方法的有效性,以文献 [1]给
出的二阶非线性不确定系统为例进行仿真实验.
例1 考虑如下非线性控制系统[1]:

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(t,x) + g(t,x)u. (20)

其中: f(t,x) = ex2 cosx1, g(t,x) = 1+ sin2 t,期望轨
迹r = sin t.为了便于比较,给出文献 [1]使用的二阶
滑模控制方法,其具体控制器为

u = − 15
w t

0
[σ(s−

9
7 + 1.5

9
7σ(s))]

5
9 dt−

w t

0
ā sgn(s− 9

7 + 1.5
9
7σ(s))dt. (21)

其中: s = x2 − sin t,且有

σ(x) =

ε sgn(x), |x| > ε;

x, |x| ⩽ ε.

ā = e2x2 + 1 + ex2 |x2|+ 5(1 + 2ex2).

仿真实验中,设采样频率为fs = 100Hz, 则积
分步长为h = 0.01.取弹性跟踪控制器增益参数为
c1 = 1/h = 100, c2 = 500; δ1 = 2, δ2 = 1; b1 = 10,

b2 = 500, b3 = 2500.
本文仿真结果如图3所示.
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图 3 例1仿真结果

由图3可知,与文献 [1]相比,本文提出的弹性跟
踪控制方法具有更快的响应速度,在不到0.2 s的时间
内就能快速跟踪期望轨迹,而文献 [1]需要约6 s才能
跟踪上期望轨迹.此外,由式 (21)可知,文献 [1]的控
制方法涉及复杂的计算,因而在实际应用中存在局限
性.
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例2 考虑二阶倒立摆模型[1]

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −MgL

2J
sinx1 −

Vs

J
x2 + ρ+

1

J
u,

y = x1. (22)

其中:x1是摆角,x2是摆速; g是重力加速度;M是摆
杆质量;L是摆长;J = ML2是转动惯量;Vs是粘滞

摩擦系数; ρ是外部扰动.设受控系统的相关参数与
文献 [1]完全相同,即g = 9.8m/s2, Vs = 0.18,M =

1.1 kg, L = 1m;x1(0) = −π/3, x2(0) = 2.
外部扰动为ρ = 0.5 sin(2t) + 0.5 cos(2t).为了便

于比较,给出文献[1]的具体控制器为

u = − 10[σ(s−
7
5 + 1.1

7
5σ(s))]

3
7−

ā sgn(s− 7
5 + 1.1

7
5σ(s)). (23)

其中: s = x1, ā(x) =
MgL

2
+ Vs|x2 + J |.

仿真实验中,设采样频率为 fs = 100Hz,则积
分步长为h = 0.01.取弹性跟踪控制器增益参数为
c1 = 100, c2 = 500; δ1 = 2、δ2 = 1; b1 = 100, b2 =

500, b3 = 2500.本文方法的仿真结果如图4所示.
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图 4 例2仿真结果

由图4可知:与文献 [1]相比,本文设计的弹性跟
踪控制信号不存在抖振现象,具有更快的响应速度,
且在1.3 s之内就能快速跟踪期望轨迹;而文献 [1]的
控制信号不仅存在严重的高频抖振现象,而且需要
约2.6 s才能跟踪上期望轨迹.因此,与文献 [1]相比,
本文研究的控制方法具有更好的控制效果.此外,式
(23)所示的控制方法再一次表明,文献 [1]的控制器
不仅计算复杂,而且与被控对象的模型参数有关.

4 结 论

本文针对一类非线性不确定系统的控制问题,提
出了基于弹性能量函数的弹性跟踪控制方法.该方
法实际上是一种只根据误差来消除误差的基于虚拟

递推跟踪指令的弹性跟踪控制方法,该方法不涉及误
差的微分运算,虚拟跟踪指令以及系统控制信号的增
益参数完全由积分步长来决定,不需要凭经验或者不
需要在线自适应镇定,控制器模型结构简单,物理概
念清晰,不依赖于受控系统模型,因而具有良好的通
用性.此外,本文研究的弹性跟踪控制方法不仅具有
很强的抗扰动能力,而且具有很强的鲁棒稳定性,在
非仿射非线性不确定系统控制领域具有较大的应用

前景.
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