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基于D-vine Copula理论的贝叶斯分类器设计
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摘 要: 高斯判别分析、朴素贝叶斯等传统贝叶斯分类方法在构建变量的联合概率分布时,往往会对变量间的相
关性进行简化处理,从而使得贝叶斯决策理论中类条件概率密度的估计与实际数据之间存在一定的偏差.对此,
结合Copula函数研究特征变量之间的相关性优化问题,设计基于D-vine Copula理论的贝叶斯分类器,主要目的是
为了提高类条件概率密度估计的准确性.将变量的联合概率分布分解为一系列二元Copula函数与边缘概率密度
函数的乘积,采用核函数方法对边缘概率密度进行估计,通过极大似然估计对二元Copula函数的参数分别进行优
化,进而得到类条件概率密度函数的形式.将基于D-vine Copula理论的贝叶斯分类器应用到生物电信号的分类问
题上,并对分类效果进行分析和验证.结果表明,所提出的方法在各项分类指标上均具备良好的性能.
关键词: 贝叶斯决策；相关性分析；类条件概率密度估计；D-vine Copula；模式识别；生物电信号
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Bayesian classifier based on D-vine Copula theory
WANG Bei1†, SUN Yu-dong1, JIN Jing1, ZHANG Tao2, WANG Xing-yu1

(1. Key Laboratory of Advanced Control and Optimization for Chemical Processes，Ministry of Education，East China
University of Science and Technology，Shanghai 200237，China；2. Department of Automation，Tsinghua University，
Beijing 100084，China)

Abstract: In the traditional Bayesian classifiers such as the Gaussian discriminant analysis method and the Naive Bayesian
method, the correlation between variables are commonly simplified when constructing the joint probability distribution
of variables. Accordingly, the estimation of the class conditional probability density would have differences with the
actual data. In this study, a Bayesian classifier based on the D-vine Copula theory is developed by investigating on
the correlation between variables. The main objective is to improve the accuracy of the class conditional probability
density estimation. The joint probability distribution of variables is decomposed into a series of pair Copula functions
and marginal probability density functions. The kernel function method is adopted to estimate the marginal probability
density. The parameters of pair Copula functions are optimized by the maximum likelihood estimation. The developed
method is analyzed and validated on the classification of neurophysiological signals. The obtained results show that it has
better performance on several classification indexes.
Keywords: Bayesian decision；correlation analysis；class conditional probability density estimation；D-vine Copula；
pattern recognition；neurophysiological signal

0 引 言

模式识别方法在文本处理、图像处理、统计学习、

数据挖掘等方面发挥着重要作用[1-3].在诸多流行的
模式识别分类器中,贝叶斯分类器是其中之一,其基
本思想可以认为是从先验信息中推断后验信息的过

程.对于贝叶斯分类器而言,常用的方法有高斯判别
分析、朴素贝叶斯分类器[4]等.高斯判别分析中,假
设待分类的每一类对象都服从多元高斯分布,这种假

设较为普遍,主要是因为该假设可以近似地模拟实际
应用中多种数据的分布,从而简化复杂分布问题的分
析[5].然而,这种假设与数据的真实分布还是有一定
差距的.首先,多元高斯分布的协方差矩阵仅能描述
特征之间的线性相关性[6];其次,多元高斯分布的边
缘分布为一元高斯分布,而实际应用中,特征是否服
从高斯分布还有待商榷.朴素贝叶斯分类器对待分
类对象的特征作了条件独立性假设,该假设略去了特
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征之间的相关性,从而忽略了实际数据中互相关联的
成分[7].这两种模型对特征之间的相关性尚没有提供
相对准确的构建方式,如何分析、提取和利用多维样
本数据的信息来对复杂的相关性结构进行建模,从而
对贝叶斯分类器中的类条件概率密度实现准确估计

是值得研究的问题.
Copula理论是 Sklar在 1959年提出的,主要应

用于金融风险管理领域[8].在控制科学相关的研究
中, Copula理论对算法性能的提升也得到了关注.王
丽芳等[9]将多元Copula函数应用于分布估计算法的
研究中,通过仿真实验表明,引入Copula理论的cEDA
算法能够更快地收敛于最优解.韩敏等[10]将Copula
理论应用于互信息估计,通过二维高斯数据的仿真实
验表明,基于Copula熵的互信息估计算法在计算复
杂度和精度方面,相比于核方法、k近邻方法和直方
图法,具备更高的性能.许民利等[11]将Copula函数与
CVaR相结合,构建了随机需求与随机价格之间的决
策模型,给出该模型的具体求解方法,并证明了该模
型的解的唯一性.

Vine Copula是在Copula理论的基础上发展起来
的.传统的多元Copula函数[12]如椭圆Copula簇、阿
基米德Copula簇等在处理高维变量时,变量间的相
关性优化问题比较复杂,且计算量较大.早期, Joe[13]

借助Vine结构将多元Copula函数分解成一系列二元
Copula函数的乘积,该模型通过一系列二元Copula
函数可以构建变量间复杂的相关性,并且减少了计
算的复杂程度,使得Vine Copula受到关注.在后来的
研究中, Aas等[14]检验了Vine Copula在计算复杂度
和拟合能力上比传统的多元阿基米德Copula模型具
有更好的性能. Czado[15]通过三维D-vine Copula的模
型,使用不同种类的二元Copula函数描述变量间的
不对称性,并展示了Vine Copula模型的灵活性.近年
来, Vine Copula函数作为随机变量相关性建模工具
被广泛应用在资产收益波动[16]、化工故障诊断[17]、能

源管理[18-19]等领域,并取得了较为显著的效果.
为了提高贝叶斯分类器中的类条件概率密度估

计的准确性,同时考虑特征之间存在的复杂相关性,
本文设计并提出基于D-vine Copula理论的贝叶斯分
类器.首先,通过D-vine Copula理论将变量的联合概
率分布分解成一系列二元Copula函数与边缘概率密
度函数乘积的形式;然后,依据特征样本之间相互关
联的特性,选取合适的二元Copula函数,并采用核函
数方法对边缘概率密度函数进行估计,从而构建贝叶
斯分类器中的类条件概率密度函数的形式;最后,将

该分类器应用于实际生物电信号的分类问题,对模型
进行分析和验证.通过与高斯判别分析、朴素贝叶斯
分类器以及支持向量机模型的比较,本文所提出的分
类器在相关的分类指标上具备良好的性能,能够为类
条件概率密度的估计提供一种新的实现途径.

1 D-vine Copula贝叶斯分类器
1.1 贝叶斯决策理论

对于未知样本x = {x1, x2, · · · , xn}, n是样本的
特征个数,由贝叶斯公式可知

P (Ck|x) =
p(x|Ck)P (Ck)

p(x)
. (1)

其中:Ck为类别标签; k = 1, 2, · · · ,K,K是类别数

量;P (Ck|x)为该类别对应的后验概率,根据最小化
分类错误率准则,将样本x归为P (Ck|x)最大的一
类;P (Ck)是样本所属类别的先验概率,通常可由训
练样本中估算出来[20]; p(x|Ck)是相应的类条件概率

密度函数.类条件概率密度的估计是本文研究的重
点,将结合D-vine Copula模型来构建贝叶斯分类器中
的类条件概率密度函数.

1.2 Copula函数

由 Sklar定理可知,一个 n维的联合概率分布

可以分解为 n个一元的边缘分布函数与一个 n维

Copula函数的乘积.假设F是n维随机变量x = {x1,
x2, · · · , xn} 的联合概率分布, 边缘分布函数为
F1(x1), F2(x2), · · · , Fn(xn),则存在一个Copula函数
C使得

F (x1, x2, · · · , xn) = C(F1(x1), F2(x2), · · · , Fn(xn)).

(2)

如果各变量的边缘分布函数是连续的,则Copula函
数是唯一的.当Copula函数可微时,可以得到随机变
量x的联合概率分布

f(x1, x2, · · · , xn) = f(x1)× f(x2)× · · · × f(xn)×

c(F1(x1), F2(x2), · · · , Fn(xn); θ),

(3)

f(xi)是随机变量x的边缘概率密度函数. Copula函
数的密度函数定义为

C(F1, F2, · · · , Fn; θ) =
∂nC

∂F1∂F2 · · · ∂Fn
. (4)

由式 (3)和 (4)可知,当Copula函数的类型和参数确定
后,结合边缘概率密度函数,联合概率分布便可以确
定.

1.3 二元Copula函数

对于随机变量x = {x1, x2, · · · , xn},假设其联
合概率分布函数为 f(x1, x2, · · · , xn),则该联合概率
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分布函数可以被分解为

f(x1, x2, · · · , xn) =

f(xn)×
n−1∏
t=1

f(xt|xt+1, xt+2, · · · , xn). (5)

对式(5)中的条件概率密度函数再次分解[21],可得

f(xi|v) =

cx,vj |v−j
(F (xi|v−j), F (vj |v−j))× f(xi|v−j). (6)

其中:xi是随机变量x中的任意一个成分;v表示随
机变量x去掉xi后的n− 1维向量;v−j表示v中去掉

vj后的向量, vj为v中任意一个成分; cx,vj |v−j
为相应

条件下的二元Copula条件概率密度函数.

1.4 D-vine Copula模型

Copula建模的本质是用样本来拟合式 (4)的过
程,并通过优化准则来估计相应 Copula函数的参
数.对于二元样本而言,其优化过程较易实现.然而,
随着维数的增大,会出现“维数灾难”,即一个m元

Copula函数的待优化参数个数将远远大于m. Vine
Copula是解决上述问题的有效途径[22].

在构建多维变量的联合概率分布函数时,有多种
二元Copula结构可以用来描述变量之间的相关性,
其中C-vine Copula和D-vine Copula是最典型的两
种[23].考虑到D-vine Copula结构具有更多的灵活性,
本文采用D-vine Copula结构对随机变量x = {x1,

x2, · · · , xn}的复杂相关性进行建模.该模型由树
Tj(j = 1, 2, · · · , n− 1)构成,每棵树由节点和边组成,
第1颗树的节点表示随机变量x的各个特征,连接节
点的边表示各个特征之间的相互关联关系,即以相邻
节点的边缘分布函数为自变量构成的二元Copula函
数.除第1颗树外,后续的每一棵树的节点都来自其
前一棵树的边,总共有n(n−1)/2个二元Copula函数,
由此可知, D-vine Copula结构的联合概率分布函数可
以分解为

f(x1, x2, · · · , xn) =

n∏
k=1

f(xk)×

{n−1∏
i=1

n−i∏
j=1

ci,j+i|j+1(F (xj |xj+1, · · · , xj+i−1),

F (xj+i|xj+1, · · · , xj+i−1); θj,j+i|j+1:j+i−1)
}
. (7)

其 中:F (xj |xj+1, · · · , xj+i−1) 和 F (xj+i|xj+1, · · · ,
xj+i−1) 为条件分布函数, cj,j+i|j+1:j+i−1 为二元

Copula条件概率密度函数, θj,j+i|(j+1):(j+i−1)表示相

应二元Copula函数的参数.

与传统Copula函数的分解式 (3)相比,高维变量
的相关性优化问题被转化为一系列二元Copula函数
的参数估计问题,其求解过程避免了式 (4)中的多次
求导带来的复杂计算问题,条件分布函数的表达形式
为

F (x|v) =
∂cx,vj |v−j

(F (x|v−j), F (vj |v−j))

∂F (vj |v−j)
. (8)

当v是标量时

F (x|v) = ∂cx,v(F (x), F (v))

∂F (v)
. (9)

通过式(8)可以对(7)中的条件分布函数进行求解.
由式 (7)可知,联合概率分布函数被分解成一系

列二元Copula函数与各边缘概率密度函数的乘积形
式.本文采用核函数方法对边缘概率密度函数进行
估计.核函数方法是用于概率密度估计的一种非参
数方法,x1, x2, · · · , xn为独立同分布的n个样本点,
设其概率密度函数为f ,则测试样本x的概率密度估

计值为

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

Kn(x− xi) =
1

nh

n∑
i=1

K
(x− xi

h

)
.

(10)

其中:K(·)为高斯核函数;h > 0,称作带宽.
本文采用极大似然估计法对式(7)中二元Copula

函数的参数进行估计,有

θ̂oj,j+i|(j+1):(j+i−1) =

arg max
M∑
k=1

log[coj,j+i|(j+1):(j+i−1)(F
k(xj |xj+1, · · · ,

xj+i−1), F
k(xj+i|xj+1, · · · , xj+i−1);

θoj,j+i|(j+1):(j+i−1))]. (11)

其中:M表示D-vine Copula模型中二元Copula函数
的总数;F k表示第k个分布函数,由式 (8)求出; co表
示选择的第 o个二元Copula函数,由赤池信息准则
(AIC)进行选择.
通过上述求取方式,可以得到贝叶斯决策中的类

条件概率密度函数的形式,也就是待识别的类别状态
下变量x的联合概率分布函数.

2 基于生物电信号的觉醒度状态识别

生物电信号中蕴含了与人体状态变化息息相关

的特征信息.从清醒状态到困倦再进入睡眠状态,人
的觉醒度呈现逐渐下降的过程,随之脑电等生物电信
号的特征也会发生相应的变化.觉醒度反映了人的
注意力集中程度和对外界的反应能力,尤其是对需要
保持高度注意力的职业,如飞行员和驾驶员等,觉醒
度的下降往往会引发事故.
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生物电信号的采集,如脑电信号是通过在头皮
上安放电极来获取的,对应于相应大脑功能区大量
神经元细胞的综合电活动.由上亿个神经元细胞构
成的错综复杂的结构,使得不同位置记录下来的脑
电等生物电信号的特征之间存在着较为复杂且不容

忽视的相关性.因此,本文选用短时睡眠过程中同步
记录下来的多维电生理信号作为分析对象,采用D-
vine Copula贝叶斯分类方法对清醒 (Awake)和困倦
(Drowsiness)两种不同的觉醒度状态进行识别,用来
分析和验证本文方法的有效性.

2.1 数据采集

本文选用8名受试者的白天短时睡眠数据.实验
数据来源于日本佐贺大学先进控制实验室 (数据采
集遵照国际通用的道德声明,并获得受试者的知情同
意书).受试者处于安静的环境下,采集其午后30 min
的睡眠数据.按照多导睡眠图 (PSG, Ploysomnograph)
的检测方式记录受试者的脑电、眼电和肌电信号.
脑电信号分别采集左右半脑中部区域的C3和

C4位置,以及枕部区域的O1和O2位置,以异侧的
耳垂作为参考电位,采样频率为100 Hz;眼电信号的
采集位置在眼睑附近,即LOC和ROC通道,均以左
侧耳垂为参考电位,采样频率为100 Hz;肌电信号的
采集位置在下颚部位,记为Chin-EMG,采样频率为
200 Hz.本文主要提取脑电信号和眼电信号的特征来
对清醒和困倦状态进行分类识别.

2.2 特征提取

将短时睡眠过程中记录的数据划分为每5 s的连
续数据段,并进行快速傅里叶变换提取脑电信号和眼
电信号的频域特征,依据频域特征对受试者的觉醒度
状态进行识别.
特征计算公式如表 1所示.提取的特征包括C3

和C4通道θ波的能量与C3和C4通道脑电信号全频

段能量比值的最大值x1, O1和O2通道α波与O1和

O2通道脑电信号全频段能量比值的最大值x2,以及
水平和垂直眼电活动的能量x3和x4.

表 1 脑电信号和眼电信号中提取的特征参数

参数 计算公式

x1 max
{ Eθ(C3)

ET (C3)
,
Eθ(C4)

ET (C4)

}
x2 max

{Eα(O1)

ET (O1)
,
Eα(O2)

ET (O2)

}
x3 ELOC(LOC)

x4 EROC(ROC)

表 1中:E表示频域中的相应频率段的能量和,
其下标θ和α对应于脑电信号的不同频率段成分,分

别是 2∼ 7 Hz和 8∼13 Hz;T 表示脑电信号全频段成
分0.5∼ 25 Hz; LOC和ROC对应的是眼电信号,计算
2∼ 10 Hz的能量和.

2.3 模式识别

2.3.1 D-vine Copula模型
首先,对数据集进行归一化处理,使样本特征映

射到 [0, 1]之间,并求得两种状态下特征的Kendall秩
相关系数.其中清醒状态下的秩相关系数为

τc1 =


1 −0.05 −0.05 −0.04

−0.05 1 0.41 0.43

−0.05 0.41 1 0.81

−0.04 0.42 0.81 1

 , (12)

秩相关系数表示了特征之间的相关性.从式 (12)中
可以发现秩相关系数有正有负,说明特征之间存在一
定的依赖关系,其依赖关系的强弱程度不同.困倦状
态下的秩相关系数也具有类似的特点.
然后,通过核函数方法求出每个特征的边缘概率

密度值,进而根据根节点选择准则和AIC准则确定
D-vine Copula模型结构.由根节点选择准则计算得
到每行Kendall秩相关系数之和,由每行的Kendall秩
相关系数和可以获知清醒状态下第1棵树的节点从
左往右依次为特征x4、x3、x2、x1,困倦状态下第1棵
树的节点从左往右依次为特征x3、x4、x2、x1.

表 2 基于AIC准则选取的二元Copula函数类型

二元Copula函数 Copula类型

清醒状态

C43 Clayton

C32 Frank

C21 Independence Copula

C42|3 Survival BB8

C13|2 Independence Copula

C14|32 Independence Copula

困倦状态

C34 Gumbel

C42 Frank

C21 Frank

C23|4 Survival Clayton

C14|2 Frank

C14|32 Independence Copula

表 2分别给出了清醒状态和困倦状态下二元
Copula函数的选取结果.对于两种不同状态,从常用
的Copula函数[12]中基于AIC准则分别得到了6个二
元Copula函数类型,并由此可以确定清醒状态和困
倦状态下的D-vine Copula模型结构.
最后,采用极大似然估计对二元Copula函数的

参数进行估计.将二元Copula函数与边缘概率密度
函数值相结合,构建类条件概率密度函数的形式.



第6期 王 蓓等: 基于D-vine Copula理论的贝叶斯分类器设计 1323

2.3.2 相关性分析

在D-vine Copula模型中确定了特征变量顺序,两
两特征之间的相关性分布情况如图1所示.各特征在
D-vine Copula结构中是第1颗树的各个节点,相应的
二元Copula函数如表2中的前3行所示.
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图 1 样本数据散点图

由图1可以看出,在清醒状态下,变量x4与x3之

间有很强的下尾相关性 (即一个变量减小的前提下,
另一个变量也随着减小的概率增大,上尾相关性则相
反),右上角分布呈分散趋势,上尾相关性不明显,因
此, D-vine Copula模型选取了刻画数据的下尾相关
性较好的Clayton Copula函数.清醒状态下变量x3与

x2并没有强烈的尾部相关性,除左上角部分有一些
离群点外,分布总体呈左右对称趋势,因此,在AIC准
则下选取了构建对称分布能力较好的Frank Copula
函数.变量x2和x1分布较为离散,并没有很强的相关
性,因此,选取了独立的Copula函数.困倦状态下,变
量x4和x3的分布与清醒状态下较为相似,但D-vine
Copula模型选取了具有较好刻画上、下尾相关性能
力的Gumbel Copula函数来构建二者之间相关性.由
图 1中不难推测出,当样本数量增加时,困倦状态下
x3与x4的上尾相关性特征将更为明显,而清醒状态
下x3与x4的分布在上尾部分将更为分散.变量x4与

x2之间,x2与 x1之间的相关性并不是很强烈,但总
体分布呈对称形状,因此, D-vine Copula模型选取了
Frank Copula函数.
由此表明, D-vine Copula模型可以从众多不同的

二元Copula函数中选取最为贴切的Copula函数来拟
合特征之间存在的线性或非线性相关性.

2.4 结果比较

将基于D-vine Copula理论的贝叶斯分类算法
与高斯判别分析、朴素贝叶斯分类器和带径向基核

的支持向量机进行比较,以 70 %的数据作为训练

集, 30 %作为测试集.
首先,通过ROC曲线分析和比较4种方法的分类

性能. ROC曲线是反映真阳率和假阳率连续变化的
综合指标,通过将连续变量设定出多个不同的临界
值,从而计算出一系列的真阳率和假阳率,再以真阳
率为纵坐标,假阳率为横坐标绘制成曲线,曲线越靠
近左上角,其分类准确率越高.图2给出了4种方法的
ROC曲线,由于D-vine Copula贝叶斯方法的ROC曲
线相比于另外3条ROC曲线处在最左上角的位置,具
备较好的分类性能.
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图 2 不同分类方法的ROC曲线比较

然后,通过计算灵敏度和特异度来分析和比较
不同分类器的分类性能.灵敏度指标和特异度指标
分别对应于待识别的两种状态的分类准确率.表3给
出了4种方法的灵敏度和特异度.从表3中可以观察
到, D-vine Copula贝叶斯分类器的灵敏度为 93.3 %,
特异度为91.8 %,均高于其他3个分类器的灵敏度和
特异度值.

表3 不同分类方法的灵敏度和特性度比较 %

分类方法 灵敏度 特异度

D-vine Copula贝叶斯分类器 93.3 91.8

高斯判别分析 83.8 84.7

朴素贝叶斯分类器 86.6 77.5

SVM-径向基核 89.5 86.5

3 结 论

本文结合D-vine Copula函数,将变量的联合概率
分布分解成一系列二元Copula函数与边缘概率密度
函数的乘积,通过对边缘概率密度函数与二元Copula
函数分别进行优化估计,将特征之间的复杂相关性
构建在类条件概率密度函数中.与其他分类模型相
比, D-vine Copula贝叶斯分类器在生物电信号分类问
题中得到了较好的分类结果.

D-vine Copula模型的优势在于Copula函数作为
连接特征的边缘分布函数,可以从众多不同的二元
Copula函数中选取最合适的函数来拟合特征之间存
在的线性或非线性相关性,且连接形式不受特征边缘
分布的限制.相对于传统贝叶斯分类算法,该方法在
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变量的相关性构建上更具灵活性,能够为贝叶斯分类
器中类条件概率密度的估计提供一种新的实现途径,
从而提高贝叶斯分类器在处理特征之间具有复杂相

关性时的分类性能.
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