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具有控制约束的分数阶混沌系统柔性同步控制

邵克勇, 郭浩轩†, 韩 峰, 张 轶, 王季驰
(东北石油大学电气信息工程学院，黑龙江大庆 163318)

摘 要: 研究具有控制约束的两个相同分数阶混沌系统的同步问题.首先,在不消除非线性项的情况下,基于比例
控制与自适应控制理论,设计线性自适应切换控制器,实现分数阶混沌系统的同步;其次,考虑到控制器存在约束,
利用能够提供无限子控制器的柔性变结构控制策略对线性控制器进行改进,设计柔性变结构控制器,以应对控制
的约束,并对线性控制器进行优化;同时,基于分数阶系统Mittag-Leffler稳定判定定理对误差系统的稳定性进行证
明.在兼顾系统稳定性与鲁棒性的情况下,可以缩短系统的调整时间,并有效抑制抖振.最后,利用所设计的自适
应柔性控制器实现分数阶Chen系统的混沌同步, 并通过仿真对比两控制器控制效果,从而验证柔性变结构方法
在具有约束的分数阶混沌系统同步控制中的优越性.
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Adaptive soft variable structure controller with control constraints for
synchronization of fractional-order chaotic systems
SHAO Ke-yong, GUO Hao-xuan†, HAN Feng, ZHANG Yi, WANG Ji-chi

(School of Electrical Engineering and Information，Northeastern Petroleum University，Daqing 163318，China)

Abstract: The synchronization of two same fractional-order chaotic systems with control constrain is investigated.
Firstly, based on the linear control theory and adaptive control theory, an adaptive proportional switching control scheme
is designed without eliminating the nonlinear part. Then, considering the constraints of the controller, the linear part of
the controller is improved using the soft variable structure method which can provide infinite sub-controllers. The soft
variable controller is designed for dealing with the control constrain and optimizing the linear controller. At the same time,
the stability of the error systems is proved based on the fractional-order Mittag-Leffler theory. Giving consideration to the
stability and the robustness of the system, the adjustment time is shortened and the chattering is effectively suppressed.
Finally, by using the designed controller, the synchronization of the fractional-order Chen chaotic system is realized. The
numerical simulation results show the effectiveness and feasibility of the designed controller. The advantages of the soft
variable structure method, which is used in the control of synchronization of fractional-order chaotic systems with control
constrain, are verified by comparing the simulation of the two controllers.
Keywords: fractional-order systems；fractional-order chaotic systems；control constraints；chaos synchronization；
adaptive control；soft variable structure control

0 引

分数阶微积分理论的提出已有几百年的历史,但
直到近期分数阶微积分才有了快速的发展[1].因为分
数阶混沌系统自身具有复杂性,比整数阶混沌系统具
有更强的保密性和抗破译能力,所以分数阶混沌系统
具有广泛的应用前景[2].分数阶混沌系统的同步有其
特殊性,特别是系统的动力学行为具有分数阶系统的
某些特性,因此,研究分数阶混沌系统的同步控制具
有更重要的意义[3].

柔性变结构控制 (Soft variable structure control,
SVSC)是变结构控制发展的另一个分支[4],它不同于
滑模控制,而是通过排除滑动模态以达到较高的调节
率和较短的整理时间为控制目标.柔性变结构控制
可以实现线性系统控制信号的连续、平滑[5].目前,
柔性变结构控制研究大多针对整数阶系统控制.文
献 [6]研究了变饱和状态柔性变结构控制;文献 [7]研
究了一种应用双线性法优化的动态柔性变结构控制;
文献 [8]研究了奇异系统动态柔性控制方法;文献 [9]
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研究了线性分数阶系统的柔性变结构控制;文献 [10]
研究了一种在不消除非线性项的情况下,运用终端滑
模实现一类三维分数阶混沌系统的同步方法.针对
线性系统,柔性变结构缩短控制系统的调节和整理时
间,在控制性能上能够几乎等同于时间最优控制,而
且能够得到更加平滑的控制信号,但采用柔性变结构
控制对非线性分数阶混沌系统同步的研究相对较少.

在有控制约束的情况下,本文设计一种线性自适
应控制器,并采用柔性控制策略对控制器进行优化,
以实现分数阶混沌系统的同步.通过分数阶Chen系
统进行数值模拟来验证所设计的控制器的有效性和

可行性.

1 问题 述

考虑如下n维分数阶混沌系统:
驱动系统为

Dq
tx = Ax+ f(x); (1)

响应系统为

Dq
t y = Ay + f(y) + u. (2)

其中:Dq
t为Caputo微分算子, 0 < q < 1;x ∈ Rn, y ∈

Rn分别为系统的状态变量;A ∈ Rn×n为分数阶混

沌系统的系统矩阵; f(x) ∈ Rn, f(y) ∈ Rn为系统的

n维非线性项, f(x), f(y)满足Lipschitz条件∥f(y) −
f(x)∥ ⩽ γ∥y − x∥, γ为Lipschitz常数.控制器u =

(u01, u02, · · · , u0n)
T, |u0i| < V0i(i = 1, 2, · · · , n), V0i

为大于零的常数.
定义驱动系统 (1)与响应系统 (2)的同步误差向

量e = y − x, e = (e1, e2, · · · , en)T.当 lim
t→∞

∥e∥ = 0,
即同步误差渐近趋于零时,驱动系统 (1) 与响应系统
(2)实现同步.
同步误差系统为

Dq
t e = Dq

t (y − x) = Dq
t y −Dq

tx =

Ae+ f(y)− f(x) + u. (3)

为研究上述同步问题,需要引用如下引理.
引理1 [9] 任意分数阶系统为

Dq
tx = f(x).

其中:x ∈ Rn, x = 0是它的一个平衡点.假定存在
一个李雅普诺夫函数V (t, x(t)) : [0,∞) → R是连

续可微的,且满足局部Lipschitz条件.若有α1∥x∥a ⩽
V (t, x(t)) ⩽ α2∥x∥ab, Dq

t (t, x(t)) ⩽ −α3∥x∥ab,则
x = 0是Mittag-Leffler稳定的.如果在Rn上条件亦

满足,则x = 0是Mittag-Leffler全局稳定的.其中: t ⩾

0, α ∈ (0, 1), α1、α2、α3、a、b是正常数.
引理2 [11] 设存在实数z1, z2, · · · , zn和0 < q <

2,则有下列不等式:

|z1|q + |z2|q + · · ·+ |zn|q ⩾ (z21 + z22 + · · ·+ z2n)
q/2.

引理3 [12] 假设x(t)是连续可微的向量函数,对
于任何t ⩾ t0 > 0,如下不等式成立:

1

2
DαxTx(t) ⩽ xT(t)Dαx(t),

其中0 < α < 1.

2 线性自适应控制器设计

分别针对同步误差系统的线性部分与非线性部

分,将线性控制器与自适应切换控制结合,设计如下
控制器:

u = u1 + u2. (4)

针对误差系统线性部分设计线性控制器u1 =

(u11, u12, · · · , u1n)
T,即

u1 = −ke.

针对误差系统非线性部分设计自适应控制器u2

= (u21, u22, · · · , u2n)
T,即

u2 = −µη∥e∥S.

S = (sgn(e1), sgn(e2), · · · , sgn(en))T.

sgn(e) =


−1, e < 0;

0, e = 0;

1, e > 0.

k为正定n维矩阵, (A, k)是可控的.存在正的常
数m > 0, µ > 0,使 |γ| ⩽ µm. η的自适应律定义为

Dq
t η = ω∥e∥2,

其中ω为大于零的常数.
如下定理给出了误差系统 (3) Mittag-Leffle稳定

的条件.
定理1 在控制器 (4)的作用下,误差系统 (3)是

Mittag-Leffler稳定的.
证明 选取如下Lyapunov函数：

V (η, e) =
1

2
eTe+

µ

ω

(
η − 1

2
m
)2

,

则

Dq
tV (η, e) ⩽

eTDq
t e+

µ

ω
(η −m)Dq

t η =

eTAe+ eT[f(y)− f(x)]− eTke−

µη∥e∥eTS + µ(η −m)∥e∥2 ⩽
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eTAe− eTke+ eT[f(y)− f(x)] + µm∥e∥2,

其中eTS =

n∑
i=0

|ei| ⩾ ∥e∥.

由∥f(y)− f(x)∥ ⩽ γ∥y − x∥可得

Dq
tV (η, e) ⩽

eTAe− eTke+ ∥e∥∥f(y)− f(x)∥ − µm∥e∥2 ⩽

eT(A− k)e+ (γ − µm)∥e∥2.

选取k,使A − k矩阵特征值为负,由Rayleigh不
等式可得

λmin{A− k}∥e∥2⩽eT(A− k)e ⩽λmax{A− k}∥e∥2.

因此有

Dq
tV (η, e) ⩽ λmax{A− k}∥e∥2 + (γ − µm)∥e∥2 ⩽

− ξ∥e∥2,

其中ξ = −λmax{A− k}− (γ−µm) > 0.由引理1可
知,系统是Mittag-Leffler稳定的,即误差系统 (3)稳定
在平衡点上. 2
考虑控制约束 |u0i| < V0i(i = 1, 2, · · · , n),令

V0i = V1i+V2i,V1i、V2i为正实数.其中自适应控制器
|u2i| = µη∥e∥ ⩽ µm∥e∥,因e有界,存在正实数矩阵
V2 = (V21, V22, · · · , V2n)

T,使得 |u2i| < V2i(i = 1, 2,

· · · , n).要使控制器u满足控制约束,则 |u1i| ⩽ V0i −
V2i = V1i.因e有界,可选取适当k,使得 |u1i| ⩽ V1i.

在系统由初始状态运动到平衡状态 e = 0的

过程中,在初始阶段自适应参数 η趋于0,线性控制
器起主要调节作用.由于自适应律在调节过程中增
大, η将在调节过程中趋近于参数上界估计值m,而且
Dq

tV (η, e)将朝着负无穷方向减小,因此, Lyapunov函
数V (η, e)将快速减小,这样调节过程加快,即自适应
控制器的调节可加快系统的整理时间并提高调节率.

在调节临近结束时,状态变量e将连续地减少为

更小的值.由于η趋近于最优控制参数, ∥e∥ ≈ 0,自
适应的控制效果减弱,降低了控制系统的抖振.将线
性控制与自适应切换控制结合可增加控制器控制速

度和灵敏性,同时自适应切换控制可以更好地消除系
统中的扰动,增加系统的鲁棒性能.但考虑状态变量
e将连续减少,线性控制器 |u1i|也随之减少,控制效果
会随之减弱,自适应控制器η在调节过程中调节范围

较小,故控制器还不能充分利用控制约束达到最优.

3 改进的柔性自适应控制器

针对上述情况,设计柔性变结构控制器.柔性变
结构控制器提供的无限子控制器能够使控制器更好

地贴近控制约束,可缩短系统的调节和整理时间.
改进柔性控制器u1为

u1 = −(k + pl)Te.

其中: l + lT = Q,Q为正定矩阵; p为连续的选择变
量,选择策略为

Dq
t p = g(p, e).

如下定理给出了系统在改进的柔性自适应控制

器作用下Mittag-Leffler稳定的条件.
定理2 如果存在正定对称矩阵Q1以及k,使得

A0 +AT
0 = (A− k) + (A− k)T = −Q1,其中Q1正定

对称,则在柔性变结构自适应控制器 (4)作用下,系统
(3)是Mittag-Leffler稳定的.
证明 选取如下Lyapunov函数:

V (η, p, e) = 2eTe+ ζp2 +
2µ

ω

(
η − 1

2
m
)2

.

其中: ζ为正实数,通过Leibniz法则可求得V (η, p, e)

分数阶微分,即

Dq
tV (η, p, e) ⩽ (Dq

t e)
Te+ eTDq

t e+ ζpDq
t p+

2µ

ω
(η −m)Dq

t η.

将Dq
t e、选择策略Dq

t p、自适应律Dq
t η代入,可得

Dq
tV ⩽ ((A0 − plT)e)T + [f(y)− f(x)]Te−

µη∥e∥STe+ eT(A0 − plT)e+

eT[f(y)− f(x)]− µη∥e∥eTS+

ζPg(p, e) + 2µ(η −m)∥e∥2.

其中

A0 = A− k,

STe = eTS =
n∑

i=0

|ei|,

Dq
tV ⩽ eT(A0 +AT

0 )e− peT(l + lT)e+

2eT[f(y)− f(x)]− 2µη∥e∥
n∑

i=0

|ei|+

ζpg(p, e) + 2µ(η −m)∥e∥2.

由引理2可得

Dq
tV ⩽ eTQ1e+ p(−eTQe+ ζpg(p, e))+

2γ∥e∥2 − 2µη∥e∥2 + 2µ(η −m)∥e∥2.

为了简化表达式,定义函数φ(p, e) > 0,令

−eTQe+ ζpg(p, e) = −pφ(p, e), (5)

代入可得

Dq
tV ⩽ eTQ1e− p2φ(p, e) + 2γ∥e∥2 − 2µm∥e∥2.
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由Rayleigh不等式可得

λmin{Q1}∥e∥2 ⩽ eTQ1e ⩽ λmax{Q1}∥e∥2.

因此可证出

Dq
tV ⩽

λmax{Q1}∥e∥2 − p2φ(p, e) + 2γ∥e∥2 − 2µm∥e∥2 ⩽

λmax{Q1}∥e∥2 + 2(γ − µm)∥e∥2 ⩽

− δ∥e∥2,

其中δ = −λmax{Q1}+ 2(µm− γ) > 0.
由引理1可得,系统是Mittag-Leffler稳定的,即误

差系统(3)稳定在平衡点上. 2
由式(5)可以得到选择策略

Dq
t p = g(p, e) =

eTQe− pφ(p, e)

ζ
. (6)

选择函数φ(p, e)时,需要将控制约束考虑在内,
使得控制器满足控制约束 |u0i| < V0i(i = 1, 2, · · · ,
n),柔性控制器要满足 |u1i| ⩽ V1i.分别取第j个柔性

控制器为最大控制器输出u1max、最小柔性控制约

束Vn, |u1max| ⩾ u1i(i = 1, 2, · · · , n), Vn ⩽ V1i.如果
|u1i|max ⩽ Vn,则控制约束将得到满足.取第j个控制

器中k, l最大值分别为kj、lj ,可得

−Vn ⩽ −
n∑

j=0

(kj + plj)ej ⩽ Vn, (7)

整理可得

−Vn −
n∑

j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

⩽ p ⩽
Vn −

n∑
j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

,

n∑
j=0

ljej > 0;

Vn −
n∑

j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

⩽ p ⩽
−Vn −

n∑
j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

,

n∑
j=0

ljej < 0.

注1 当e接近平衡点e = 0时,上式定义的范围
变得非常大.在这种情况下,选择变量p将取值很大,
这将引起执行问题和严重的噪声放大及控制器中控

制信号的扰动.受这些不确定性的影响,通常需要加
载额外的约束在p上,即

−P ⩽ p ⩽ P,

其中P为较大正数.
综上所述,可以得到

α(e) ⩽ p ⩽ β(e). (8)

误差状态变量e包含在如下范围内:

α(e) =

Vn −
n∑

j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

,

n∑
j=0

ljej ⩽
−Vn +

n∑
j=0

kjej

P
;

−P,

−Vn +

n∑
j=0

kjej

P
<

n∑
j=0

ljej <

Vn +

n∑
j=0

kjej

P
;

−Vn −
n∑

j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

,

n∑
j=0

ljej ⩾
Vn +

n∑
j=0

kjej

P
.

β(e) =

−Vn −
n∑

j=0

kjej

n∑
j=0

lxjej

,

n∑
j=0

ljej ⩽
−Vn −

n∑
j=0

kjej

P
;

P,

−Vn −
n∑

j=0

kjej

P
<

n∑
j=0

ljej <

Vn −
n∑

j=0

kjej

P
;

Vn −
n∑

j=0

kjej

n∑
j=0

ljej

,

n∑
j=0

ljej ⩾
Vn −

n∑
j=0

kjej

P
.

选择g(p, e)中的函数φ(p, e) > 0,则不等式 (7)
将得到满足,控制约束也将得到满足.

φ(p, e) =


θ
(
1− α(e)

p

)
+ θ0

α(e)

p
, p ⩽ α(e);

θ0, α(e) < p < β(e);

θ
(
1− β(e)

p

)
+ θ0

β(e)

p
, p ⩾ β(e).

注2 常数θ < 1确定了控制器的抗饱和域的范

围,令常数θ > 1能够防止积分器输出参数的值低于

α(e)或者超过β(e).常数0 < θ0 < 1限制控制器的抗

饱和域的不起作用范围.这样约束 (7)和 (8)以及稳定
条件φ(p, e) > 0将得到满足,有效地抑制积分饱和现
象.
在调节的初始阶段,选择变量p ≈ 0.在这种状

态下, pφ(p, e) ≈ 0,这样式 (6)可以改写为Dq
t p ≈

eTQe

ζ
.由于p将在调节过程中快速增大,且Dq

tV <

0, Lyapunov函数V 将快速减小,这样调节过程非常
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快,即柔性控制器比线性控制具有更短的整理时间
和更高的调节率.

在调节临近结束时,状态变量 e将减少为更小

值.式 (6)中的eTQe将近似等于0,这样式 (6)可以改
写为

Dq
t p ≈ −pφ(p, e)

ζ
.

参数p将快速趋近于0, η将趋近于最优控制参数m,
即控制器(4)可近似为

u = −ke− µm∥e∥S.

4 数值仿真

考虑三维分数阶Chen系统.
驱动系统为

Dq
tx = Ax+ f(x) =
−a a 0

c− a c 0

0 0 −b



x1

x2

x3

+


0

−x1x3

x1x2

 ;

响应系统为

Dq
t y = Ay + f(y) + u =
−a a 0

c− a c 0

0 0 −b



y1

y2

y3

+


0

−y1y3

y1y2

+ u.

系统参数a = 35, b = 3, c = 28, q = 0.9,要求控制器
满足的控制约束为30,即 |u0i| ⩽ 30(i = 1, 2, 3).
选取ω = 2, µ = 0.01,m = 0.13,则线性控制器

约束应为 |u1i| ⩽ 29(i = 1, 2, 3).
选取柔性变结构控制器参数为:柔性控制器

u1 = −(k + pl)Te.其中: k满足λmax{A − k} < 0

及控制约束 |u1i| ⩽ 29(i = 1, 2, 3),选取对角阵k为

diag(k) = [0, 29, 0],最小特征值λmax{A− k} = −3.
连续的选择变量为p,选择策略为

Dq
t p = g(p, e) =

eTQe− pφ(p, e)

ζ
.

选取θ0 = 10−2, θ = 106, φ(p, e) = 30, ζ = 10, Q为单

位矩阵,可以有效防止选择变量 p出现积分饱和.
为增强柔性控制器作用,选取 l为对角阵diag(1 000,
1 000, 1 000).
驱动与响应系统的状态变量初始值为x(0) =

[−0.5, 0, 0.1], y(0) = [0.5, 1,−1].通过Matlab进行数
值仿真,误差系统响应曲线如图1(a)所示,文献[10]相
应仿真结果如图1(b)所示.图2为本文与文献 [10]的
控制变量变化.
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图 1 误差系统响应
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图 2 控制器

从图3可以看出,在调节初始阶段自适应参数η

趋近于0,柔性变结构控制器起主要调节作用.当时
间在0∼ 0.2 s时,选择变量p在调节过程中快速增大,
控制器效果增强.在图1中,当时间在0∼ 1.5 s时,虽
然调节过程中e逐渐变小,线性控制器效果减弱,控制
器远离控制约束,但由于柔性变结构中选择变量p的

增加,增加了控制器的控制效果,使调节过程中控制
器下降趋势减弱,u01和u03反而有增强趋势,控制器
远离控制约束趋势减弱,调节过程变快,即柔性变结
构控制器的调节加快了系统的整理时间.由图3可以
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看到,选择变量p在调节过程中快速减少,自适应律
在调节过程中增大, η在调节过程中快速趋近于参数
上界估计值m,控制器效果增强,调节过程变快,可以
有效降低系统的抖振,使系统更加平稳.
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图 3 柔性自适应控制器参数p, η变化

5 结 论

本文给出了线性自适应控制器,并用柔性变结构
对线性部分进行了改进,实现了分数阶非线性混沌系
统的自适应同步.利用自适应控制降低了控制器的
抖振,增强了控制器的鲁棒性.在有控制约束的前提
下,利用柔性变结构控制策略提高了控制器的控制效
果,有效缩短了系统的同步时间.最后,通过仿真算例
验证了所提出的算法的优势.
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