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多变量时滞非方系统的分数阶Smith预估控制

赵志诚†, 徐 娜, 张井岗
(太原科技大学电子信息工程学院，太原 030024)

摘 要: 针对多变量时滞非方系统,提出一种基于反向解耦的分数阶Smith预估控制方法.首先,将反向解耦方法
推广应用于m× n非方系统中,给出非方解耦矩阵的设计方法,同时为了保证解耦矩阵的稳定正则,给出其实现的
必要条件以及条件不满足时的补偿方法;然后,针对解耦后的各个单回路系统设计分数阶Smith预估控制器,根据
内模控制与Smith预估控制结构上的等价关系简化控制器的设计,克服时滞环节对系统性能的影响,并且基于最
大灵敏度推导出一种控制器参数解析整定方法;最后,通过典型的Shell标准控制问题对所提出方法进行验证.仿
真结果表明,反向解耦方法设计简单易于实现,能达到系统完全解耦,控制器参数较少,整定方便,并且具有良好的
跟踪能力、抗干扰性和鲁棒性.
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Fractional order Smith predictor control for non-square systems with
time-delay
ZHAO Zhi-cheng†, XU Na, ZHANG Jing-gang

(School of Electronic Information Engineering，Taiyuan University of Science and Technology，Taiyuan 030024，China)

Abstract: A fractional order Smith predictive control approach based on the inverted decoupling is proposed for non-
square systems with time-delay. Firstly, inverted decoupling is extended into m × n non-square systems. The design
method of the inverted decoupling matrix is proposed. At the same time, to ensure the decoupling matrix stable and
regular, the realizability conditions and the compensation method of the controlled object are provided. Then, we design a
fractional order Smith predictive controller for decoupled signal-loop systems. The design method of the fractional order
controller is simplitied using the equivalence relation between the IMC(internal model control) and the Smith predictive
control. Furthermore, we propose a tuning methodology for controller parameters based on the maximum sensitivity.
Finally, the typical Shell standard control problem is studied to verify the effectiveness of the proposed method. The
simulation results show that the proposed method is not only simple in design and easy to implement, but also convenient
in parameter tuning, and has a better tracking performance, disturbance rejection property and robustness.
Keywords: non-square processes；inverted decoupling；fractional order control；Smith predictor control；internal
model control；maximum sensitivity

0 引 䀰

多变量时滞系统的解耦控制一直是控制界研究

的热点,根据输入和输出变量是否相等,可将多变量
系统分为方形系统与非方系统[1].其中非方系统解耦
控制较方形系统更为复杂,因此,研究简便有效的解
耦控制方法具有重要意义.由于方形系统的解耦控
制方法[2-5]已趋于成熟,非方系统的传统控制方法是
通过添加或删除输入、输出变量使其转化为方形系

统再进行解耦控制,但添加变量会增加控制成本,删

除变量会降低控制品质.随着先进控制技术的发展,
出现了多种针对非方系统的控制方法,尤其是内模控
制得到了广泛应用.文献 [6]通过引入广义逆提出了
非方系统的内模控制,但并没有给出有效的参数整定
方法.文献 [7]基于文献 [6]提出了基于奇异值分解的
内模控制方法,可单独整定各个回路的控制器参数以
调节输出特性,但针对大时滞系统的控制效果并不太
理想.因此,文献 [8]利用内模原理设计了Smith预估
控制器,不仅补偿了静态解耦的缺陷,还克服了模型
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近似和不确定性的影响.文献 [6-8]的方法均需利用
系统的广义逆,计算较为复杂.尽管文献 [9]基于有效
传递函数提出了一种简单的求解广义逆方法,但上述
方法均为集中式控制,所得控制器均为全矩阵形式,
其参数不易整定.另外,某个回路控制器参数的改变,
有可能使其他回路波动,导致系统稳定性下降.为此,
文献 [10]提出了一种分散控制方法,克服了集中控制
的不足,但不能实现完全解耦.文献 [11]通过设计正
向解耦矩阵实现系统的完全解耦,再针对解耦后的每
个单回路系统分别设计控制器,但该方法计算复杂而
且需要对解耦后的系统模型进行降阶处理,从而导致
模型失配.

考虑到方形系统中反向解耦不仅能实现完全解

耦而且计算简单[12-13],本文将其推广到非方系统,通
过设计反向非方解耦网络,将多变量时滞非方系统转
化为多个单回路系统.另外,分数阶控制器具有更大
的可调范围和更强的鲁棒性[14-16],因此,针对解耦后
的时滞对象,设计了分数阶Smith预估控制器,并基于
最大灵敏度[17]给出了解析的参数整定方法.仿真结
果表明了所提出方法的优越性.

1 多变量Smith预估控制结构
多变量时滞非方系统的 Smith预估控制结构

如图 1所示.其中: G(s)为被控对象;Gm(s)为被控

对象的模型;Gm0(s)为G(s)的最小相位部分,即
Gm0(s)稳定且不含时滞项;D(s)为解耦矩阵;Gp(s)

为解耦后的广义被控对象;Gc(s)为Smith预估控制
器;R(s)和Y (s)分别为系统的输入和输出;d(s)为
系统干扰.
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图 1 Smith预估控制结构

由图1可得系统输出与设定值输入、扰动输入之
间的关系分别为

Gyr(s) =

Gc(s)Gp(s)

1 +Gc(s)Gm0(s) +Gc(s)[Gp(s)−Gm(s)]
, (1)

Gyd(s) =

[1 +Gc(s)(Gm0(s)−Gm(s))]Gp(s)

1 +Gc(s)Gm0(s) +Gc(s)[Gp(s)−Gm(s)]
. (2)

当被控对象模型完全匹配,即Gp(s) = Gm(s)时,有

Gyr(s) =
Gc(s)Gp(s)

1 +Gc(s)Gm0(s)
, (3)

Gyd(s) =
[1 +Gc(s)(Gm0(s)−Gm(s))]Gp(s)

1 +Gc(s)Gm0(s)
. (4)

式 (3)和 (4)表明,模型精确时闭环系统特征方程
中不包含时滞项,设计控制器Gc(s)只需考虑过程模

型的无时滞部分Gm0(s),有效简化了设计方法.

2 反向解耦方法

2.1 m× n非方系统的反向解耦

多变量时滞非方系统为

G(s) =


g11(s) g12(s) . . . g1m(s) . . . g1n(s)

g21(s) g22(s) . . . g2m(s) . . . g2n(s)
...

...
. . .

...
. . .

...
gm1(s) gm2(s) · · · gmm(s) · · · gmn(s)

 .

(5)

其中:n为输入变量个数,m为输出变量个数.本文考
虑n > m的系统,第 j个输入到第 i个输出的传递函

数为

gij(s) =
kij

Tijs+ 1
e−τijs. (6)

其中:Tij为时间常数, kij为增益, τij为时滞时间.
多变量时滞非方系统解耦控制的关键是设计非

方解耦网络D(s).当系统完全解耦时,多变量系统变
成m个单回路系统,解耦后的广义被控对象为

Gp(s) = G(s)D(s) = gpii(s)Im×m, (7)

其中gpii(s) = kiie−τijs/(Tiis+ 1).由式(7)可知D(s) = G−1(s)Gp(s),

G−1(s) = GT(−s)[G(s)GT(−s)]−1.
(8)

显然,G−1(s)求解非常复杂,而反向解耦方法可有效
避免繁琐的计算,其结构如图2所示.
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图 2 反向解耦结构

由图2可知,解耦矩阵D(s)包含两部分[18]:前向
矩阵Dd(s),其输入为控制器输出C(s),输出为被控
对象的输入U(s);反馈矩阵D0(s),其输入为被控对
象的输入U(s),输出为控制器输出C(s).要求各个
回路的输出仅与一个给定输入有关,因此前向矩阵
Dd(s)仅含n个非零元素.

D(s) = Dd(s)[I −D0(s)Dd(s)]. (9)
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将式(9)两端分别求广义逆,并结合式(8)可得

D+(s) = D+
d (s)−D0(s) = G−1

p (s)G(s). (10)

其中:D+(s)和D+
d (s)分别为D(s)和Dd(s)的广义

逆.由式(10)可知Dd(s)为n×m矩阵,D0(s)为m×n
矩阵.设

Dd(s) =



d11(s) 0 0 · · · 0 0

0 d22(s) 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 dmm(s)
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 dnm(s)


, (11)

D0(s) =



0 . . . d01m(s) · · · d01n(s)

d021(s) · · · d02m(s) · · · d02n(s)

...
...

. . . . . .
...

d0m1(s) · · · 0 · · · d0mn(s)


.

(12)

另外,D+
d (s)的计算非常复杂.因此,将式 (9)代

入(7)可得

Gp(s) = G(s)Dd(s)[I −D0(s)Dd(s)]
−1. (13)

由于Gp(s)为满秩矩阵,式(13)两端同时取逆得

I −D0(s)Dd(s) = G−1
p (s)G(s)Dd(s). (14)

将式(5), (7), (11)和(12)分别代入(14),有

G−1
p (s)G(s)Dd(s) =



g11(s)d11(s)

gp11(s)

g12(s)d22(s)

gp11(s)
· · · g1m(s)dmm(s)

gp11(s)
+ · · ·+ g1n(s)dnm(s)

gp11(s)

g21(s)d11(s)

gp22(s)

g22(s)d22(s)

gp22(s)
· · · g1m(s)dmm(s)

gp22(s)
+ · · ·+ g2n(s)dnm(s)

gp22(s)

...
...

. . .
...

gm1(s)d11(s)

gpmm(s)

gm2(s)d22(s)

gpmm(s)
· · · gmm(s)dmm(s)

gpmm(s)
+ · · ·+ gmn(s)dnm(s)

gpmm(s)


m×m

, (15)

I −D0(s)Dd(s) =
1 −d012(s)d22(s) · · · −d01m(s)dmm(s)− · · · − d01n(s)dnm(s)

−d0m1(s)d11(s) 1 · · · −d02m(s)dmm(s)− · · · − d02n(s)dnm(s)
...

...
...

...
−d0m1(s)d11(s) −d0m2(s)d22(s) · · · 1− d0(m+1)m(s)d(m+1)m(s)− · · · − d0nm(s)dnm(s)


m×m

, (16)

假设Gp(s) = diag[G(s)],将Dd(s)和D0(s)分

成两部分,即

Dd(s) =

[
Dd1(s)m×m

Dd2(s)(n−m)×m

]
, (17)

D0(s) = [D01(s)m×m D02(s)m×(n−m)]. (18)

令式(15)和(16)等式矩阵各个元素对应相等,则

Dd1(s) = Im×m, (19)

D01(s) =



0
g12(s)

g11(s)
· · · g1m(s)

g11(s)

g21(s)

g22(s)
0 · · · g2m(s)

g22(s)
...

...
. . .

...

gm1(s)

gmm(s)

gm2(s)

gmm(s)
· · · 0


. (20)

当n−m = 1时,有

Dd2(s) = [0 · · · 1], (21)

D0(s) =
[
− gm+1(s)

gmm(s)
· · · −

gm(m+1)(s)

gmm(s)

]−1

.

(22)

当n−m > 1时,有

Dd2(s) =


0 . . . 0 d(m+1)m

...
. . .

...
...

0 . . . 0 dnm

 , (23)

D02(s) =



g1(m+1)(s)

g11(s)
· · · g1n(s)

g11(s)
...

. . .
...

g(m−1)(m+1)(s)

g(m−1)(m−1)(s)
· · ·

g(m−1)m(s)

g(m−1)(m−1)(s)

0 . . . 0


.

(24)

式(23)必须满足如下关系:
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gm(m+1)(s)

gmm(s)
d(m+1)m(s) + · · ·+ gmn(s)

gmm(s)
dnm(s) = 0.

(25)

2.2 解耦矩阵可实现性

解耦后的广义矩阵Gp(s)的各元素与被控对象

矩阵G(s)的对角元素相同,因此,由式 (19)∼ (25)可
知解耦矩阵需满足如下3个可行性条件:

1)解耦矩阵中不允许出现超前环节,因此, gii(s)
的时滞时间必须为第i行元素中最小的值,即

τii ⩽ minτij ; (26)

2)解耦矩阵必须为正则的,各个元素的相对增益
γii必须大于或等于0,即gii(s)的相对增益必须为第 i

行中最小的,有

γii ⩽ minγij ; (27)

3)当传递函数矩阵含有右半平面的零点时,解耦
矩阵有可能会含有右半平面的极点,因此, gii(s)须含
有i行所有的右半平面零点且阶次ϕij最小,即

ϕii ⩽ minϕij . (28)

当 gii(s)不满足式 (26)∼ (28)时,需要添加一个
矩阵N(s)构建新的被控对象Gn(s) = G(s)N(s),
其中N(s)为对角矩阵,即

N(s) = nii(s)I = e−δi(s)
(−s+ z

s+ z∗

)ϵii
I. (29)

其中: e−δi(s)是为了避免出现超前环节, z为右半平面
零点, z∗为z的共轭转置,

(−s+ z

s+ z∗

)ϵii
用来消除由右

半平面零点产生的不稳定极点.

3 分数阶Smith预估控制器的设计
3.1 分数阶控制器设计

分数阶Smith预估控制的等价内模结构如图3所
示,其中虚线框部分为内模控制器GIMC(s).

Gc s!" D s!" G s!"

Gm s!"Gm# s!"

Gp s!"d s!"G$%& s!"

'"
("

("
'"

'"

("

R s!" Y s!"

图 3 Smith预估控制的等价内模控制结构

控制器Gc(s)与GIMC(s)满足如下关系:

Gc(s) =
GIMC(s)

1−GIMC(s)Gm0(s)
. (30)

根据两步法设计内模控制器[11]

GIMC(s) = G−1
m0(s)F (s), (31)

F (s)为m×m低通分数阶滤波器矩阵,即

F (s) = fii(s)I =
1

λiisαii + 1
I. (32)

其中:λii为滤波器时间常数,αii为分数阶滤波器的

阶次.
由式(7), (31)和(32)可知,内模控制器为

GIMC(s) =
Tiis+ 1

kii(λiisαii + 1)
, (33)

则分数阶Smith预估控制器为

Gc(s) =
Tiis+ 1

kiiλiisαii
=

Tii

kiiλii
s1−αii +

1

kiiλii
s−αii .

(34)

当α = 1时,Gc(s)为PI控制器;当0 < α < 1

时,Gc(s)为 ID控制器;当1 < α < 2时,Gc(s)为 II控
制器.

3.2 分数阶控制器参数整定

设计控制器时,鲁棒性是首要考虑的条件.灵敏
度定量地表示了系统闭环传递函数对参数变化的敏

感程度,灵敏度越小,控制系统对模型失配的鲁棒性
越好[17,19-20].定义灵敏度的最大幅值为最大灵敏度
Ms,即

Ms = max
0⩽ω<∞

∣∣∣ 1

1 + L(jω)

∣∣∣, (35)

其中L(jω)为系统开环频率特性.
最大灵敏度的几何解释如图4所示,可见Ms为

系统开环传递函数的Nyquist曲线与临界点 (−1, j0)
的最短距离的倒数,即系统开环传递函数的Nyquist
曲线与以临界点为圆心、以1 /Ms为半径的圆相切,
切点为 A. θ为临界点与切点连线和负实轴的夹
角.通常Ms的取值范围为 [1.2, 2.0][12],其取值越小,
系统的鲁棒性越好.

Im

Re
θ

-1

Ms

-1 A
γ

图 4 最大灵敏度的几何解释

图4中,系统开环传递函数的Nyquist曲线穿过A
点的条件为

L(jω) = −1 + 1

Ms
e−jθ, (36)

与A点相切的条件为

argdL(jω)
dω =

π

2
− θ. (37)

对于模型为一阶加时滞形式的被控对象Gp(s)
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= ke−τs/(Ts + 1),由式 (34)可知,控制器的形式为
Gc(s) = (Ts + 1)/(kλsα).结合图3分析,可知系统
开环传递函数为

L(s) =
e−τs

λsα − e−τs + 1
=

1

(λsα + 1)eτs−1
. (38)

将s = jω代入式(38),可得

L(jω) = 1

[λ(jω)α]ejτω − 1
=

1

a(ω) + jb(ω)
. (39)

其中
a(ω) = λωαcos

(π
2
α+ ωτ

)
+ cosωτ − 1,

b(ω) = λωαsin
(π
2
α+ ωτ

)
+ sinωτ.

(40)

假设ωτ = β,有
a(β) =

λ

τα
cos

(π
2
α+ β

)
+ cosβ − 1,

b(β) =
λ

τα
sin

(π
2
α+ β

)
+ sinβ.

(41)

由式 (36), (37), (39)和 (41)可知,Ms与系统开环

传递函数之间的关系为

a(β)

a2(β) + b2(β)
= −1 + 1

Mscosθ ,

b(β)

a2(β) + b2(β)
=

1

Mssinθ
,

arg
[
− a(β̇) + b(β̇)

[a2(β) + b2(β)]2

]
=

π

2
− θ.

(42)

显然,式 (42)为一个非线性方程组,由式 (41)可
知β与λ/τα和α相关,令η = λ/τα,将式 (41)带入式
(42),则其含有η, β, α, θ和Ms五个未知量,想要得到
精确的参数值非常困难.但如果Ms和α为给定值,则
可以通过解非线性方程组得到其余参数.假设α =

0.9, 0.95和1.令Ms在 [1.2, 2.0]范围内变化求解非线

性方程组,通过拟合方法可得如图5所示的3条曲线.

1 2. 1 4. 1 6. 1 8. 2.0

0 5.

1 5.

2 5.

3 5.

Ms

α = 0.90

α = 0.95

α = 1.00

η

图 5 参数η与Ms关系图

滤波器参数与最大灵敏度之间非线性关系为

λ =
( 2.85

M5.7
s

− 0.013
)
τα, α = 0.9;

λ =
( 2.85

M5.83
s

− 0.006 7
)
τα, α = 0.95;

λ =
( 3.4

M6
s

− 0.003 7
)
τα, α = 1.

(43)

根据实际系统的动态特性以及式 (43)可以求得
分数阶滤波器的参数λ.

4 仿真结果分析

以Shell标准控制问题为例验证所提出方法的有
效性.该问题以催化裂化装置中重油分馏塔为背景,
是一个典型的三输入二输出强耦合大时滞非方系统,
其传递函数矩阵为

G(s) =


4.05e−81s

50s+ 1

1.77e−84s

60s+ 1

5.88e−81s

50s+ 1

5.39e−54s

50s+ 1

5.72e−42s

60s+ 1

6.9e−45s

40s+ 1

 . (44)

G(s)含有2个被控变量y1、y2和3个操作变量
u1、u2、u3.假设模型完全匹配,则根据式 (7)可知解
耦后的广义被控对象为

Gp(s) =


4.05e−81s

50s+ 1
0

0
5.72e−42s

60s+ 1

 . (45)

显然,被控对象的对角元素满足可行性条件,且n −
m = 1,因此由式(19)∼ (22)可知

Dd(s) =


1 0

0 1

0 1

 , (46)

D0(s) = 0 −(22s+ 0.44)e−3s

60s+ 1

−(56s+ 0.9)e−12s

50s+ 1
0

→

←
−5.88e−3s

4.05

−(72s+ 1.2)e−3s

50s+ 1

 . (47)

分别令α1 = 0.9, α2 = 0.95,Ms1 = 1.8,Ms2 =

1.8,根据式(43)可分别求得各个回路的控制器参数.
将本文方法与文献 [7-8,11]比较.为验证反向解

耦方法的解耦效果,在 t1 = 0, t2 = 300 s,回路 1
和回路2分别加入幅值为1的给定阶跃输入信号,在
t = 600 s时加入幅值为0.1的阶跃扰动信号. y1和y2

的输出响应曲线分别如图6∼图9所示,控制系统的
时间乘以误差绝对值积分性能指标 (ITAE)如表1所
示,可见本文方法具有更好的动态响应性能.同时,为
验证系统的鲁棒性,将被控对象的各传递函数的增益
和滞后时间均增大20%,时间常数减小20%,模型摄
动情况下系统输出的响应如图10和图11所示,系统
ITAE性能指标如表2所示,显然,本文方法具有较强
的鲁棒性,性能指标也优于文献[7-8,11]方法.



1336 控 制 与 决 策 第34卷

 

 

 

 

 

 

 

 

800 
0.2 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0 200 400 600 

1.0 

0.8 

1.2 

t /s 

  

y
1
 

Proposed 

Jin's 

Lei's 

Chen's 

图 6 标称情况下y1的阶跃响应
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图 7 标称情况下y2的阶跃响应

 

 

 

 

 

 

 

fig.8 

0 200 400 600 800 1 000 1 200 
0.5 

0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

t /s 

y
1
 

  Proposed 

Jin's 

Lei's 

Chen's 

图 8 输入扰动下y1的阶跃响应
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图 9 输入扰动下y2的阶跃响应

表1 标称系统的 ITAE性能指标 ×104

Method
Nominal case Disturbance case

y1 y2 y1 y2

Proposed 0.667 5 2.078 4.597 5.008
Chen’s 0.678 6 1.923 14.23 13.68
Lei’s 0.968 2 3.805 16.1 21.71
Jin’s 1.567 4.904 17.61 21.81
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图 10 摄动情况下y1的阶跃响应
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图 11 摄动情况下y2的阶跃响应

表2 摄动系统的 ITAE性能指标 ×104

Method y1 y2

Proposed 1.9 0.747 1

Chen’s 1.61 1.183

Lei’s 2.04 0.902 3

Jin’s 2.153 1.65

5 结 论

本文将反向解耦方法应用于非方系统,分析了其
可实现性.与其他方法相比,反向解耦计算简单,且能
使系统完全解耦.基于内模控制与Smith预估控制结
构上的等价关系,针对解耦后的多变量时滞非方系
统提出了分数阶Smith预估控制方法,并基于最大灵
敏度指标得到参数调节的解析方法.在Shell标准控
制问题的仿真研究中,两个回路的输入信号分别为
r1 = 1(t)和r2 = 1(t + 300).与文献 [7-8,11]相比,本
文方法实现了完全解耦,且在标称、干扰以及参数摄
动情况下 ITAE指标都明显降低.仿真结果表明了所
提出方法的优越性,进一步的研究是将本文方法应用
于实际生产过程.
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