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基于精英混沌搜索策略的交替正余弦算法

郭文艳†, 王 远, 戴 芳, 刘 婷

(西安理工大学理学院，西安 710054)

摘 要: 正余弦算法是一种新的基于种群的随机寻优方法,利用正余弦函数使解震荡性地趋于全局最优解,其线
性调整策略及较弱的局部搜索能力严重地影响了算法的性能.为了提高正弦余弦算法的计算精度,提出基于精英
混沌搜索策略的交替正余弦算法.新算法采用基于对数曲线的非线性调整策略修改控制参数,利用精英个体的混
沌搜索策略增强算法的开发能力,并将基于该策略的正余弦算法与反向学习算法交替执行增强算法的探索能力,
降低算法的时间复杂度,提高算法的收敛速度.对23个基准测试函数进行仿真实验,与改进的正余弦算法以及最
新的基于启发式的算法进行比较,深入的参数实验分析以及比较结果验证了所提出算法的有效性,统计分析证实
了所提出算法的优越性.
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Alternating sine cosine algorithm based on elite chaotic search strategy
GUO Wen-yan†, WANG Yuan, DAI Fang, LIU Ting

(School of Science，Xi’an University of Technology，Xi’an 710054，China)

Abstract: The sine cosine algorithm (SCA) is a new population-based stochastic optimization method. It uses sine and
cosine functions to fluctuate the solution run to the global optimal solution. Its linear adjustment strategy and weak local
search ability seriously affect the performance of the algorithm. In order to improve the calculation accuracy of the sine
cosine algorithm, an alternating sine cosine algorithm based on the elite chaotic search strategy is proposed, which uses
the nonlinear adjustment strategy based on logarithmic curve to modify the control parameters, uses the elite individuals’
chaotic search strategy to enhance the exploitation ability of the algorithm. The SCA based on this strategy and the
opposition-based learning algorithm are alternately implemented to enhance the exploration ability, reduce the time
complexity and improve the convergence speed of the algorithm. The proposed method has been tested by 23 benchmark
test functions, and compared with the improved SCA and the state-of-the-art heuristic algorithm. The comprehensive
parameter experiment and results analysis show the effectiveness and superiority of the proposed algorithm.
Keywords: sine cosine algorithm；chaotic search；nonlinear strategy；opposition-based learning；particle swarm
optimization；grey wolf optimization

0 引 䀰

基于种群的随机优化算法是求解优化问题的

重要方法之一,也是求解全局优化问题的有效方法,
受到了国内外众多学者的关注,在图像处理、数据
处理、工程应用等领域得到了广泛应用[1-2].通常对
于一组随机产生的初始种群,利用不同的数学方法或
随机操作在解搜索空间内对其进行演化更新,在优化
过程中实现信息互换,能方便地从不同搜索空间获
取信息,兼顾了算法的全局搜索能力和局部开发能
力.基于种群的优化算法随机地寻找优化问题的最

优解,不能保证一次运行便能找到解,但是,随着种群
规模和迭代次数的增加,找到全局最优解的概率会增
大.近年来,有效的群智能优化算法有粒子群优化算
法[1](particle swarm optimization, PSO)和灰狼优化算
法[2](grey wolf optimization, GWO)等.
正余弦算法[3](sine cosine algorithm, SCA)于

2016年提出,利用正余弦函数的数学模型使解震荡
性地趋于最优解,算法中随机性参数和自适应参数较
好地平衡了算法的开发和探索能力. SCA具有参数
少、易实现、结构简单、收敛速度快等优点,但也存
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在着计算精度低、易早熟收敛等缺点.
为了改进SCA的性能,文献 [4]将反向学习策略

融入SCA的初始化过程和更新过程,提出了基于反
向学习的SCA(OBSCA),提高了SCA的精度和性能.
为了改进SCA的计算精度,本文对SCA作了以下3个
方面的改进: 1)采用非线性对数曲线参数调整策略,
平衡算法的开发与探索能力; 2)利用混沌序列的随
机性、遍历性以及规律性特点,设计一种基于精英个
体的混沌搜索策略,增强算法的局部搜索能力; 3)采
用基于精英混沌搜索策略的SCA与反向策略交替进
行的方法增强解的多样性,降低算法的复杂度,减少
算法运行时间. 23个基准测试函数的实验结果表明,
改进的SCA能够有效地协调探索和开发能力,并且
在收敛精度与收敛速度上优于对比算法.

1 正弦余弦算法

对于n维最小化问题

min f(z) = min f(z1, z2, · · · , zn);

s.t. ai ⩽ zi ⩽ bi, i = 1, 2, · · · , n.

其中:xi为优化变量, ai、bi为其上下界.
SCA的求解思路是,设种群规模为N ,首先在n

维解空间中随机产生N个个体x1, x2, · · · , xN ,第 i个

个体的位置表示为xi = (xi1, xi2, · · · , xin), i = 1, 2,

· · · , N .通过目标函数计算个体的适应度值f(xi),记
录种群中最优个体位置x∗ : x∗ = argminf(xi), i=1,

2, · · · , N .种群中第i个个体第j维按下式进行更新:

xt+1
ij =xt

ij + r1 · sin (r2)|r3 · xt
∗j − xt

ij |, r4 < 0.5;

xt
ij + r1 · cos(r2)|r3 · xt

∗j − xt
ij |, r4 ⩾ 0.5.

(1)

其中: r2 ∈ (0, 2π), r3 ∈ (0, 2), r4 ∈ (0, 1)为均匀分布

的随机数;xt
∗为当前最优个体位置; r1为控制参数,表

示为

r1 = a
(
1− t

tmax

)
. (2)

a为常数; t、tmax分别为当前迭代次数和最大化迭代

次数,利用贪婪搜索更新种群最优个体位置.

2 基于精英混沌搜索策略的交替正余弦

算法

2.1 控制参数的非线性调整策略

在SCA中,参数 r1起着平衡全局探索能力和局

部搜索能力的重要作用.当r1 < 1时使下一代的解

位于当前解与目标解之间,强调算法的开发能力;当
r1 > 1时解位于当前解和目标解之外,强调算法的探

索能力.由式 (2)可以看出, r1随迭代次数的增加线性
递减,在算法迭代初期, r1的值较大,使算法具有较强
的全局探索能力,在算法迭代后期, r1的值较小,增加
了算法的开发能力.但是,线性变化方式不能有效地
增加SCA的寻优精度,本文通过非线性函数[5]对 r1

进行改进.利用自然对数在 [1, e]上非线性递增的特

性, r1的调整策略为

r1(t) =

astart − (astart − aend) ln
(
1 +

(e− 1)

η
· t

tmax

)
. (3)

其中: astart、aend为控制参数a的初始值和最终值,
astart > aend ⩾ 0; η > 0为调节系数.由式 (3)可以
看出, r1随着迭代次数的增加非线性变化,可以有效
地平衡SCA的探索和开发能力,提高算法的寻优能
力和收敛速度.

2.2 反向学习策略略

反向学习 (OBL)[6]是增强随机优化算法性能的

重要方法,通过贪婪选择目标函数在当前解和反向解
种群的适应度值,增强了种群的多样性,提高了算法
接近全局最优解的能力.文献 [4]提出的OBSCA在
基本SCA中加入反向学习策略,提高了SCA的求解
精度.本文旨在将SCA与反向学习策略交替进行,以
降低算法的复杂性,从而在改进种群多样性的同时提
高算法的收敛速度.
定义1 反向解.设第 t代种群中第 i个个体为

xt
i = (xt

i1, x
t
i2, · · · , xt

in),记aj、bj为搜索空间中第 j

维的下界和上界,令

x̄t
ij = aj + bj − xt

ij . (4)

称 x̄t
i = (x̄t

i1, x̄
t
i2, · · · , x̄t

in)为其反向解.
由式 (4)可知,反向学习算法通过反向策略产生

N个反向解,使算法在2N个个体中挑选优秀个体进

入下一代,增强了种群的多样性和全局探索能力,同
时贪婪选择策略又增加了算法的收敛速度.

2.3 精英混沌搜索策略

群智能算法的优劣在于有效地平衡算法的探索

与开发能力,为了提高算法的开发能力,利用混沌的
随机性、遍历性和规律性的特点,对精英个体[7]进行

混沌变异.对种群中N个个体按适应度值升序排序,
选择前m = pr · N个个体作为精英个体, pr ∈ [0, 1]

为选择比例,记精英个体为 {ext
1, ext

2, · · · , ext
m} ⊂

{xt
1, x

t
2, · · · , xt

N}, ext
i = (ext

i1, ext
i2, · · · , ext

in), i =

1, 2, · · · ,m. 其第j(j = 1, 2, · · · , n)维的上下界[8]分

别为
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j = max(ext

1j , ext
2j , · · · , ext

mj),

eat
j = min(ext

1j , ext
2j , · · · , ext

mj).
(5)

将精英个体ext
i由解空间按式 (6)映射到 [0, 1],得到混

沌变量Ct
i = (Ct

i1, C
t
i2, · · · , Ct

in),有

Ct
ij =

ext
ij − eat

j

ebt
j − eat

j

. (6)

利用式(7)对Ct
ij进行混沌迭代,有

Ct
ij(k + 1) = µCt

ij(k)(1− Ct
ij(k)). (7)

其中:µ为常数,取值为4; k为混沌迭代次数, 0 ⩽ k ⩽
ceil(t/10), ceil(x)表示对x向上取整.

当k达到最大迭代次数kmax时,得到第 i个精英

个体对应的混沌变量Ckmax
i ,利用下式将其映射至

[eat
j , ebt

j ]内,得到对应混沌个体xCt
i ,有

xCt
ij = Ckmax

ij (ebt
j − eat

j) + eat
j . (8)

对混沌个体xCt
i与原个体 ext

i,由下式生成候选
解:

xt
i(λ) = λext

i + (1− λ)xCt
i , (9)

其中λ为收缩因子,其值为

λ =
tmax − t

tmax
. (10)

在得到的候选解xt
i(λ)与对应精英个体ext

i之间

采用贪婪选择策略,选择优秀的个体ext′

i 取代当前个

体ext
i,即

ext′

i =

ext
i, f(ext

i) ⩽ f(xt
i(λ));

xt
i(λ), f(ext

i) > f(xt
i(λ)).

(11)

由式 (10)可以看出,设计的收缩因子λ随着迭代

次数的增加逐渐减小.式 (9)表明,λ越小, ext
i对候选

解xt
i(λ)的影响越小.因此,算法随着迭代次数的增

加,精英个体的上下界范围逐渐缩小至目标解附近,
候选解xt

i(λ)越侧重随机性、多样性较强的混沌个

体xCt
i ,局部搜索能力越强.精英个体的混沌变异策

略所控制的混沌搜索范围随算法迭代次数的增加逐

渐缩小,实验验证该策略具有较强的局部搜索能力.

2.4 算法描述

反向学习算法能增加种群的多样性,增强算法的
探索能力,精英混沌搜索策略可以增强算法的开发能
力,将融入精英混沌搜索策略的SCA与融入精英混
沌搜索策略的OBL交替执行,可以很好地降低算法
的复杂度,减少算法的运行时间.因此,基于精英混沌
搜索策略的交替正余弦算法(COSCA)步骤如下.

Step 1: 算法参数设置.种群规模N ,控制参数a

的初始值astart和最终值aend,最大化迭代次数 tmax,

调节系数η > 0,精英选择比例pr.
Step 2:初始化.令t = 0,随机在解搜索空中产生

N个个体,组成种群G.
Step 3: 对G中的个体执行式 (4)的反向策略,形

成种群 Ḡ,计算 Ḡ
∪
G中个体的函数值,按从小到大

排序,选择前N个个体组成初始种群Gt,并记录最优
个体xt

∗.
Step 4:若t为奇数,则执行Step 4.1;若t为偶数,则

执行Step 4.2:
Step 4.1:对Gt中的个体执行 SCA算法,其中控

制参数r1如式 (3)所示,对个体按适应度值由小到大
排序得到种群Gt+1

z ;
Step 4.2: 对Gt中的个体进行式 (4)的OBL策略

更新得到 Ḡt,对 Ḡ
∪

G中的个体按函数值从小到大

排序,选择前N个个体组成种群Gt+1
z .

Step 5:对 Gt+1
z 中的前 m个精英个体进行式

(5)∼ (11)所示的精英混沌搜索,其余N − m个个体

不变,形成种群Gt+1.
Step 6: 记录Gt+1中最优个体xt+1

∗ ,若 f(xt
∗) <

f(xt+1
∗ ),则xt+1

∗ = xt
∗.

Step 7: 判断算法是否满足结束条件,若满足,输
出最优值f(xt+1

∗ ),否则令t = t+ 1,转至Step 4.

2.5 算法收敛性分析

文献 [9]利用鞅论给出了由最优值引导的算法
收敛性分析,文献 [10-11]给出了混沌搜索和反向学
习引导的算法的收敛性分析.由COSCA过程可以看
出,个体的演化是基于随机过程的马尔可夫链.由文
献 [9-11]的收敛性分析过程可得到, COSCA随迭代
次数的增加,依概率收敛到全局最优解.

3 数值实验与分析

为了验证COSCA的性能,本文选取文献 [12-15]
中由F1 ∼ F7表示的单峰函数,F8 ∼ F13表示的多峰

函数和F14 ∼ F23表示的固定维函数的23个标准测
试函数进行仿真实验.

3.1 与SCA, OBSCA, GWO, PSO算法的比较

为了测试 COSCA的性能,将 COSCA与 SCA、
OBSCA、 PSO算法及其改进算法OBPSO[16]算法、

GWO算法进行实验比较.此外,对比实验中加入了未
修改参数r1的COSCA (简记为COrSCA)以验证非线
性参数调整策略的有效性.在对比实验中,为了公平
起见,所有算法均使用相同的种群规模N = 30,算法
的最大迭代次数 tmax = 500.对于每个测试函数,各
算法均独立运行20次 (runs),记录其平均精度Ave,标
准差STD和CPU时间,利用显著性水平α = 0.05的
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Wilcoxon秩和检验[17]评价两种算法的优劣.平均精
度、标准差的计算公式为

Ave =
1

runs

runs∑
i=1

valuei, (12)

STD =

√√√√ 1

runs − 1

runs∑
i=1

(valuei − Ave)2, (13)

其中valuei表示算法第i次的运行结果.
COSCA中, r1取值见式 (3), η = 1, astart = 1,

aend = 0,精英个体比例pr = 0.1,其他算法的参数
设置如表1所示.

表 1 算法参数设置

算法 参数名称 数值

SCA a 2

OBSCA a 2

vmax, vmin 6,−6

PSO wmax, wmin 0.9, 0.2

c1, c2 1.496, 1.496

OBPSO

vmax, vmin 6,−6

wmax, wmin 0.9, 0.2

c1, c2 1.496, 1.496

p0 0.3

GWO amax, amin 2, 0

表2给出了7种算法在维数n = 30时独立运行

20次的平均精度和标准差, “ + / = / − ”分别表示
用Wilcoxon秩和检验时对比算法“优于/相当/劣于”
COSCA函数的个数,加粗数据表示计算效果好的函
数.表3给出了COSCA与对比算法进行Wilcoxon秩
和检测时的概率值P以及运行20次的CPU时间,加
粗数据表示对比算法与COSCA算法计算结果差异
较小.
为了更直观地反映各算法的性能,图1给出了7

种算法对6个测试函数的收敛曲线. F1, F2, F9, F10的

收敛曲线以 log10(f(x))作为纵坐标.
由表 2和图 1可以看出, COSCA的性能明显

优于 SCA与OBSCA.通过Wilcoxon秩和检验可知,
COSCA对20个函数的结果优于SCA, 19个函数的结
果优于OBSCA,尤其对函数F9与F11, COSCA可收
敛到理论最优值0,且标准差为0.

由表2可知, COSCA对14个测试函数的结果优
于COrSCA,说明式 (3)非线性策略对提高算法精度
有显著影响.对函数F1 ∼ F7和F14 ∼ F23, COrSCA
标准差数值较大,说明COrSCA稳定性较弱, COSCA
标准差较小,说明COSCA鲁棒性较强.
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图 1 部分函数适应度值收敛曲线
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表 2 COSCA与对比算法在测试函数F1 ∼ F23上取得的结果比较(n = 30)

测试函数
算 法

SCA OBSCA GWO PSO OBPSO COrSCA COSCA

F1

Ave 10.836 2 1.04e-11 2.22e-27 2.75e-04 1.42e-04 7.94e-51 2.44e-78
STD 12.540 9 3.48e-11 4.68e-27 1.09e-19 1.21e-04 3.24e-50 3.21e-94

F2

Ave 0.032 3 1.76e-12 8.55e-17 0.044 8 0.036 6 5.76e-33 1.52e-44
STD 0.044 3 6.57e-12 4.16e-17 6.20e-18 0.033 7 2.19e-32 1.94e-60

F3

Ave 8.28e+03 6.666 1 8.86e-06 86.551 0 78.056 9 2.45e-14 1.78e-15
STD 5.32e+03 18.851 9 1.83e-05 4.76e-15 36.650 1 4.07e-14 1.45e-30

F4

Ave 35.476 4 0.149 4 8.83e-07 1.114 3 1.052 8 5.45e-16 5.27e-35
STD 9.710 9 0.292 0 5.93e-07 5.23e-16 0.198 2 1.49e-15 1.91e-50

F5

Ave 4.71e+04 28.563 9 27.046 9 117.010 1 95.361 6 28.389 9 28.373 2
STD 7.02e+04 0.278 4 0.886 5 4.76e-14 23.809 0 0.361 2 7.94e-16

F6

Ave 15.352 9 4.722 7 0.795 4 4.50e-04 3.88e-04 3.512 6 3.823 7
STD 16.022 7 0.264 1 0.343 0 6.06e-20 5.23e-04 0.299 6 7.94e-16

F7

Ave 0.100 1 0.003 5 0.001 9 0.178 1 0.184 6 0.001 4 3.21e-04
STD 0.085 5 0.002 1 0.001 1 8.68e-17 0.078 6 8.33e-4 6.06e-21

F8

Ave −3.87e+3 −4.03e+03 −6.03e+03 −5.35e+03 −8.14e+3 −3.70e+03 −3.31e+03
STD 330.602 2 328.513 3 803.094 2 5.02e-13 958.766 8 269.718 0 2.64e-12

F9

Ave 51.578 0 1.24e-08 3.644 0 53.733 9 54.145 3 0 0
STD 37.761 5 3.79e-08 5.189 5 3.81e-14 0.403 7 0 0

F10

Ave 16.509 8 2.2835 1.04e-13 0.3418 1.1157 3.55e-15 2.48e-15
STD 7.033 9 3.200 2 1.90e-14 0 0.787 9 1.57e-15 7.05e-31

F11

Ave 0.930 0 0.008 3 0.004 0 0.009 8 0.007 3 0 0
STD 0.332 3 0.032 5 0.007 4 3.10e-18 0.005 4 0 0

F12

Ave 1.31e+05 0.532 7 0.046 5 0.010 4 0.026 0 0.313 0 0.367 9
STD 5.62e05 0.100 6 0.025 6 1.55e-18 0.066 2 0.062 5 1.73e-16

F13

Ave 2.85e+05 2.628 8 0.666 6 0.006 0 0.010 0 1.894 4 2.036 1
STD 8.49e+05 0.164 0 0.201 0 3.41e-18 0.009 4 0.134 6 1.20e-15

F14

Ave 1.495 9 1.794 4 4.721 4 3.121 0 1.839 6 1.853 6 3.558 7
STD 0.858 1 0.969 7 4.027 5 2.97e-16 1.366 9 0.861 2 5.95e-16

F15

Ave 0.001 0 8.59e-04 0.004 4 8.51e-04 8.58e-04 9.80e-4 7.87e-04
STD 4.30e-04 2.18e-04 0.008 0 1.09e-18 1.540 3e-04 2.69e-4 7.75e-19

F16

Ave −1.031 6 −1.031 6 −1.031 6 −1.031 6 −1.031 6 −1.031 6 −1.031 6
STD 5.27e-05 8.19e-06 2.88e-08 6.95e-16 1.90e-16 4.00e-4 1.09e-16

F17

Ave 0.399 5 0.399 0 0.397 9 0.397 9 0.397 9 0.398 2 0.398 0
STD 0.001 7 7.57e-04 8.18e-07 0 0 1.906 2e-005 0

F18

Ave 3.000 0 3.000 0 3.000 0 3.000 0 3.000 0 3.000 0 3.000 0
STD 1.08e-04 5.74e-05 6.64e-05 1.58e-15 1.63e-015 1.396 9e-005 7.94e-16

F19

Ave −3.855 0 −3.856 8 −3.861 2 −3.862 8 −3.862 8 −3.858 8 −3.858 9
STD 0.001 7 0.003 4 0.002 4 9.53e-15 2.12e-15 0.002 3 1.39e-15

F20

Ave −2.884 7 −3.108 3 −3.240 5 −3.262 5 −3.262 6 −3.166 3 −3.156 1
STD 0.408 3 0.032 3 0.069 7 9.93e-16 0.061 0 0.042 7 9.93e-16

F21

Ave −2.363 6 −8.967 3 −9.020 0 −7.140 8 −9.019 5 −8.176 0 −9.583 4
STD 1.725 4 1.987 1 1.522 3 3.16e-15 2.374 7 2.421 5 6.35e-15

F22

Ave −3.398 5 −9.936 9 −10.137 4 −7.861 0 −9.609 8 −10.137 0 −10.320 8
STD 2.119 3 0.214 5 1.149 3 8.53e-15 1.937 2 0.349 3 4.36e-15

F23

Ave −4.065 8 −10.208 0 −10.128 5 −9.364 1 −10.000 3 −10.367 7 −10.482 1
STD 1.860 9 0.216 6 1.768 1 1.19e-14 1.650 0 0.173 1 3.97e-15

+/ = /− 1/2/20 2/2/19 6/2/15 5/2/16 6/0/17 4/5/14



第8期 郭文艳等: 基于精英混沌搜索策略的交替正余弦算法 1659

表 3 COSCA与对比算法的检验值P以及运行时间比较(n = 30)

Func
SCA OBSCA GWO PSO OBPSO COrSCA COSCA

P CPU / s P CPU / s P CPU / s P CPU / s P CPU / s P CPU / s

F1 6.79e-8 3.663 5 6.79e-8 4.450 3 6.79e-8 4.415 1 6.79e-8 2.197 8 6.79e-8 2.862 3 6.79e-8 3.479 6

F2 6.79e-8 4.152 9 6.79e-8 5.263 8 6.79e-8 4.817 1 6.79e-8 2.654 4 6.79e-8 3.225 9 6.79e-8 3.963 2

F3 6.79e-8 16.928 6 6.79e-8 30.641 5 6.79e-8 17.246 2 6.79e-8 15.105 5 6.79e-8 18.225 9 6.61e-5 18.374

F4 6.79e-8 4.663 9 6.79e-8 6.024 1 6.79e-8 5.183 0 6.79e-8 2.889 3 6.79e-8 4.177 4 6.79e-8 4.902 1

F5 6.79e-8 5.487 2 6.79e-8 7.893 5 1.80e-5 6.487 7 0.001 2 3.965 8 1.20e-6 4.719 8 0.394 2 5.623 9

F6 0.004 0 3.718 4 0.004 0 4.521 9 6.79e-8 4.188 2 6.79e-8 2.230 7 6.79e-8 3.243 7 0.001 0 3.461 4

F7 6.79e-8 5.987 9 6.79e-8 9.117 6 5.22e-7 6.374 0 6.79e-8 4.416 1 6.79e-8 4.900 8 3.01e-6 6.325 2

F8 0.253 1 4.073 1 0.136 2 5.199 1 7.89e-8 4.454 2 2.56e-7 2.552 2 6.79e-8 3.318 7 1.25e-5 3.989 3

F9 8.00e-9 5.291 6 8.00e-9 7.164 6 7.90e-9 6.271 9 8.00e-9 3.700 8 7.89e-8 4.580 4 NaN 4.773 7

F10 4.14e-8 5.974 9 4.14e-8 8.814 8 4.03e-8 6.259 7 4.14e-8 4.104 5 2.86e-8 5.577 9 0.057 9 5.648 0

F11 8.00e-9 5.032 7 8.00e-9 7.054 3 0.019 8 5.262 3 8.00e-9 3.391 0 8.00e-9 4.419 3 NaN 5.236 4

F12 7.89e-8 10.779 7 7.89e-8 18.483 6 6.79e-8 10.966 1 6.79e-8 8.924 5 6.79e-8 11.289 4 0.126 4 10.606

F13 6.79e-8 10.541 7 6.79e-8 18.008 3 6.79e-8 10.793 2 6.79e-8 8.752 3 6.79e-8 10.979 5 0.081 0 10.818

F14 0.005 6 20.118 1 0.005 6 38.024 8 0.715 0 19.847 6 0.408 4 18.402 2 0.005 4 22.345 5 0.002 1 20.831

F15 0.076 4 3.487 0 0.076 4 5.404 6 0.007 1 3.493 5 0.063 9 2.139 6 3.74e-4 2.681 7 0.014 4 3.513 6

F16 5.22e-7 2.238 4 5.22e-7 3.204 0 1.43e-7 2.229 2 3.25e-8 1.146 2 3.29e-8 2.047 9 7.57e-4 2.269 8

F17 5.87e-6 1.842 1 5.87e-6 2.438 8 1.91e-7 1.894 2 8.00e-9 0.740 6 8.00e-9 1.554 2 1.80e-5 1.970 3

F18 3.04e-4 1.915 8 3.04e-4 2.797 7 0.126 4 1.909 7 5.66e-8 0.936 3 6.25e-8 1.214 0 0.903 1 0.208 5

F19 1.25e-5 3.870 2 1.25e-5 6.043 6 3.04e-4 3.804 6 2.40e-8 2.493 0 3.66e-8 3.749 2 0.016 7 4.259 6

F20 1.57e-6 3.990 9 1.57e-6 6.252 1 3.74e-4 3.977 6 1.17e-5 2.683 4 8.57e-7 4.961 1 0.113 6 4.521 3

F21 1.06e-7 5.841 7 1.06e-7 9.596 0 7.57e-6 5.682 1 6.79e-8 4.191 5 3.34e-4 6.477 6 0.133 3 6.184 2

F22 6.79e-8 6.299 7 6.79e-8 10.693 4 1.20e-6 6.329 0 9.5e-04 4.944 4 1.05e-4 6.872 7 0.003 1 7.428 0

F23 6.79e-8 7.554 1 6.79e-8 13.251 0 1.57e-6 7.545 9 1.43e-4 6.228 6 1.21e-5 8.225 3 0.013 3 9.060 0

由表2可看出:与GWO、PSO、OBPSO算法相比,
COSCA均获得了较好的收敛结果,函数F1 ∼ F4, F7

中COSCA的精度远高于GWO、PSO、OBPSO算法,同
时COSCA标准差相对较小; COSCA算法对F9和F10

结果较优,对F11 ∼ F13结果较差,说明COSCA在求
解多峰优化问题时性能上仍需加强.此外, COSCA对
函数F15 ∼ F23的结果较优,在F21 ∼ F23上获得的

结果接近理论最优解.统计表2中7种算法表现结果,
COSCA在16个函数中结果最优,在18个函数中标准
差最小.在α = 0.05的显著性水平下,由Wilcoxon秩
和检验结果可知, GWO、PSO、OBPSO对应结果分别
为6/2/15、5/2/16、6/0/17.由表3可知, COSCA的
CPU时间优于OBSCA、GWO、OBPSO算法,与SCA
算法相当,不及PSO算法.
综上所述, COSCA性能优于 6种对比算法,且

COSCA具有收敛速度快、精度高、计算量小、鲁棒
性较强等特点,同时有效地协调了算法探索与开发能
力,能够很好地处理大部分问题.

3.2 精英个体比例分析

精英个体比例pr的选取是精英混沌搜索策略的
关键所在.由第2.3节可知,精英混沌搜索策略可以增
强算法的局部开发能力,较大的 pr会使算法产生早
熟,而pr取值过小则对算法的影响甚微,因此本节通
过仿真实验来检测pr取值对算法性能的影响.单峰
函数可以很好地检验算法的局部搜索能力,而多峰
函数因其拥有大量局部极值被认为是最具挑战性的

问题,故选取函数F1 ∼ F12进行实验, pr在 [0, 0.4]区
间内以0.1的间隔取5个值, r1策略见式 (3),其他参数
不变,用Friedman检验[18]实验结果的差异性.表4给
出了测试函数为30维时的平均精度、标准差、排序
(Rank)以及检验的概率值P .由表4可见,测试函数对
应的Friedman检测值P均小于0.05,表明5种pr取值
对应的算法结果之间存在显著差异.当参数pr取不
同值时, COSCA在测试函数中结果相差较大,因此精
英混沌搜索策略对pr的取值较为敏感.在本文中,当
pr = 0.1时, COSCA性能最优.
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表 4 控制参数pr在测试函数F1 ∼ F12上取得的结果比较 (均值,标准差, Friedman-P , rank,n = 30)

pr
F1(P = 1.227 7e-16) F2(P = 2.298 4e-16) F3(P = 9.493 8e-15) F4(P = 8.146 5e-17)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

0 1.82e-05 7.57e-22 5 2.52e-07 3.55e-23 5 241.208 0 6.35e-15 5 1.222 0 7.19e-16 5
0.1 7.63e-62 9.12e-62 2 4.87e-36 8.18e-36 2 1.09e-15 1.43e-15 1 1.40e-23 2.45e-23 2
0.2 6.82e-67 9.00e-67 1 6.44e-38 9.26e-38 1 3.80e-13 2.13e-13 2 1.58e-25 2.64e-25 1
0.3 7.91e-31 1.67e-30 3 3.24e-19 6.38e-19 3 9.99e-08 1.78e-07 3 6.77e-11 5.45e-11 4
0.4 5.17e-29 6.11e-29 4 4.11e-14 4.86e-14 4 0.044 3 0.033 8 4 5.11e-11 2.24e-11 3

pr
F5(P = 4.885 3e-11) F6(P = 9.851 9e-14) F7(P = 3.403 5e-16) F8(P = 1.163 5e-09)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

0 30.451 9 3.17e-15 5 5.754 7 9.93e-16 5 0.387 3 4.96e-17 5 −2.40e+03 3.559e-13 5
0.1 28.000 8 0.319 9 1 3.352 6 0.183 5 4 8.93e-04 3.43e-04 1 −3.67e+03 254.748 8 4
0.2 28.045 2 0.205 8 3 2.719 4 0.227 0 3 0.001 4 4.80e-04 2 −3.72e+03 278.532 9 3
0.3 28.163 0 0.192 5 4 2.069 5 0.246 2 2 0.003 7 8.76e-04 3 −3.92e+03 261.770 4 1
0.4 28.037 0 0.069 0 2 2.039 7 0.234 9 1 0.007 4 0.001 6 4 −3.85e+03 263.241 6 2

pr
F9(P = 7.594 0e-16) F10(P = 1.054 8e-16) F11(P = 1.552 6e-16) F12(P = 1.560 8e-14)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

0 7.53e-05 1.51e-20 5 0.005 2 1.93e-19 5 4.51e-04 2.38e-04 5 0.950 0 7.44e-17 5
0.1 0 0 2 1.95e-15 1.49e-15 1 0 0 3 0.294 7 0.036 7 4
0.2 0 0 2 3.73e-15 1.00e-15 2 0 0 3 0.199 6 0.017 6 3
0.3 0 0 2 4.44e-15 0 3 0 0 3 0.164 6 0.029 7 2
0.4 4.62e-34 2.31e-34 4 1.04e-14 7.94e-15 4 0 0 3 0.152 7 0.047 2 1

3.3 控制参数r1分析

SCA中,控制参数 r1起着平衡算法开发与探索

能力的作用,较大的参数r1利于探索,较小的参数r1

利于开发.式 (3)中, r1 ∈ [aend, astart]非线性递减,非
线性调节系数 η和 astart、 aend起着重要的作用,本
小节通过仿真实验对 η和 astart、 aend取不同值时

的算法性能进行分析.测试函数与 3.2节相同,精英
个体比例 pr = 0.1,其他参数不变,实验结果通过
Friedman进行检验.不同的 η值对COSCA性能的影
响结果比较如表5所示, 4组不同astart、aend仿真结

果如表6所示.由表5可知, η = 1时,效果最好.由表6
可知, astart = 1, aend = 0对应算法性能最优.

表 5 不同的η值对COSCA性能的影响结果比较(n = 30, astart = 1, aend = 0)

η
F1(P = 2.269 8e-14) F2(P = 5.172 9e-13) F3(P = 1.431 9e-08) F4(P = 5.294 9e-16)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

1 1.79e-78 5.35e-95 1 8.66e-44 1.31e-58 1 4.55e-16 0 1 5.53e-19 3.44e-34 1
2 2.54e-74 9.30e-74 2 1.14e-45 3.06e-45 2 2.32e-16 3.83e-16 2 9.21e-10 2.38e-09 2
3 4.11e-68 1.27e-67 3 7.26e-43 2.25e-42 3 3.17e-14 5.06e-14 3 1.87e-07 1.90e-07 3
5 5.34e-63 9.65e-79 4 1.57e-40 4.55e-57 4 1.53e-13 1.01e-28 4 9.1511 6.75e-15 4

η
F5(P = 2.536 8e-06) F6(P = 2.381 0e-13) F7(P = 8.086 7e-12) F8(P = 0.014 6)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

1 28.016 8 7.912e-15 1 3.516 2 2.48e-15 2 8.31e-04 6.54e-19 1 −3.66e+03 2.84e-12 4
2 28.374 5 0.291 9 3 3.423 1 0.317 7 1 0.006 4 0.003 2 2 −3.85e+03 322.249 3 2
3 28.321 8 0.202 5 2 4.209 6 0.512 4 3 0.009 2 0.004 8 3 −3.84e+03 293.672 9 3
5 28.548 4 7.14e-15 4 5.046 4 3.77e-15 4 0.017 6 2.01e-17 4 −3.90e+03 3.35e-12 1

η
F9(P = 1.131 9e-11) F10(P = 7.146 0e-16) F11(P = 6.773 1e-14) F12(P = 2.038 7e-13)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

1 0 0 2 2.48e-15 8.81e-031 1 0 0 2 0.307 9 3.72e-17 1
2 0 0 2 4.26e-15 1.628e-15 2 0 0 2 0.374 2 0.116 6 2
3 0 0 2 1.77e-10 7.61e-10 3 0 0 2 0.530 6 0.109 7 3
5 1.25e-13 4.51e-29 4 8.55e-09 0 4 1.15e-14 1.69e-29 4 0.665 4 2.48e-16 4
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表 6 不同的astart, aend值对COSCA性能的影响结果比较(n = 30)

astart、aend
F1(P = 1.741 8e-16) F2(P = 1.741 8e-16) F3(P = 3.437 6e-15) F4(P = 3.515 6e-16)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

1, 0 2.27e-79 1.34e-94 1 3.63e-45 5.98e-60 1 6.11e-16 2.20e-31 1 5.60e-35 6.21e-50 1

2, 0 5.66e-60 2.32e-59 2 3.10e-37 8.11e-37 2 1.05e-15 1.60e-15 2 4.78e-21 1.79e-20 2

2, 1 1.47e-29 3.38e-29 3 3.26e-20 7.08e-20 4 4.01e-11 5.72e-11 4 1.31e-07 2.36e-07 3

3, 0 1.17e-43 7.12e-59 4 7.67e-28 5.21e-43 3 6.85e-14 1.12e-29 3 5.03e-11 3.66e-26 4

astart、aend
F5(P = 0.308 4) F6(P = 5.580 7e-06) F7(P = 5.883 3e-14) F8(P = 8.111 4e-8)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

1, 0 28.422 9 1.11e-14 3 3.844 7 2.03e-15 4 2.17e-04 2.48e-19 1 −3.30e+03 1.22e-12 4

2, 0 28.241 0 0.425 2 3 3.423 1 0.2621 1 6.11e-04 3.57e-04 2 −3.58e+03 279.969 3 3

2, 1 28.136 4 0.289 9 3 3.467 8 0.337 0 2 0.010 6 0.004 3 4 −3.84e+03 282.626 3 2

3, 0 28.142 5 1.90e-14 3 3.815 3 2.08e-15 3 0.001 3 5.09e-19 3 −3.89e+03 2.54e-12 1

astart、aend
F9(P = 4.994 0e-04) F10(P = 7.146 0e-16) F11(P = 9.437 8e-10) F12(P = 1.344 0e-05)

Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank Ave Std Rank

1, 0 0 0 3 2.48e-15 7.05e-31 1 0 0 3 0.371 8 1.86e-16 3

2, 0 0 0 3 3.19e-15 1.69e-15 2 0 0 3 0.317 1 0.123 5 2

2, 1 0 0 3 1.24e-12 5.05e-12 4 0 0 3 0.445 5 0.130 6 4

3, 0 0 0 3 4.44e-15 0 3 0 0 3 0.306 7 6.82e-17 1

3.4 时间复杂度分析

本节给出COSCA的时间复杂度.为了简化表达
式,在计算时间复杂度时,将精英混沌策略中的混沌
迭代部分记为C iter,种群规模为N . COSCA的实验
阶段使用了快排算法Qs,最优条件下快排N个个体

算法的时间复杂度为O(N logN),最差条件下其时
间复杂度为O(N2).

SCA时间复杂度为

O(SCA) = O(N · n · tmax). (14)

OBSCA时间复杂度为

O(OBSCA) = O((2N · n+OQS) · tmax). (15)

COSCA时间复杂度为

O(COSCA) = O((1.1N · n+OQS) · tmax + C iter),

(16)

O(C iter) = O
((

0.5 +
tmax

20

)
· tmax

)
. (17)

其中:n表示搜索空间维数, tmax表示最大迭代次

数. COSCA与SCA时间复杂度差值为O((0.1N · n +

OQS) · tmax +C iter), OBSCA与SCA时间复杂度差值
为O((N · n+ OQS) · tmax), C

iter时间复杂度较低,因

此COSCA复杂度低于OBSCA.
仿真实验计算机配置: Intel(R) Core(TM) i5-

6 200U CPU @2.30 GHz 2.40 GHz, 8 GB内存.算法
CPU时间可从侧面反映该算法的时间复杂度,将
表 3中各算法的CPU时间累积,得到PSO算法CPU
时间最短 (108.79 s), SCA的CPU时间次之 (141.23 s),
OBPSO算法与 COSCA的 CPU时间相仿,分别为
141.65 s和 147.44 s, GWO算法CPU时间为 149.43 s,
OBSCA的CPU时间最长,为223.71 s.

COSCA时间复杂度低于OBSCA、GWO算法,
与SCA、OBPSO算法时间复杂度相仿,复杂度高于
PSO算法. OBPSO作为 PSO的改进算法,复杂度与
COSCA相仿,而COSCA计算精度与稳定性均优于
OBPSO,因此COSCA优于PSO算法.

4 结 论

本文提出了一种基于对数非线性参数调整和精

英混沌搜索策略的交替正余弦算法,既拓展了算法
的全局搜索能力,又增强了算法的局部开发能力. 23
个基准测试函数的实验结果表明: COSCA收敛性和
稳定性方面优于SCA、OBSCA、GWO以及PSO算
法; COSCA时间复杂度优于OBSCA,与SCA、GWO
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相仿; PSO算法在时间复杂度上优于COSCA,但收敛
精度与稳定性方面劣于COSCA,综合实验结果表明
COSCA优于PSO算法.
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