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符号网络下多智能体系统二分一致性的牵制控制问题
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(1. 上海交通大学自动化系，上海 200240；2. 上海泛智能源装备有限公司，上海 201400)

摘 要: 一致性是多智能体系统分布式协同控制的核心.以往关于一致性问题的研究大多集中在个体间只有正
权重相互作用的网络中.现研究符号网络 (网络中个体间既存在正权重相互作用又存在负权重相互作用)下二分
一致性的牵制控制问题.针对外界输入仅作用于网络节点二元划分的同一簇个体和外界输入分别作用于网络节
点二元划分的两簇中个体两种情形,给出其二分一致性稳态值的定量化描述,即如果外界输入只控制其中一簇的
个体，则当外界输入作用为正 (负)权重时,受到外界输入直接影响的一簇个体的状态收敛到外界输入 (外界输入
的相反数),另一簇个体状态收敛到外界输入的相反数 (外界输入);如果外界输入以相反的权重符号分别控制两簇
中的个体,则由正 (负)权重外界输入控制的一簇个体状态收敛到外界输入 (外界输入的相反数),另一簇个体状态
收敛到外界输入的相反数 (外界输入).仿真研究验证了所提出理论的有效性.
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Abstract: Consensus protocols play a central role in the coordination distributed of multi-agent systems. Previous studies
are mostly concentrated on the networks with only non-negative weighted edges. This paper examines the leader-following
bipartite consensus problem under signed networks, where both positively and negatively weighted edges are allowed. A
quantitative characterization of bipartite consensus is given according to the influence pattern of external inputs. If the
agents in only one of the two clusters are influenced by external inputs, then agents in the cluster that is directly influenced
by positively (resp. negatively) weighted external inputs will reach a consensus on external inputs (resp. opposite number
of the external inputs), and agents in the other cluster reach a consensus on the opposite number of the external inputs
(resp. external inputs). On the other hand, if agents in both clusters are influenced by external inputs with opposite signs
of weights, then agents in the cluster that is directly influenced by positively (resp. negatively) weighted external input
reach a consensus on external inputs (resp. opposite number of the external inputs), and agents in the other cluster will
reach a consensus on the opposite number of the external inputs (resp. external inputs). Simulation results show the
effectiveness of the theoretical results.
Keywords: signed networks；bipartite consensus；pinning control；multi-agent systems；attraction and repulsion；signed
Laplacian matrix

0 引

在系统控制领域,一致性协议是对多个体 (智能
体)系统实施分布式协调控制的重要协议之一[1].一
致性协议可以实现多个体系统中个体状态 (或输出)
的分布式同步以及外界控制输入在多个体系统中的

有效扩散.如果一个多个体系统中的个体遵循一致
性协议,则称该多个体系统为一致性网络.一致性网
络同时受到来自物理学、社会科学和计算机科学等

领域学者的广泛关注,例如振子网络的同步、社会网
络的舆论演化和网络上的扩散或传播过程等[2-3].一
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致性问题可以追溯到1974年Degroot对社会网络舆
论演化的研究[4].随后,一致性问题被转化为对随机
矩阵无穷次乘积的收敛性问题的讨论[5].对自然界中
鱼群、鸟群等社会性生物的群集现象的建模也是一

致性问题重要的研究方向[6].在此基础上,由Olfati-
Saber提出了群集算法并给出了系统稳定的理论保
证[7].在群集行为模型的基础上,逐渐催生了多个体
系统的编队、覆盖和围堵等分布式控制算法[8-9].
在针对一致性问题研究的很长一段时间里, 大

多假设网络中个体间相互作用的权重由非负实数刻

画,然而很多实际网络拓扑结构中的连边可能出现负
权重的情形.连边权重既有正值也有负值的网络被
称为符号网络[10].符号网络中连边权重的正负可以
描述例如朋友与敌人、合作与竞争以及吸引与排斥

等关系.网络中负权重的存在是有理论意义和应用
价值的.例如,在分布式机器人系统中,个体间的排斥
力是保证避免碰撞的重要手段;同样的,振子网络中
个体间的排斥力在抑制不利同步现象中发挥着重要

作用;值得注意的是,在一致性网络中个体间适当地
以负权重进行相互作用是实现快速一致性问题的最

优解[11].事实上,多个体系统中的个体只要遵循满足
一定条件的“吸引-排斥”的相互作用协议,则该系统
中个体状态就会呈现出聚集特性,这一定程度上成为
群体系统稳定性的基础[12].因此,对符号网络上一致
性问题的研究有重要的理论意义和应用价值.
符号网络上的一致性问题近期成为一个研究热

点[13-14].然而,在网络含有负权重相互作用的情形下,
多个体系统中的个体通过通常的一致性协议相互作

用甚至难以保证整个多个体系统的全局稳定性[15].
由于对普通一致性协议在符号网络上演化的稳定性

还没有明确的拓扑条件刻画,此类研究多停留在稳
定性保证条件方面[15-16].为了解决这一问题, Altafini
率先提出了一种运行于符号网络上的二分一致性协

议,证明了二分一致性与符号网络的结构平衡性有密
切联系[17].然而,现有对符号网络上二分一致性问题
的研究多考虑的是自治二分一致性网络,即没有外界
输入干预网络中个体状态的演化.在对网络个体一
致状态有限制的情形下,自治二分一致性网络常常无
法满足控制需求.与通常的一致性网络的牵制控制
不同,一致性符号网络的牵制控制需要考虑控制输入
权重的符号选择.事实上,即使对于结构平衡的符号
网络,任意选择输入权重的符号也可能无法实现一致
性符号网络的有效控制.
鉴于结构平衡,符号网络中个体可以被分成两

簇,且满足每一簇内部个体间连边为正权重而两簇个
体之间连边为负权重.本文在领导-跟随框架下给出
通过外界输入控制二分一致性网络的定量理论结果,
即如果外界输入只控制其中一簇的部分个体,则当外
界输入作用为正 (负)权重时,受到外界输入直接影响
的一簇个体的状态收敛到外界输入 (外界输入的相
反数),另一簇个体状态收敛到外界输入的相反数 (外
界输入);如果外界输入以相反的权重符号分别控制
两簇中的部分个体,则由正 (负)权重外界输入控制的
一簇个体状态收敛到外界输入 (外界输入的相反数),
另一簇个体状态收敛到外界输入的相反数 (外界输
入).本文的主要贡献是为符号网络下二分一致性的
牵制控制及其进一步应用提供了理论保证.

1 符号网络上的二分一致性模型

考虑一个含有n ∈ N个个体的有向网络G =

(V , E , A),其中V = {1, 2, · · · , n}和E ⊆ V × V分别
表示个体集合与有向连边集合;网络G的邻接矩阵
A = [aij ] ∈ Rn×n满足aij = 1当且仅当 (i, j) ∈ E ,
否则aij = 0.本文仅考虑不含有自环的网络,即对
任意 i ∈ V有aii = 0.记网络中个体 i ∈ V的状态
为xi(t) ∈ R,则网络整体的状态可以由向量x(t) =

[x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T来表示.网络中个体 i ∈ V

的邻居集合记为Ni = {j ∈ V | (j, i) ∈ E},则 |Ni|
表示个体 i的邻居数量.称有向边集合P = {(i1, i2),
(i2, i3), · · · , (ip−1, ip)} ⊂ E为一条有向路且称个体
i1和个体 ip由有向路P相连,其中个体 i1, i2, · · · , ip
∈ V两两互不相同.有向网络G被称为是强连通
的,如果其中任意两个节点之间都有一条有向路相
连.记网络G的权重矩阵为W = [wij ] ∈ Rn×n,其中
wij表示边(i, j) ∈ E的权重且满足wij ̸= 0当且仅当

(i, j) ∈ E .与以往不同的是,本文中符号网络连边
的权重允许为负值,同时本文假设所讨论的网络都
为有向强连通网络.记符号网络G的伴随网络 G̃ =

(Ṽ, Ẽ , Ã)满足 Ṽ = V, Ẽ = E和 Ã = A;伴随网络 G̃
的权重矩阵W̃ = [w̃ij ] ∈ Rn×n满足 w̃ij = |wij |.通
常意义下符号网络G的拉普拉斯矩阵[18]记为L =

[lij ] ∈ Rn×n,其中

lij =


n∑

j=1

wij , i = j;

−wij , i ̸= j.

由于网络中连边负权重的存在,可以定义符号网
络G的符号拉普拉斯矩阵为Ls = [lsij ] ∈ Rn×n,其中
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lsij =


n∑

j=1

|wij |, i = j;

−wij , i ̸= j.

注意到,如果网络中所有连边权重为非负实数,
则符号拉普拉斯矩阵Ls与拉普拉斯矩阵L是相等
的.设多个体系统中个体的状态演化服从如下二分
一致性协议

ẋi(t) =

n∑
j=1

|wij |(sgn(wij)xj(t)− xi(t)), i ∈ V, (1)

则多个体系统整体状态演化可以表示为

ẋ(t) = −Lsx(t). (2)

其中符号函数sgn(·)满足

sgn(y) =


1, y > 0;

−1, y < 0;

0, y = 0.

为了表述方便,称式 (2)为一致性符号网络.由于
本文主要关注的是网络的符号特性,在接下来的讨
论中,不失一般性地假设个体之间连边的权重值是1

或者−1.可以注意到符号网络的拉普拉斯矩阵是不
定矩阵,因此其稳定性无法得到保证;而符号拉普拉
斯矩阵Ls是主对角占优矩阵,因而是半正定 (正定)
的.事实上,符号拉普拉斯矩阵的半正定 (正定)与符
号网络的结构平衡性有密切联系.
定义1 记{Vi}si=1是符号网络G的节点集合V

的一组子集,其中Vi ⊂ V, i ∈ {1, 2, · · · , s}.如果
{Vi}si=1满足V = V1

∪
V2

∪
· · ·

∪
Vs以及V1

∩
V2

∩
· · ·

∩
Vs = ∅,则称V1,V2, · · · ,Vn为V的一个划分.
定义2 [19] 设符号网络G = (V, E , A)的权重矩

阵为W = [wij ] ∈ Rn×n,若存在一个节点集合V的
二元划分V1和V2,使得对任意两个不同的节点 i, j满

足:如果 i, j ∈ Vk,则有wij ⩾ 0,其中k ∈ {1, 2};如果
i ∈ V1且j ∈ V2.则有wij ⩽ 0,则称G是结构平衡的.
下列引理给出了符号网络的结构平衡性与符号

拉普拉斯矩阵特征值的关系.
引理1 [17] 符号网络G是结构平衡的当且仅当

其符号拉普拉斯矩阵Ls有零特征根.
当符号网络G的个体遵循二分一致性协议 (1)

时,个体状态演化实现二分一致性,即存在α > 0使得

lim
t→∞

|xi(t)| = α, i ∈ V

的充分必要条件为G是结构平衡的[17].符号网络的
结构平衡性是一个重要的拓扑性质,最早由社会学领
域提出并研究,在社会网络演化分析方面扮演着重要
角色[20-21].近期,结合符号网络的结构平衡性质,二分

一致性模型被应用在社会网络中观点动力学演化分

析和多智能体系统协同控制[16,22-24]等领域.对于结
构平衡的符号网络G,有如下的Gauge变换联系G的
符号拉普拉斯矩阵与其伴随网络拉普拉斯矩阵的特

征值与特征向量.
定义3 [17] 记向量σ = [σ1, σ2, · · · , σn]

T ∈ Rn,
其中σi ∈ {1,−1},i ∈ {1, 2, · · · , n}.称对角矩阵
D = diag{σ} ∈ Rn×n为Gauge变换.
引理2 如果一个符号网络G是结构平衡的,则

存在一个Gauge变换D,其伴随网络的拉普拉斯矩
阵L∗和符号网络的符号拉普拉斯矩阵Ls之间满足

Ls = DL∗D.
可以看出,符号网络的符号拉普拉斯矩阵Ls与

其伴随网络的拉普拉斯矩阵L∗是同构的,因此它们
具有相同的特征值.同时,两者的特征向量可以通过
Guage变换进行转换,这一性质实际上已成为对结构
平衡的一致性符号网络进行牵制控制的基础.

2 一致性符号网络的牵制控制

控制多个体系统的群体行为是复杂网络控制的

基本问题之一[25-26].牵制控制被广泛应用于对复杂
网络同步行为的控制,其基本思想是通过控制网络
中的部分个体,利用网络个体动力学行为的相互关
联特性实现将全部个体状态调节到设定状态的目

的[27].接下来,给出利用牵制控制控制一致性符号网
络的数学描述.
记外界输入集合为 U = {u1, u2, · · · , um}.定义

输入矩阵B = [bil] ∈ Rn×m满足bil ∈ {1,−1},当且
仅当个体i ∈ V受到输入ul ∈ U 的影响.应注意到输
入矩阵中的 bil可以为负数.本文假设一致性符号网
络中每个个体最多受到一个外部输入的影响.在多
个体系统研究中,受到外界输入直接控制的个体被称
作领导个体,而其余个体被称为跟随个体.因此,牵制
控制问题也常常被称为“领导与跟随”问题[28].领导
个体集合可以记为

Vleader = {i ∈ V | ∃ul ∈ U满足 bil ∈ {1,−1}},

跟随个体集合记为Vfollower = V \Vleader.在外界输入
的控制下,一致性符号网络中个体动力学行为可以描
述为

ẋi(t) =

n∑
j=1

|wij |(sgn(wij)xj(t)− xi(t))+

m∑
l=1

|bil|(sgn(bil)ul − xi(t)), i ∈ V. (3)

在受控二分一致性协议 (3)下,系统的整体动力学行
为可以描述为
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ẋ(t) = −(Ls +BBT)x(t) +Bu, (4)

其中 u = [u1, u2, · · · , um]T.称式 (4)为受控二分一
致性网络.

对于任意输入向量u = [u1, u2, · · · , um]⊤,如果
对任意 i ̸= j ∈ {1, 2, · · · , p}满足ui = uj ,则称输入
u为同质的,否则称输入u为异质的.本文假设外界
输入为时不变的,可以将其视为网络中的顽固个体,
其状态满足xn+1 ≡ u1, xn+2 ≡ u2, · · · , xn+m ≡ um,
因此有如下动力学方程刻画网络中个体状态的演化:

ẏ = Qy. (5)

其中

y = [xT,xT
u ]

T,

xu = [xn+1, xn+2, · · · , xn+m]T,

Q =

[
−(Ls +BBT) B

0m×n 0m×m

]
.

下面给出在外界输入的影响下,二分一致性网络
中个体的演化情形.

引理 3 [28-29] 设一致性符号网络G的拉普拉
斯矩阵与符号拉普拉斯矩阵相同,且xu = [xn+1,

xn+2, · · · , xn+m]T = [u0, u0, · · · , u0]
T,其中u0 ∈ R

为常数,则式(5)满足

lim
t→∞

y(t) = lim
t→∞

eQty(0) = u01n+m,

其中1n+m ∈ Rn+m为元素全为1的向量.
首先,给出一个例子来说明一致性符号网络在同

质外界输入情形下的演化情况.在如图1所示 (其中
实线表示正权重边,虚线表示负权重边)的一致性符
号网络中,个体3, 7和8分别受到外界输入u1 = 0.5,

u2 = 0.5和u3 = 0.5的影响,影响权重分别是b31, b72

和 b83.在外界输入影响权重为 b31 = −1, b72 = 1

和 b83 = 1时,网络中个体状态演化轨迹分别如图
2(a)所示;在外界输入影响权重为 b31 = 1, b72 = 1

和 b83 = −1时,网络中个体状态演化轨迹分别如图
2(b)(轨迹上的数字表示个体编号)所示.与只有非负
权重的一致性网络不同,一致性符号网络在上述两种
权重选择情形下,网络中个体状态均未出现个体状态
达到一致并收敛到外界输入的情况,且个体状态演化
由于难以定量描述而无法提前预知.
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图 1 含有8个个体的一致性符号网络的拓扑结构
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图 2 一致性网络在同质输入下状态演化轨迹

然后,给出能够实现一致性符号网络二分一致性
的外界输入权重符号选择定理.当外界同质输入仅以
相同的权重符号控制结构平衡符号网络中的一簇个

体时,其对应二分一致性的演化由如下定理所述.
定理 1 设结构平衡的一致性符号网络G =

(V, E , A)的节点集合V的二元划分为V1和V2.设G
的领导集合Vleader中的个体在同质输入u0 ∈ R的控

制下按照协议 (3)演化,其中u0为常数.记G对应领导
集合Vleader的输入矩阵为B = [bil] ∈ Rn×|Vleader|,则
有:

1) 如果Vleader ⊂ V1 (Vleader ⊂ V2)且对任意
i ∈ Vleader满足bil = 1,则对任意 i ∈ V1(i ∈ V2)满足
lim
t→∞

xi(t) = u0,对任意 i ∈ V2(i ∈ V1)满足 lim
t→∞

xi(t)

= −u0;
2) 如果Vleader ⊂ V1(Vleader ⊂ V2)且对任意

i ∈ Vleader满足 bil = −1,则对任意 i ∈ V1(i ∈ V2)
满足 lim

t→∞
xi(t) = −u0,对任意 i ∈ V2(i ∈ V1)满足

lim
t→∞

xi(t) = u0.
证明 注意到式(4)的解满足

lim
t→∞

x(t) =

lim
t→∞

e−(Ls+BBT)tx(0)+

lim
t→∞

w t

0
e−(Ls+BBT)(t−τ)Budτ =

(Ls +BBT)−1Bu.

由于符号网络G是结构平衡的,存在一个Gauge变换
D = diag{σ} ∈ Rn×n,其中σ = [σ1, σ2, · · · , σn]

T ∈
Rn, σi ∈ {1,−1}, i ∈ {1, 2, · · · , n},满足:对于任意
i ∈ V1有σi = 1,对于任意 i ∈ V2有σi = −1;且
G的符号拉普拉斯矩阵与其伴随网络的拉普拉斯矩
阵之间满足Ls = DL∗D.记矩阵A = [aij ] ∈ Rn×n

的绝对值为其每个元素的绝对值,即 |A| = [|aij |] ∈
Rn×n.注意到BBT是对角矩阵,因此有DBBTD =
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BBT,故有
(Ls +BBT)−1Bu =

(DL∗D +DBBTD)−1Bu =

D(L∗ +BBT)−1DBu.

因为Gauge变换D满足对任意 i ∈ Vleader ⊂ V1有

σi = 1,故DB = B.因此,若输入矩阵B中非零元

素全部为1,则结合引理3有

(Ls +BBT)−1Bu = D(L∗ +BBT)−1Bu = Du01n;

类似地,若输入矩阵B中非零元素全部为−1,则有

(Ls +BBT)−1Bu =

−D(L∗ +BBT)−1|B|u = −Du01n.

定理1得证. 2
当外界同质输入以相反的权重符号控制结构平

衡符号网络中的两簇个体时,其对应二分一致性的演
化由如下定理所述.

定理 2 设结构平衡的一致性符号网络G =

(V, E , A)的节点集合V的二元划分为V1和V2.设G
的领导集合Vleader中的个体在同质输入u0 ∈ R的控

制下按照协议 (3)演化,其中u0为常数.记G对应领导
集合Vleader的输入矩阵为B = [bil] ∈ Rn×|Vleader|.设
Vleader = W

∪
T ,其中W ⊂ V1,且T ⊂ V2,如果

对任意 i ∈ W满足 bil = 1(bil = −1)且对任意
i ∈ T 满足bil = −1(bil = 1),则对任意 i ∈ V1(i ∈
V2) lim

t→∞
xi(t) = u0,对任意 i ∈ V2(i ∈ V1)满足

lim
t→∞

xi(t) = −u0.
证明 由于式(4)的解满足

lim
t→∞

x(t) = (Ls +BBT)−1Bu,

且符号网络 G是结构平衡的,存在一个Gauge变换
D = diag{σ} ∈ Rn×n,其中σ = [σ1, σ2, · · · , σn]

T ∈
Rn, σi ∈ {1,−1}, i ∈ {1, 2, · · · , n},满足:对于任意
i ∈ V1有σi = 1,对于任意 i ∈ V2有σi = −1;且G的
符号拉普拉斯矩阵与其伴随网络的拉普拉斯矩阵之

间满足Ls = DL∗D.应注意到BBT是对角矩阵,因
此DBBTD = BBT且有

(Ls +BBT)−1Bu =

(DL∗D +DBBTD)−1Bu =

D(L∗ +BBT)−1DBu.

因为Vleader = W
∪

T ,其中W ⊂ V1且T ⊂ V2,对
任意 i ∈ W满足 bil = 1以及对任意 i ∈ T 满足
bil = −1,故DB = |B|.因此, (Ls + BBT)−1Bu =

D(L∗ + BBT )−1|B|u = Du01n.反之,若Vleader =

W ∪ T ,其中W ⊂ V1且T ⊂ V2,且对任意 i ∈ W

满足 bil = −1以及对任意 i ∈ T 满足 bil = 1,故
DB = −|B|.因此, (Ls + BBT)−1Bu = −D(L∗ +

BBT)−1|B|u = −Du01n. 2
定理 1和定理 2分别给出了同质输入在两种控

制模式 (同号权重单簇控制和异号权重两簇控制)下,
一致性符号网络的二分一致性与外界输入的关系.

3 仿真实例

下面通过仿真实例来说明本文的主要结论.考
虑如图3 (实线表示正权重边,虚线表示负权重边)所
示的结构平衡的一致性符号网络,其中个体3, 7和8

分别受到输入u1 = 0.5, u2 = 0.5和u3 = 0.5的影

响.外界输入u1, u2和u3 的影响权重分别同时为1时

(b31 = 1, b72 = 1, b83 = 1),网络中个体演化轨迹如图
4(a)所示;外界输入u1, u2和u3的影响权重分别同时

为−1时 (b31 = −1, b72 = −1, b83 = −1),网络中个体
演化轨迹如图4(b)所示.
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2
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3
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4

图 3 含有8个个体的一致性符号网络的拓扑结构
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图 4 图3所示一致性符号网络在正权重外界
输入和负权重外界输入下个体演化轨迹

图3中的符号网络G8的伴随网络 G̃8的拉普拉斯

矩阵为

L∗ =



1 0 0 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 0

0 −1 4 −1 0 −1 0 −1

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

−1 0 −1 0 −1 4 −1 0

0 0 −1 0 0 −1 2 0

0 0 0 0 0 0 −1 1


,
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G8对应的符号拉普拉斯矩阵为

Ls =



1 0 0 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 0

0 1 4 −1 0 1 0 −1

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

−1 0 1 0 −1 4 1 0

0 0 −1 0 0 1 2 −1

0 0 0 0 0 0 −1 1


.

由于图3中的符号网络是结构平衡的,即存在如
下的Guage变换:

D = diag{1, 1,−1,−1, 1, 1,−1,−1},

使得Ls = DL∗D成立.对应于图3中控制输入u =

[u1, u2, u3]
T的拓扑结构的输入矩阵为

B =



0 0 0

0 0 0

δ1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 δ2 0

0 0 δ3


.

其中: δ1 = δ2 = δ3, δi ∈ {1,−1}, i ∈ {1, 2, 3}.
考虑如图3所示的结构平衡的一致性符号网络,

其中个体2, 7和8分别受到输入u1 = 0.5, u2 = 0.5和

u3 = 0.5的影响.外界输入u1, u2和u3的影响权重分

别为b21 = −1, b72 = 1, b83 = 1时,网络中个体演化
轨迹如图5(a)所示;外界输入u1, u2和u3的影响权重

分别为b21 = 1, b72 = −1, b83 = −1时,网络中个体演
化轨迹如图5(b)所示.
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(a) = 1, =1, =1b b b21 72 83- (b) b b b21 72 83=1, = 1, = 1- -

图 5 图3所示一致性符号网络在外界
输入权重下个体演化轨迹

4 结 论

本文研究了一致性符号网络在“领导-跟随”框架
下,实现网络中个体跟踪外界输入的输入权重选择规
则,证明了在结构平衡的一致性符号网络中,由结构
平衡性划分的两簇个体的状态在单簇同号权重控制

情形和两簇异号权重控制情形下演化的稳态值与输

入权重符号的关系.本文的主要结论能够为有效控
制一致性符号网络及其进一步的应用提供一定的理

论保证.
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