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离散异构多自主体系统时变编队-合围控制
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摘 要: 针对高阶离散异构多自主体系统的时变编队-合围控制问题,考虑时变时延,提出分布式编队-合围控制
协议.首先,在合理假设的基础上,通过模型转变和状态空间分解,将编队-合围控制问题转化为子系统的稳定性问
题,再利用Lyapunov-Krasovskii函数,以LMIs的形式给出协议有效的充分条件,并指出LMIs的个数与系统中自主
体的个数无关;然后,给出编队参考函数的具体形式,证明指出编队参考函数不受时变时延的影响;最后,通过固定
和时变编队-合围仿真验证所设计的协议的有效性.
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Abstract: To investigate the formation-containment problem of discrete-time heterogeneous multi-agent systems, the
formation-containment protocols with time-varying delay are presented. Firstly, based on reasonable hypothesises,
by model transformation and state space decomposition, the problem of formation-containment is transformed into
stability problem of subsystems. By using the Lyapunov-Krasovskii function, the sufficient conditions that guarantee the
effectiveness of the proposed protocols are presented in the form of LMIs, and it is pointed out that the number of LMIs is
independent of that of agents. Then, the formation reference function is also described in detail, and the proof illustrates
that the formation reference function is not affected by time-varying delay. Finally, the simulation results demonstrate the
effectiveness of the designed protocols.
Keywords: formation-containment；heterogeneous multi-agent system；discrete-time system；time-varying delay

0 引

近年来,由于多自主体系统在多领域的广泛应
用,受到了众多学者的关注.截止目前,关于多自主体
系统的一致性问题已涌现出大量的研究成果[1-3].当
多自主体网络中有一个 leader时,一致性问题也称为
跟踪问题或 leader-following一致性问题[1-2].若系统
中的每个自主体具有不同的数学模型,则称此系统为
异构多自主体系统[3].

当多自主体网络中有多个 leader时,系统一致性
问题变为合围控制问题,其目标是使 follower状态趋
于 leader自主体形成的凸集.文献[4-5]分别是同构和

异构多自主体系统的合围控制成果.
在合围控制中都是假设 leader之间没有通信,但

在实际应用中, leader也要求形成一定的编队,同时
follower趋于 leader形成的区域中,即编队-合围控制,
其在军事和民用领域中有着广阔的应用前景.文献
[6-7]分别是一阶、二阶多自主体组成的无向多自主
体网络的编队-合围控制成果.对于二阶离散多自主
体系统, Zheng等[8]采用位置信息设计了两种不同的

编队-合围控制协议; Dong等[9-10]分别研究了存在时

延的高阶多自主体系统的状态和输出编队-合围控
制,并以LMIs的形式给出了系统实现控制目标的充
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分条件.
本文针对异构离散多自主体系统,考虑时变时

延,设计多自主体系统的时变编队-合围控制协议.利
用图论和Lyapunov-Krasovskii理论,给出系统实现时
变编队-合围控制的充分条件.本文的创新点在于系
统是离散异构高阶多自主体系统.

1 图论和问题描述

1.1 图 论[11]

多自主体系统的网络拓扑用图G = {V,E,A}
表示.其中:V 是顶点集;E = {eij};A = [aij ]N×N是

邻接矩阵,若 eij ∈ E,则aji > 0,否则aji = 0,并且
对于所有的 i,有aii = 0.矩阵 L = [lij ]N×N , lii =

n∑
j=1,j ̸=i

aij且 i ̸= j时, lij = −aij . Ni表示节点 i的邻

接集.若图G中至少有一节点,从此节点到其他节点
之间都存在一条有向路径,则称此图含有生成树.

1.2 问题描述

考虑由 N个自主体组成的系统,其中M(M <

N)个自主体为 follower,其余为 leader.自主体的模型
描述为

xi(k + 1) = Aixi(k) +Biui(k). (1)

其中:xi(k), ui(k)分别是自主体 i在k时刻的状态和

控制输入; Ai,Bi是已知常数矩阵.
在本文中用F = {1, 2, · · · ,M}和E = {M +

1,M + 2, · · · , N}分别表示 follower和 leader自主体
集合,hE(k) = [hT

M+1(k), h
T
M+2(k), · · · , hT

N (k)]是

leader自主体的期望编队.
定义1 对于任意初始状态,若存在r(k)和非负

常数ci,j(i ∈ F, j ∈ E),
N∑

j=M+1

ci,j = 1同时满足

lim
k→∞

(xi(k)− hi(k)− r(k)) = 0, (2)

lim
k→∞

(
xi(k)−

N∑
j=M+1

ci,j

)
= 0, (3)

其中r(k)为编队参考函数,则称多自主体系统 (1)实
现了编队-合围控制.

2 问题转化

根据自主体邻接集的特点,矩阵L可分解为L =

[L1, L2; 0, L3],其中L1,L2和L3分别表示 follower、
follower和 leader、leader之间的邻接信息.用GE表示

leader自主体的网络拓扑图.
假设1 对于每个 follower自主体,至少存在一

个 leader与其之间存在一条有向路径.

假设2 图 GE中含有生成树.
引理1 若图G满足假设1,则L1的特征值均具

有正实部,矩阵−L−1
1 L2每行的元素和为1,并且每一

元素值非负[12].
引理2 若图GE满足假设2,则矩阵L3有一个

特征值为0,且其余特征值均具有正实部[13].
用λi(i ∈ E)表示L3的第 i个特征值,其中λM+1

= 0, 0 < Re(λM+2) ⩽ · · · ⩽ Re(λN ).令U−1
E L3UE

= JE , U
−1
E = [ũH

M+1; ŨE ], JE = diag{0, JE}.
考虑时变时延,设计如下编队-合围控制协议:

ui(k) = K1ixi(k) +K2i

∑
j∈Ni

aij(xi(k − τk)−

xj(k − τk)), i ∈ F ; (4)

ui(k) = K1ixi(k) +K3i

∑
j∈Ni

aij(xi(k − τk)−

xj(k − τk)− (hi(k − τk)−

hj(k − τk))), i ∈ E. (5)

其中:K1i,K2i,K3i是常数矩阵; τk是时变时延,且满
足τ1 ⩽ τk ⩽ τ2, τ1, τ2是已知常数.
假设3 存在矩阵K1i(i = 1, 2, · · · , N), K2j(j ∈

F ),K3l(l ∈ E)使Ai + BiK1i = A+ BK1, BjK2j =

BK2, BlK3l = BK3,其中A,B,K1,K2,K3为满足假

设的任意矩阵.
将协议 (4)和协议 (5)应用于系统 (1),在假设 3

成立时,令 zi(k) = xi(k) − hi(k)(i ∈ E), z̃E(k) =

(U−1
E ⊗ I)zE(k) = [βT

E(k), η
T
E(k)]

T, I为单位阵,则有
如下等式:

βE(k + 1) =

(A+BK1)βE(k) + (ũH
M+1 ⊗ (A+

BK1))hE(k)− (ũH
M+1 ⊗ I)hE(k + 1), (6)

ηE(k + 1) =

(I ⊗ (A+BK1))ηE(k)− (ŨE ⊗ I)hE(k+

1) + (J ⊗BK3)ηE(k − τk) + (ŨE⊗

(A+BK1))hE(k). (7)

引理3 若下式成立:
lim
k→∞

ηE(k) = 0,

lim
k→∞

φF (k) = 0,
(8)

则异构多自主体系统 (1)在协议 (4)和 (5)的作用下
实现了编队-合围控制.其中:φi(k) =

∑
j∈Ni

aij(xi(k
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− τk)− xj(k − τk)), i ∈ F.

证明 令zEC(k) = (UE ⊗ I)[βE(k); 0],则zEC =

zE − zEC = (UE ⊗ I)[0; ηE(k)].若 lim
k→∞

ηE(k) = 0,则
lim
k→∞

(zE(k)− zEC(k)) = 0.
令φi(k)如式 (8)所示,则φF (k) = (L1 ⊗ I)xF (k

− τk)+ (L2 ⊗ I)xE(k− τk).其中:φF → 0时,xF (k−
τk) − (−(L−1

1 L2 ⊗ I))xE(k − τk) = 0.由引理1和定
义1可知,当式 (8)成立时,系统 (1)在协议 (4)和协议
(5)的作用下实现了编队-合围控制. 2

注1 通过模型变换和状态空间分解,系统 (1)的
编队-合围控制问题转换成为子系统的稳定性问题.

3 编队-合围分析
令 γλ = [Re(λ),−Im(λ); Im(λ),Re(λ)],ΛR =

diag{R,R}. λi(i ∈ F )表示L1的特征根,定义λ1,2 =

min{Re(λi)} ± jµF , λ3,4 = max{Re(λi)} ± jµF , λ̃1,2

= Re(λM+2) ± jµ̃E , λ̃3,4 = Re(λN ) ± jµ̃E .其中:µF

= max{Im(λi), i ∈ F}, µ̃E = max{Im(λi), i ∈ E}.
定理1 1)存在如下等式:
(A+BK1)(hi(k)− hj(k))−

(hi(k + 1)− hj(k + 1)) = 0, i ∈ E, j ∈ Ni; (9)

2) 对于 λ̃i(i = 1, 2, 3, 4),存在实正定对称矩阵
PE , QqE(q = 1, 2, 3), RjE(j = 1, 2),满足

Γ11 0 R1E 0 ΛT
A+BK1

PE τ1(ΛA+BK1
− I)TR1E τ12(ΛA+BK1

− I)TR2E

Γ22 2R2E R2E (γλ̃i
⊗BK3)

TPE τ1(γλ̃i
⊗BK3)

TR1E τ12(γλ̃i
⊗BK3)

TR2E

Γ33 0 0 0 0

Γ44 0 0 0

−PE 0 0

−R1E 0

−R2E


< 0, (10)



Γ11 0 R1E 0 ΛT
A+BK1

PE τ1(ΛA+BK1
− I)TR1E τ12(ΛA+BK1

− I)TR2E

Γ22 R2E 2R2E (γλ̃i
⊗BK3)

TPE τ1(γλ̃i
⊗BK3)

TR1E τ12(γλ̃i
⊗BK3)

TR2E

Λ33 0 0 0 0

Λ44 0 0 0

−PE 0 0

−R1E 0

−R2E


< 0, (11)

其中:Γ11 = −PE +Q1E +Q2E +(τ12+1)Q3E −R1E , Γ22 = −Q3E −3R2E , Γ33 = −Q1E −R1E −2R2E , Γ44 =

−Q2E −R2E , Λ33 = −Q1E −R1E −R2E , Λ44 = −Q2E − 2R2E , τ12 = τ2 − τ1.
3)对于λi(i = 1, 2, 3, 4),存在实正定对称矩阵PF , QqF (q = 1, 2, 3), RjF (j = 1, 2),满足

Γ11 0 R1F 0 ΛT
A+BK1

PF τ1(ΛA+BK1
− I)TR1F τ12(ΛA+BK1

− I)TR2F

Γ22 2R2F R2F (γλi
⊗BK2)

TPF τ1(γλi
⊗BK2)

TR1F τ12(γλi
⊗BK2)

TR2F

Γ33 0 0 0 0

Γ44 0 0 0

−PF 0 0

−R1F 0

−R2F


< 0, (12)



Γ11 0 R1F 0 ΛT
A+BK1

PF τ1(ΛA+BK1
− I)TR1F τ12(ΛA+BK1

− I)TR2F

Γ22 R2F 2R2F (γλi
⊗BK2)

TPF τ1(γλi
⊗BK2)

TR1F τ12(γλi
⊗BK2)

TR2F

Λ33 0 0 0 0

Λ44 0 0 0

−PF 0 0

−R1F 0

−R2F


< 0. (13)
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其中: Γ11 = −PF + Q1F + Q2F + (τ12 + 1)Q3F −
R1F , Γ22 = −Q3F − 3R2F , Γ33 = −Q1F − R1F −
2R2F , Γ44 = −Q2F − R2F , Λ33 = −Q1F − R1F −
R2F , Λ44 = −Q2F − 2R2F .

若上述 1)∼3)同时成立,则离散异构多自主体
系统 (1)在协议 (4)和协议 (5)的作用下可以实现编
队-合围控制.

证明 若式(9)成立,则有

ηE(k + 1) =

(I ⊗ (A+BK1))ηE(k) + (JE ⊗BK3)ηE(k − τk).

(14)

令ηi(k) = [Re(η̃i(k)); Im(η̃i(k))], η̃i(k + 1) = (A +

BK1)η̃i(k) + λiBK3η̃i(k − τk), i = M + 2,M +

3, · · · , N ,则有

ηi(k + 1) = ΛA+BK1
ηi(k) + (γλi

⊗BK3)ηi(k − τk).

(15)

定义µi(k) = ηi(k+ 1)− ηi(k),对于系统(15),构
造如下Lyapunov函数:

Vi(k) = Vi1(k) + Vi2(k). (16)

其中

Vi1(k) =

ηi(k)
TPEηi(k) +

k−1∑
j=k−τ1

ηi(j)
TQ1Eηi(j)+

k−1∑
j=k−τ2

ηi(j)
TQ2Eηi(j)+

−τ1∑
j=−τ2

k−1∑
l=k+j

ηi(l)
TQ3Eηi(l),

Vi2(k) = τ12

−τ1−1∑
j=−τ2

k−1∑
l=k+j

µT
i (l)R2Eµi(l)+

τ1

−τ1∑
j=−τ2

k−1∑
l=k+j

µT
i (l)R1Eµi(l).

由文献 [14-15]中的相关引理和 S-procedure[16]

可知,当式 (10)和 (11)成立时,∆Vi(k) < 0,则系统
(14)渐近稳定,即 lim

k→∞
ηE(k) = 0.

对于 follower自主体,采用相同分析方法可以得
到相应结论.由引理3可知,当1)∼ 3)同时成立时,异
构多自主体系统 (1)在协议 (4)和协议 (5)的作用下可
以实现编队-合围控制. 2
引理4 对于给定的τ1, τ2和 λ̃i(i = 1, 2, 3, 4),若

存在正定对称矩阵P,Qq(q = 1, 2, 3), R, S和矩阵

T1, T2,M1,M2, N1, N2满足

ϕ11 ϕ12 M1 −T1
√
τ12T1

√
τ12M1

√
τ2N1

ϕ22 M2 −T2
√
τ12T2

√
τ12M2

√
τ2N2

−Q1 0 0 0 0

−Q2 0 0 0

−R− S 0 0

−R 0

−S


<

0, (17)

则系统 (15)渐近稳定,其中ϕ11, ϕ12, ϕ22如文献 [15]
所示.
定理2 若存在正定对称矩阵P,Qq(q = 1, 2,

3), R, S和T1, T2,M1,M2, N1,N2使式 (17)成立,则 P,

Qq(q = 1, 2, 3), R1 = τ−1
1 S,R2 = τ−1

12 (R + S)为

LMIs (10)和(11)的一组可行解.
证明 若式(17)成立,则根据Schur’s补,有

Ψ =



Ψ11 0 τ−1
1 S 0 ΛT

A+BK1
P (ΛA+BK1

− I)TS (ΛA+BK1
− I)TΞ

Ψ22 τ−1
12 Ξ τ−1

12 Ξ (γλ̃i
⊗BK3)

TP (γλ̃i
⊗BK3)

TS (γλ̃i
⊗BK3)

TΞ

Ψ33 0 0 0 0

Ψ44 0 0 0

−P 0 0

−τ−1
1 S 0

−τ−1
12 Ξ


< 0,

其中:Ξ = R + S, Ψ11 = −P + (τ12 + 1)Q3 + Q1 +

Q2−τ−1
1 S,Ψ22 = −Q3−2τ−1

12 Ξ ,Ψ33 = −Q1−τ−1
1 S−

τ−1
12 Ξ ,Ψ44 = −Q1 − τ−1

12 Ξ .
令Ω1 = [0, −I, I, 0, 0, 0, 0],Ω2 = [0, I, 0, −I,

0, 0, 0],且

Ψ −ΩT
1 R2Ω1 < 0, (18)

Ψ −ΩT
2 R2Ω2 < 0. (19)

分别比较式 (10)和 (18),式 (11)和 (19),可以得到
P, Qq(q = 1, 2, 3), R1 = τ−1

1 S, R2 = τ−1
12 (R + S)是

式(10)和(11)的一组可行解. 2
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推论1 当系统 (1)在协议 (4)和协议 (5)的作用
下实现编队-合围控制时,编队参考函数r(k)满足

lim
k→∞

r(k) = − (1N−M/
√
N −M)⊗ (ũH

M+1⊗

I)hE(k) + (1N−M/
√
N −M)⊗

(ũH
M+1 ⊗ (A+BK1)

k)xE(0). (20)

证明 当系统实现编队-合围控制时,有

zE(k) = zEC(k) = (1N−M/
√
N −M)⊗ βE(k).

(21)

根据βE(k)的定义,有

βE(k) = (ũH
M+1 ⊗ (A+BK1)

k)xE(0)−

(ũH
M+1 ⊗ I)hE(k). (22)

当 leader实现时变编队时,存在 lim
k→∞

r(k) =

lim
k→∞

(xE(k) − hE(k)) = lim
k→∞

zE(k),由式 (21)和 (22)
即可得到式(20). 2
注2 推论1表明,时变时延对系统的编队参考

函数没有影响.

4 仿真验证

4.1 固定编队

考虑由 3个 follower自主体 (标号 1∼ 3)和 4个
leader自主体 (标号 4∼ 7)组成的多自主体系统,其
网络拓扑如图1所示,满足假设1和假设2.期望编队
hE(k) = [−1, 1, 1, 1, 1, −1, −1, −1]T.

1

2 3

4 5

67

图 1 多自主体系统网络拓扑1

图2和图3是多自主体系统的状态轨迹图. 4个
leader最终形成了正方形编队,并且 follower运行在
leader形成的区域内,验证了所设计的协议有效.

3

1
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-7
0 1.5 2.0 2.5
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0.5 1.0

y
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-1

图 2 多自主体系统状态(k = 200)
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图 3 多自主体系统状态(k = 1000)

4.2 时变编队

考虑如图 4所示的多自主体网络拓扑,其中
1∼ 3是 follower, 4∼ 6是 leader,网络拓扑满足假设
1和假设 2. hE(k) = [sin(kT ) cos(kT ) sin(kT +

2π/3) cos(kT + 2π/3) sin(kT + 4π/3) cos(kT +

4π/3)]T.

图 4 多自主体系统网络拓扑2

图5和图6是多自主体系统时变编队-合围控制
的状态图.图5和图6中 leader形成了所要求的编队,
实时变化时, follower始终运行在 leader形成的区域
内,验证了所设计的协议有效.
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图 5 多自主体系统时变编队-合围控制状态(k = 100)
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图 6 多自主体系统时变编队-合围控制状态(k = 1050)

5 结 论

针对异构离散高阶多自主体系统,设计了时变编
队-合围控制协议,通过合理的数学假设和模型转换
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将编队-合围问题转换为子系统的稳定性问题,给出
了系统实现时变编队-合围控制的充分条件.未来研
究方向主要是通信受限时多自主体系统的协调控制.
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