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三参数区间数下非线性可拓关联度决策方法
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摘 要: 针对属性值为三参数区间数和权重未知的多属性决策问题,提出一种新的基于非线性可拓简单关联度
的多属性决策方法和框架.该方法基于可拓简单关联函数提出非线性可拓三参数区间关联度的计算方法,通过定
义区间映射变换算子,将不同类型指标的关联度计算均变换为效益型指标的单调递增关联度计算.该方法内含偏
好态度系数的设置以反映决策者态度倾向带来的决策不确定性,而且能够体现人们进行决策评价时的非线性思
维.最后通过算例分析表明所提出方法的合理性和稳定性.
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Nonlinear extension dependent degree method to three-parameter interval
number decision making
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(1. College of Computer and Data Engineering，Zhejiang University Ningbo Institute of Technology，Ningbo 315000，
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Abstract: In view of the multi-attribute decision making problem with attribute values being three-parameter interval
number and weights unknown, a new decision making approach based on nonlinear extension dependent degree is
proposed. According to traditional extension simple dependent functions, it proposes a nonlinear extension dependent
function for three-parameter interval number. Then, through an interval mapping transformation operator, the processes
of computing dependent degree under different types of attributes are transformed to the simple and monotonous process
under benefit-type attribute. The method can not only reflect decision uncertainty from risk preference of a decision maker
by adjusting its attitude coefficients, but also express a nonlinear thinking model in the evaluation of people. Finally, an
example is presented to illustrate the effectiveness and stability of the proposed method.
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0 ᕅ 言

在多属性决策中,由于客观事物的复杂性和动
态性以及决策者认识的有限性,属性信息往往具有
模糊性和不确定性特征,很难用一个精确的数值进行
描述.因此,区间数、模糊数、联系数、灰数等能够
描述不确定性信息的方法理论得到了广泛的研究应

用[1-4].区间数理论作为可能的解决方案之一,产生了
许多有价值的研究成果,但是传统二元区间数对不确
定性信息的描述过于粗糙,只关注于区间上下界而忽
视其内在的偏好信息,极大地限制了实际的应用场
景.相较而言,三参数区间数[5]不仅保留了区间上下

界信息,而且能够突出取值可能性最大的重心值,具
有对不确定性信息更强的描述能力,因此近年来成
为不确定性决策研究的关注点之一.文献 [6-7]根据
灰色系统理论,建立三参数区间灰数概念及其关联度
和贴近度的计算方法.文献 [8]直接将区间三参数和
的比值大小作为区间比较结果,通过两个比较矩阵进
行方案排序.文献 [9]将区间可能度排序方法拓展到
三参数区间,并建立三参数区间数TOPSIS模型.文
献 [10]结合三参数区间灰数的重心值、中心值和区
间长度,定义了一种精确记分函数作为比较依据.文
献 [11]提出将三参数区间数转化为两参数区间数,这
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样即可使用传统区间数的可能度排序方法.文献 [12-
13]利用三角模糊数描述三参数区间,基于模糊数运
算法则和理想点距离测度实现排序.文献 [14]提出
三参数区间模糊集概念并给出其运算关系和距离测

度.文献 [15]基于前景理论采用灰数综合前景值进
行决策分析,充分考虑了决策者的风险心理态度.
总的来看,现有的研究虽然取得了很大的进展,

但还有待改进.其一,大多数研究是建立在模糊数相
关运算理论 (包括得分函数、模糊距离、贴近度以及
可能度等方法)的基础上,然后进行三参数区间数领
域的拓展推广,因此缺少新的方法和框架.其二,现有
框架大多是先定义区间与区间之间的距离,再通过测
度其与正负理想点之间的距离来定义排序关系,距离
度量一般以向量间差值的绝对值或平方根形式表达,
使得不同区间之间的差异值基本以线性体现,不符合
人们的决策习惯.其三,很多决策模型过于确定化,丢
失了结果的不确定性信息,后期难以进行稳定性检测
和不确定性分析.对此,文献 [16]提出集对分析方法,
将三参数区间数转化为联系数表达,不但保持了结果
的不确定性,而且计算过程简单,是值得继续深化的
思路.
针对以上问题,本文提出一种新的基于非线性可

拓简单关联度的多属性决策方法和框架.首先基于
可拓简单关联度的思想,给出非线性可拓简单关联度
计算表达式及其映射变换方法;然后扩展出三参数
区间非线性关联度计算表达式及其区间映射变换方

法,使得在不同类型指标下的关联度排序计算形式统
一简洁,而且无需定义区间距离以及贴近度等系列概
念,对于权重完全未知的情况,给出基于三参数区间
数相离度最大化的客观权重赋值方法;接着通过算
例,结合与已有方法的对比分析,表明所提出方法的
可行性和简洁性;最后根据偏好态度系数的不同设
置给出排序结果并进行进一步分析,反映决策者对评
价高低值及统计值的不同风险倾向态度,体现该方法
的不确定性分析能力,并充分反映出非线性关联对评
价决策的影响.

1 可拓三参数区间简单关联度

1.1 三参数区间数

定义 1 设R为实数集,对于任意 a, b ∈ R且

a ⩽ b,称X = [a, b]为区间数.其中: a为区间下界, b
为区间上界.当a = b时,X退化为普通实数.
定义2 [8-9] 设R为实数集,对于任意a, b,m ∈ R

且a ⩽ m ⩽ b,称X = [a,m, b]为三参数区间数.其
中: a和b分别为区间数的下上界;m为此区间中具有
特殊统计意义的取值,如可能性最大的取值或者均

值,称为区间重心值或理想值.
三参数区间数是区间数的深化,对不确定和模

糊评价的表达更加丰富和准确.以对产品的性能评
价为例,设决策评价为三参数区间数 [4, 6, 8],表示用
户群评价的下上界分别为 4和 8,而评价为 6的比例
最高或者均分是6;也可以表示单一用户评价认为产
品的得分在4∼ 8之间, 6是可能性最大的得分;还可
以表示产品性能的所有指标中最低分和最高分是4
和 8,均分是 6.因此,虽然三参数区间数与三角模糊
数[17-18]表达形式相似,两者均表示左右端点为临界
点、中间端点为最具代表性的点,但三角模糊数定位
于元素隶属模糊集合的程度,三参数区间数定位于概
率或统计意义的表达,其含义更为普遍和多样化,值
得深入研究和应用.

1.2 可拓简单关联度及其映射变换

文献 [19]给出一种可拓简单关联度定义,设有限
区间X = [a, b],最优值为m ∈ X ,则有

k(x,X) =


x− a

m− a
, x ⩽ m;

b− x

b−m
, x ⩾ m.

(1)

其中 k(x,X)称为点x关于区间X的可拓简单关联

度,如图1(a)所示.特别地,当m = a或b,且x ∈ X时,
有

k(x,X) =


b− x

b− a
, m = a;

x− a

b− a
, m = b.

(2)
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图 1 可拓简单关联函数

定义3 设有限区间X = [a, b],最优值为m ∈
X ,则有
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k(x,X) =


x− a

2m− x− a
, x ⩽ m;

b− x

b+ x− 2m
, x ⩾ m.

(3)

其中k(x,X)称为点x关于区间X的非线性可拓简单

关联度,如图1(b)所示,且满足如下性质:
1)当x = m时, k(x,X)有最大值且k(x,X) = 1;
2)当x ∈ X ,且x ̸= a, b时, k(x,X) > 0;
3)当x /∈ X ,且x ̸= a, b时, k(x,X) < 0;
4)当x = a或x = b时, k(x,X) = 0.
特别地,当m = a或b,且x ∈ X时,有

k(x,X) =


b− x

b+ x− 2a
, m = a;

x− a

2b− x− a
, m = b.

(4)

如图1(a)所示,文献 [19]中的可拓关联度是关于
最优点m的线性函数,但现实的决策或评价应用中,
更多的隶属度或相关性都是非线性的.如对某方案
的效益型指标进行评估,评分区间为 0∼ 10,假设方
案a, b, c, d得分分别为1, 2, 8, 9,显然决策者会认为方

案a和b没有多大区别,因为得分均远离理想值.但决
策者会认为方案d明显优于 c,这种优越性在高分段
体现得更明显,符合人们的思维习惯.虽然方案a、b

之间得分差异与方案c、d是一样的,但实际的决策意
义却区别很大.因此,本文提出非线性关联度的概念
并给出一种表达式,在如图1(b)所示的凸函数关联度
下,方案c、d的得分差异明显大于a、b的差异.当最
优点m在端点时,可拓简单关联度是单调递增或递
减函数,计算过程更加简洁且直观性更强.但当最优
点m不在端点时,关联度计算公式需要根据最优点
m的位置进行变化,为此提出映射变换的方法,将最
优点不在端点时的关联度运算变换为最优点在端点

的关联度运算,从而保持运算的单调性和简洁性.
定义4 设有限区间X = [a, b],最优值为m ∈

X ,m ̸= a, b,对于∀x ∈ X ,存在变换θ(x) = x′,使得
x′ ∈ [a,m)且k(x′, X) = k(x,X)成立,称x′为x的关

联度等值映射点, θ为关联度等值映射变换.
定理1 设有限区间X = [a, b],最优值为m ∈

X ,m ̸= a, b,对于∀x ∈ X ,若x′为x的非线性关联度

等值映射点,则有x′ ∈ [a,m),且

x′ = θ(x) =


(b− a)m− (m− a)x

b−m
, x ∈ (m, b];

x, x ∈ [a,m].

(5)

证明 由定义3和定义4可知,当x′是x的非线

性关联度等值映射点时,有x ∈ (m, b], x′ ∈ [a,m),
且满足k(x′, X) = k(x,X).因此有

k(x′, X)=
x′ − a

2m− x′ − a
=k(x,X)=

b− x

b+ x− 2m
⇒

x′ − a =
b− x

b+ x− 2m
(2m− a)− b− x

b+ x− 2m
x′ ⇒(

1 +
b− x

b+ x− 2m

)
x′=

b− x

b+ x− 2m
(2m− a)+ a⇒

2(b−m)x′ = 2mb− 2mx+ 2ax− 2am ⇒

x′ =
(b− a)m− (m− a)x

b−m
.

显然,x′是x的线性相关函数且单调,当x = m和 b

时,x′取极值m和a,即x′ ∈ [a,m). 2
对于有限区间X = [a, b],最优值m ∈ X,m ̸=

a, b,通过上述定义的映射变换实现了将任意区间内
的点及其关联度运算映射到X 的左半区间即单调递

增区间 [a,m]上,由此推出定理2.
定理2 设有限区间X = [a, b],最优值为m ∈

X,m ̸= a, b, ∀x ∈ X ,对x作映射变换θ(x) = x′,并变
换区间X为其左半区间X ′ = [a,m],即单调递增区
间,则有k(x′, X ′) = k(x,X).

证明略,根据定理1易得,如图1(b)所示.
该定理实现了将最优点不在端点的简单关联度

计算转变为最优点在右端点的简单关联度计算,使得
关联度计算表达式变得简单统一.

1.3 非线性可拓三参数区间关联度及其映射变换

定义5 设有限区间X = [a, b],最优值为m ∈
X ,子区间X0 = [a0, b0], X0 ∈ X ,则有

k(X0, X) = αk(a0, X) + (1− α)k(b0, X),

α ∈ [0, 1]. (6)

其中k(X0, X)称为子区间X0关于区间X的可拓区

间简单关联度,且满足如下性质:
1) 当a0 = b0时, k(X0, X)退化为可拓简单关联

度;
2)当a0 = b0 = m时, k(X0, X)达到最大值1;
3)当a0 = a, b0 = b时, k(X0, X)有最小值0;
4) X0 ⊂ X, 0 < k(X0, X) < 1.
当m = a或b时,区间关联度计算在区间X上简

化为单调递增或单调递减函数.其中α代表决策者的

偏好态度系数,不同的系数取值反映了决策者对于区
间上下界关联度的倾向程度. α = 0.5代表决策者对

区间上下界无偏好;α > 0.5代表决策者更重视区间

下界的关联度.反之亦然.
定义6 设有限区间X = [a, b],最优值m ∈ X ,

三参数子区间X0 = [a0,m0, b0]且X0 ⊆ X ,则有

k(X0, X) =

αk(a0, X) + (1− α− β)k(m0, X) + βk(b0, X),
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α+ β ⩽ 1, α, β ∈ [0, 1]. (7)

其中k(X0, X)称为三参数子区间X0关于X的非线

性可拓三参数区间简单关联度,且满足如下性质:
1) 当a0 = b0 = m0时, k(X0, X)退化为简单关

联度;
2) 当a0 = b0 = m0 = m时, k(X0, X)达到最大

值且k(X0, X) = k(m0, X) = k(m,X) = 1;
3) 当a0 = a, b0 = b时, k(X0, X) = (1 − α −

β)k(m0, X),特别地,当 a0 = m0 或 b0 = m0时,
k(X0, X)达到最小值0;

4) X0 ⊂ X, 0 < k(X0, X) < 1.
当m = a或 b时,三参数区间关联度计算在区

间X上简化为单调递增或单调递减函数.上述三参
数关联度表达式表征了三参数子区间X0与区间X

的相互关系,其中α、β代表决策者的偏好态度系数,
不同的系数取值反映了决策者对于区间上下界和重

心值关联度的倾向程度.表1为几种典型的态度系数
设置方案.其中: I型代表决策者无偏好设置; II、IV
型代表决策者决策者更倾向重视区间重心值的关联

度; III型代表决策者更重视区间上下界的关联度; V
和VI型分别代表决策者更重视区间上界、下界的关
联度.

表 1 偏好态度系数的设置

I II III IV V VI

α 0.333 0.250 0.400 0.106 5 0.222 0.444

β 0.333 0.25 0.400 0.106 5 0.444 0.222

1 − α − β 0.333 0.500 0.200 0.787 0 0.333 0.333

当m = a或b时的三参数区间关联度计算简洁

直观,但当m ̸= a, b时,三参数子区间的关联度计算
和比较就变得复杂,关联度计算形式会因区间上下
界和重心值与最优点m的相对位置不同而复杂变化,
且态度系数也不能与区间上下界的关联度直接对应,
为此提出区间映射变换的方法,将最优点不在端点
时的区间关联度运算变换成最优点在端点的区间关

联度运算,从而保持区间关联度运算的单调性和简洁
性.
定义7 设有限区间X = [a, b],最优值为m ∈

X,m ̸= a, b,对于三参数子区间X0 = [a0,m0, b0]且

X0 ⊆ X ,存在映射变换θ(X0) = X ′
0,使得k(X ′

0, X)

= k(X0, X)且X ′
0 ⊆ [a,m],则称X ′

0为 X0的关联度

等值映射区间.
定理3 设有限区间X = [a, b],最优值m ∈ X ,

m ̸= a, b,对于三参数子区间 X0 = [a0,m0, b0]且

X0 ⊆ X ,若X ′
0为X0的关联度等值映射区间,则有:

1)当a0,m0, b0 ∈ [a,m]时,X ′
0 = θ(X0) = X0.

2)当a0,m0 ∈ [a,m], b0 ∈ (m, b]时,有

X ′
0 =
[a0,m0, b

′
0] =

[
a0,m0,

(b− a)m− (m− a)b0
b−m

]
,

[b′0,m0, a0] =
[(b− a)m− (m− a)b0

b−m
,m0, a0

]
.

3)当a0 ∈ [a,m],m0, b0 ∈ (m, b]时,有

X ′
0 =

[a0,m
′
0, b

′
0] =[

a0,
(b−a)m−(m−a)m0

b−m
,
(b−a)m−(m−a)b0

b−m

]
,

[b′0,m
′
0, a0] =[(b−a)m−(m−a)b0

b−m
,
(b−a)m−(m−a)m0

b−m
, a0

]
.

4)当a0,m0, b0 ∈ (m, b]时,有

X ′
0 = [b′0,m

′
0, a

′
0] =[(b− a)m− (m− a)b0

b−m
,

(b− a)m− (m− a)m0

b−m
,
(b− a)m− (m− a)a0

b−m

]
.

证明 不失一般性,假设决策者定义α为低关联

度偏好系数,β为高关联度偏好系数, 1 − α − β为

重心值关联度偏好系数.这里只证明第2)种情况.当
a0,m0 ∈ [a,m], b0 ∈ (m, b]时,分两种情况讨论:

1)当k(a0, X) > k(b0, X)时,如图2(a)所示,由于
b0 ∈ (m, b],根据定理1,对b0作等值映射变换θ(b0) =

b′0 = k(b0, X)(m − a) + a,使k(b′0, X) = k(b0, X)

且b′0 ∈ [a,m).又由于关联度在区间 [a,m]上单调递

增且k(b′0, X) < k(a0, X),得到 b′0 < a0,进而得到
X ′

0 = [b′0,m0, a0],有

k(X ′
0, X) =

αk(b′0, X) + (1− α− β)k(m0, X) + βk(a0, X) =

αk
((b− a)m− (m− a)b0

b−m
,X

)
+

(1− α− β)k(m0, X) + βk(a0, X) =

α

(b− a)m− (m− a)b0
b−m

− a

2m− (b− a)m− (m− a)b0
b−m

− a

+

(1− α− β)k(m0, X) + βk(a0, X) =

α
b−b0

b+b0−2m
+(1−α−β)k(m0, X)+βk(a0, X) =

αk(b0, X) + (1− α− β)k(m0, X) + βk(a0, X) =

k(X0, X).

2)当k(a0, X) < k(b0, X)时,如图2(b)所示,同理
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k X( , )b 0́ k X( , )b0
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∩ ∩

∩ ∩
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∩

m0

m 0́

b 0́
a0m 0́

图 2 区间关联度映射

得到θ(b0) = b′0 = k(b0)(m − a) + a, b′0 ∈ [a,m)且

b′0 > a0,因此X ′
0 = [a0,m0, b

′
0],有

k(X ′
0, X) =

αk(a0, X) + (1− α− β)k(m0, X) + βk(b′0, X) =

αk(a0, X) + (1− α− β)k(m0, X)+

βk
((b− a)m− (m− a)b0

b−m
,X

)
=

αk(a0, X)+(1−α−β)k(m0, X)+β
b−b0

b+b0−2m
=

αk(a0, X) + (1− α− β)k(m0, X) + βk(b0, X) =

k(X0, X).

当k(a0, X) > k(b0, X)时,X ′
0 = [b′0,m0, a0];当

k(a0, X) < k(b0, X)时,X ′
0 = [a0,m0, b

′
0].其他几种

情况如图2(c)∼图2(e)所示,此处不再赘述. 2
对于有限区间X = [a, b],最优值m ∈ X,m ̸=

a, b,通过上述定义的映射变换,实现了将所有子区间
及其关联度运算都映射到X的左半区间 [a,m]上,由
此推出定理4.
定理 4 设有限区间X = [a, b],最优值m ∈

X ,m ̸= a, b,有三参数子区间X ′
0 = [a0,m0, b0],且

X0 ⊆ X ,对X0作区间映射变换θ(X0) = X ′
0,并变换

区间X为其左半区间X ′ = [a,m],即单调递增区间,
则有k(X ′

0) = k(X0, X).
证明过程略.
该定理实现了将最优点不在端点的三参数区间

关联度计算变换为最优点在端点的单调递增的三参

数区间关联度计算,使得区间关联度计算表达式和排
序过程变得简单统一.
非线性可拓三参数区间简单关联度包含如下一

些意义:
1)不仅测度了两个区间之间的关系,而且测度了

与第3个参数之间的关系,因此对区间间关系的描述
能力更强;

2)通过区间映射变换,关联度计算过程变得更简
洁统一;

3)非线性关联度体现了人们决策评价时的非线
性思维,即越接近最优点评价差异的价值越大,如对
于最优点为10的区间 [0, 10],很多时候认为评价区间
为 [3, 6, 8]的方案要优于评价区间为 [4, 6, 7]的方案,
因为得到更高评价比得到更低评价的价值更大;

4)通过态度系数的设置,反映决策者对指标高低
评价值的不同态度偏好,以便进行决策的不确定性分
析;

5)不同于三参数区间灰色关联度、三参数区间
贴近度、三参数区间投影排序[20]等已有方法,表达了
一种新的非基于距离的区间关系测度模型.
下面将关联度计算应用到不同类型的指标决策

中.

1.4 不同类型决策指标区间的关联度

定理5 设效益型指标区间X = [a, b],有三参数
子区间X0 = [a0,m0, b0]且X0 ⊆ X ,则有

k(X0, X) =

αk(a0, X) + (1− α− β)k(m0, X) + βk(b0, X) =
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α
a0 − a

2b− a0 − a
+ (1− α− β)

m0 − a

2b−m0 − a
+

β
b0 − a

2b− b0 − a
. (8)

证明 由于X = [a, b]是效益型指标区间, b是最
优值,根据定义3可得. 2

定理6 设效益型指标区间X = [a, b],有三参
数子区间X0 = [a0,m0, b0]和X1 = [a1,m1, b1],且
X0, X1 ⊆ X ,设

γ =
α(a0 − a1)

(2b− a0 − a)(2b− a1 − a)
+

(1− α− β)(m0 −m1)

(2b−m0 − a)(2b−m1 − a)
+

β(b0 − b1)

(2b− b0 − a)(2b− b1 − a)
,

有:
1)当γ = 0时, k(X0, X) = k(X1, X);
2)当γ > 0时, k(X0, X) > k(X1, X);
3)当γ < 0时, k(X0, X) < k(X1, X).
证明 由定理5,有

k(X0, X)− k(X1, X) =

αk(a0) + (1− α− β)k(m0)+

βk(b0)− (αk(a1)+

(1− α− β)k(m1) + βk(b1)) =

α
( a0 − a

2b− a0 − a
− a1 − a

2b− a1 − a

)
+

(1− α− β)
( m0 − a

2b−m0 − a
− m1 − a

2b−m1 − a

)
+

β
( (b0 − a)

2b− b0 − a
− (b1 − a)

2b− b1 − a

)
=

α
( 2(b− a)(a0 − a1)

(2b− a0 − a)(2b− a1 − a)

)
+

(1− α− β)
( 2(b− a)(m0 −m1)

(2b−m0 − a)(2b−m1 − a)

)
+

β
( 2(b− a)(b0 − b1)

(2b− b0 − a)(2b− b1 − a)

)
=

2(b− a)
( α(a0 − a1)

(2b− a0 − a)(2b− a1 − a)
+

(1− α− β)(m0 −m1)

(2b−m0 − a)(2b−m1 − a)
+

β(b0 − b1)

(2b− b0 − a)(2b− b1 − a)

)
.

综上,定理6得证. 2
表2给出了非线性和线性可拓关联度计算的例

子.可以看到,区间数 [2, 6, 8]、[3, 6, 7]和 [1, 6, 9]的重

心值相同,离最优点10的直接距离也相同,因此线性
区间关联度值相同,但非线性关联度值有差异,因为
其值受高评价值的影响更大.

表 2 效益型区间关联度运算例子

α = β = 1
[2,6,8] [3,6,7] [4,6,7] [1,6,9] [0,6,9]

[0,10] [0,10] [0,10] [0,10] [0,10]

非线性 0.402 0.381 0.406 0.433 0.416

线性 0.533 0.533 0.567 0.533 0.500

定理7 设固定型指标区间X = [a, b],最优值
m ∈ X ,m ̸= a, b,有三参数子区间X0 = [a0,m0, b0]

且X0 ⊆ X ,对X0作区间映射变换θ(X0) = X ′
0,并

变换区间X为效益型指标区间X ′ = [a,m],则有
k(X ′

0, X
′) = k(X0, X).

由定义7和定理4易得定理7,证明略.
定理8 设成本型指标区间X = [a, b],有三参数

子区间X0 = [a0,m0, b0]且X0 ⊆ X ,对X0作区间映

射变换θ(X0) = X ′
0 = [2a−a0, 2a−m0, 2a−b0],并变

换区间X为效益型指标区间X ′ = [b′, a] = [2a−b, a],
则有k(X ′

0, X
′) = k(X0, X) .

由定义7和定理3易得定理8,证明略.
以上定理实现了将成本型指标区间和固定型指

标区间的关联度计算都变换为单调递增的效益型指

标区间的关联度计算,不但使得决策应用中的关联
度计算过程统一为式 (8)形式,而且便于进行不确定
性和动态性分析.表 3显示了一个固定型区间关联
度的简单排序例子.可以看到, 4个三参数区间经过
映射变换后进行求值,在重心值相同的情况下,原始
数 [4, 6, 8]、[3, 6, 7]离最优点6的直接距离也相同,但
[3,6,7]获得了更高的关联度值,因为受高评价值的影
响更大. [2, 6, 8]和 [1, 6, 7]的比较也是如此.

表 3 固定型区间关联度运算例子

最优点6
[0,10] [2,6,8] [3,6,7] [4,6,8] [1,6,7]

α = β = 1/3

映射 [0,6] [2,6,3] [3,6,4.5] [3,6,4] [1,6,4.5]

关联度 0.511 0.6443 0.611 0.567

1.5 基于相离度偏差最大化的权重计算

在属性权重信息完全未知且决策者对方案无

偏好的情形下,从对方案进行排序的角度考虑,若某
个属性下所有方案的属性值相互差异越小,则表明
该属性对方案的区分作用越小,应该被赋予较小的
权重.反之,若某属性下各方案的属性值相互差异越
大,则表明其对方案的优劣区分作用越大,应该被赋
予更大的权重.特别地,当各方案的某属性值都相同
时,该属性对方案的排序毫无作用.据此思想建立基
于三参数区间数相离度偏差最大化的权重计算模

型[21-23],考虑评价矩阵中的属性评价值都是以三参
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数区间数形式给出,三参数区间数之间的差异可以用
区间相离度进行量化表示.设有评价矩阵 (Xij)m ×
n, i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n,评价值为三参数
区间数Xij = [aij ,mij , bij ],W为属性权重向量.令
d(Xij , Xkj) = |aij − akj |+ |mij −mkj |+ |bij − bkj |
为三参数区间数Xij , Xkj的相离度,D(W )表示所有

方案属性值与其他方案属性值的相离度总偏差,权重
向量W的选择应该使该总偏差最大.因此,可建立单
目标最优化模型

max D(W ) =

n∑
j=1

m∑
i=1

m∑
k=1

d(Xij , Xkj)wj ;

s.t. wj ⩾ 0,

n∑
j=1

w2
j = 1. (9)

解此模型,有拉格朗日函数

L(W,λ) =

n∑
j=1

m∑
i=1

m∑
k=1

d(Xij , Xkj)wj+

λ

2

( n∑
j=1

w2
j − 1

)
.

求其偏导数,令
∂L

∂wj
= 0,

∂L

∂λ
= 0,可求得拉格朗

日函数稳定点.由于约束条件是有界闭集,目标函数
D(W )必有条件最大值和最小值.将拉格朗日函数稳
定点代入D(W )后可知条件最大值的对应点为

w∗
j =

m∑
i=1

m∑
k=1

d(Xij , Xkj)√√√√ n∑
j=1

[ m∑
i=1

m∑
k=1

d(Xij , Xkj)
]2 .

对w∗进行归一化处理后,得到

wj =

m∑
i=1

m∑
k=1

d(Xij , Xkj)

n∑
j=1

m∑
i=1

m∑
k=1

d(Xij , Xkj)

. (10)

2 决策算法过程

设决策问题的方案集S = {s1, s2, · · · , sm},属性
集U = {u1, u2, · · · , un},方案si在属性uj下的评价

值为三参数区间数Xij = [aij ,mij , bij ],则有评价矩
阵(Xij)m×n, i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n.

Step 1: 对评价矩阵 (Xij)m×n作区间映射变换,
将成本型和固定型指标属性及其三参数区间评价值

变换为对应的效益型指标属性及其三参数区间评价

值,得到新的评价矩阵(X ′
ij)m×n.

Step 2:根据需要,确定α,β的态度系数设置.
Step 3: 取每个属性uj的量值区间.对事前明确

有评价取值区间的属性,该区间作为其量值区间;对
事前没有明确取值区间的属性,按max-min原则取
X ′

j = [min(X ′
ij)m×n,max(X ′

ij)m×n](i = 1, 2, · · · ,
m)作为量值区间.根据式 (8)计算每个评价值的三
参数区间关联度k(X ′

ij , X
′
j).

Step 4: 计算区间相离度偏差矩阵,并根据式 (10)
计算最优权重集合W = (w1, w2, · · · , wn).

Step 5: 得到每个方案si的综合三参数区间关联

度K(si) =

n∑
j=1

wjk(X ′
ij , X

′
j) ,并依据大小排序.

Step 6:通过α、β取值变化进行不确定性分析.

3 算例分析

为便于比较说明,算例采用文献 [12, 24]的数
据并稍作修改,具体如下.某单位对 5名候选干部
(s1, s2, s3, s4, s5)进行年度考核,制定了6项考核指标
(u1, u2, u3, u4, u5, u6):思想品德、工作态度、工作作
风、文化水平、领导能力和开拓能力.经过群众评议,
对每位候选人各项指标分别打分,再进行统计处
理,得到每位候选人各指标的评议分作为属性值,
评分范围是事前确定的.显然群众对同一候选人
的评分各不相同,因此属性值以三参数区间数形式
给出,前5项为越大越好的效益型属性,评分范围为
[0.80, 1.00].为体现本文方法中区间映射变换的作用,
将原数据最后一项属性由效益型改为固定型,评分
范围为 [0.80, 1.20],其中1.00为最优值,超过1.00表示
过于激进,反之表示过于保守.最终属性值如表4所
示.依据上述信息,确定最优人选.

表 4 评价数据表

候选 u1 u2 u3 u4 u5 u6

s1 [0.80 0.85 0.90] [0.90 0.92 0.95] [0.91 0.94 0.95] [0.93 0.96 0.99] [0.90 0.91 0.92] [0.95 0.97 1.01]

s2 [0.90 0.95 1.00] [0.89 0.90 0.93] [0.90 0.92 0.95] [0.90 0.92 0.95] [0.94 0.97 0.98] [0.90 0.93 1.05]

s3 [0.88 0.91 0.95] [0.84 0.86 0.90] [0.91 0.94 0.97] [0.91 0.94 0.96] [0.86 0.89 0.92] [1.06 1.08 1.09]

s4 [0.85 0.87 0.90] [0.91 0.93 0.95] [0.85 0.88 0.90] [0.86 0.89 0.93] [0.87 0.90 0.94] [1.04 1.07 1.08]

s5 [0.86 0.89 0.95] [0.90 0.92 0.95] [0.90 0.95 0.97] [0.91 0.93 0.95] [0.90 0.92 0.96] [1.10 1.13 1.15]
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Step 1:由表4得到评价矩阵.
Step 2: 由 Step 1对评价矩阵作区间映射变换,

效益型属性区间及其值不变,固定型属性区间及其属
性值变换成效益型属性区间及对应属性值,即u6下

的评价值由

[0.95 0.97 1.01], [0.90 0.93 1.05],

[1.06 1.08 1.09], [1.04 1.07 1.08],

[1.10 1.13 1.15]

变换为

[0.95 0.97 0.99], [0.90 0.93 0.95],

[0.91 0.92 0.94], [0.92 0.93 0.96],

[0.85 0.87 0.90].

Step 3: 由Step 2确定α、β的系数设置方案,为比
较的一致性以及通用性,设α = β = 1/3.

Step 4: 由 Step 3确定每个属性的量值区间,本
例中,前 5个属性有确定的评价区间 [0.80, 1.00],最
后一个属性的评价区间经过区间映射变换也变成

[0.80, 1.00],根据式 (8)计算每个评价值的三参数区间
关联度,如表5所示.

表 5 三参数区间关联度

候选 u1 u2 u3 u4 u5 u6

k1j 0.158 7 0.454 0 0.505 9 0.684 3 0.380 4 0.748 0

k2j 0.644 4 0.368 4 0.454 0 0.454 0 0.698 6 0.471 6

k3j 0.409 8 0.207 0 0.552 3 0.528 1 0.298 5 0.448 8

k4j 0.229 4 0.486 9 0.242 1 0.316 1 0.361 3 0.525 6

k5j 0.355 6 0.454 0 0.557 5 0.486 9 0.476 2 0.229 4

Step 5: 按Step 4,由式 (9)计算相离度偏差矩阵,
得到每个属性下各方案与其他方案的评价区间相离

度偏差值.根据式 (10)和相离度偏差矩阵,得到相离
度偏差最大化权重向量

W =

(0.225 0, 0.134 4, 0.140 6, 0.137 5, 0.165 6, 0.196 9).

Step 6: 按Step 5,由最优权重向量W和三参数区

间关联度计算综合关联度,如表6所示.

表 6 综合关联度排序

候选 s1 s2 s3 s4 s5

K(si) 0.472 2 0.529 3 0.408 1 0.357 9 0.410 4

排序 2 1 4 5 3

Step 7: 根据α, β的设置变化进行不确定性分

析,α、β代表决策者对于指标区间关联度上下界和

重心值关联度的倾向程度,表7显示了在不同设置下
的决策排序.结果表明,不同态度系数下的决策排序
有稍许差异,只体现在一定条件下方案 s3和 s5会发

生排序逆转,说明当前排序总体不确定性较低,方案
s1、s2、s4的相对排序并不随决策者对评价高低值态

度倾向的改变而改变. α = β = 0.106、α = 0.444、

β = 0.222时,分别反映了决策者对评价重心值和评
价下界的较大倾向度,此时评价上界被相对轻视,方
案s3和s5会发生排序逆转.观察原始数据表4,可以
发现s3在评价下界、评价重心值和评价上界与方案

s5的总体差值分别是−1、−2和−4.因此相对于方案
s5,方案 s3在下界和重心值的总体评价比上界要好,
表明这种排序逆转在评价重心值和评价下界受倾向

态度影响的情况下发生是合理的.

表 7 不同态度系数设置下的排序

候选 s1 s2 s3 s4 s5 排序

α = β = 0.333 0.472 2 0.529 3 0.408 1 0.357 9 0.410 4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

α = β = 0.250 0.470 5 0.526 0 0.403 9 0.352 8 0.404 4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

α = β = 0.400 0.473 6 0.531 9 0.411 4 0.362 0 0.415 2 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

α = β = 0.106 0.467 6 0.520 4 0.396 6 0.344 0 0.393 9 s2 ≻ s1 ≻ s3 ≻ s5 ≻ s4

α = 0.222, β = 0.444 0.502 8 0.568 0 0.438 2 0.384 7 0.444 9 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

α = 0.444, β = 0.222 0.441 6 0.490 6 0.377 9 0.331 0 0.375 8 s2 ≻ s1 ≻ s3 ≻ s5 ≻ s4

Step 8: 表8给出了不同算法在等权重、文献 [24]
权重和当前权重下的决策排序结果,为保持比较的
一致性,偏好态度系数设为等倾向.在等权重下和文
献 [24]权重下,各方法的计算结果一致,方案s5排序

高于s3,但在当前权重下,其他方法的计算结果都是

方案s3和s5会发生排序逆转.其原因是,通过观察原
始数据表5和当前权重,发现方案s3占优的属性u1和

u6的权重较大,而方案s5占优的属性u2和u5的权重

较小,导致逆转发生.但本文方法的计算结果未发生
逆转,原因在于如前文所述,方案s5在上界的评价表
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表 8 不同方法的排序比较

α = β = 0.333 当前权重下排序 等权重下排序 文献 [24]权重下排序

非线性关联 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

线性关联 s2 ≻ s1 ≻ s3 ≻ s5 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

联系数分析 s2 ≻ s1 ≻ s3 ≻ s5 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

TOPSIS方法 s2 ≻ s1 ≻ s3 ≻ s5 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4 s2 ≻ s1 ≻ s5 ≻ s3 ≻ s4

现更好,此时非线性关联对高评价的自然“增值”价
值体现出来,抵消了一部分权重差异带来的影响,因
此在有些场合下,其排序稳定性更高.

4 结 论

本文针对属性信息是具有统计或概率意义的

三参数区间数的多属性决策问题,提出了一种新
的非线性可拓关联度的决策方法和框架,给出了
非线性可拓三参数区间简单关联度函数表达式,表
达式通过偏好态度系数反映决策者对于指标区间

上下界和重心值的倾向程度,并能体现人们进行决
策评价时的非线性思维.通过定义关联度区间映
射方法,将最优点不在端点的区间关联度计算变换
为最优点在端点的单调递增的区间关联度计算,对
于权重完全未知的情况,给出了基于区间相离度
最大化的客观权重赋值方法.最后,针对不同的态
度系数设置进行了决策的不确定性分析.未来的
工作考虑将可拓关联度决策方法应用于混合值类

型、 残缺信息、 方案偏好、 时序动态、 模糊集

等各种决策场景中,以及进一步研究可拓关联度的
可拓变换[25]动态决策模型.
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