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Tarski代数视角下函数依赖与属性蕴含的关系
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摘 要: 研究经典函数依赖与属性蕴含之间的关系.首先介绍Tarski量词消除理论,分别研究Tarski量词消除理
论下的函数依赖表示方式和属性蕴含表示方式,得出无量词Tarski代数下函数依赖与属性蕴含表示的统一数学模
型;然后,进一步从形式概念分析的角度进行深入研究,得出不同转换背景下函数依赖与属性蕴含两者成立的关
系,并从函数的观点分析两者的根本语义差别;最后,基于Armstrong公理的满足性讨论函数依赖与属性蕴含所满
足的Armstrong公理,基于Duquenne-Guigues基的满足性得出最小依赖集与Duquenne-Guigues基的关系,并对函
数依赖与属性蕴含之间的关系进行全面总结.
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The study of relationship between functional dependency and attribute
implication based on Tarski algebra view
AN Qiu-sheng1†, KONG Xiang-yu2, CAO Ze-hao2

(1. School of Mathematics and Computer Science，Shanxi Normal University，Linfen 041000，China；2. College of
Missile Engineering，Rocket Force University of Engineering，Xi’an 710025, China)

Abstract: The relationship between classical functional dependency and attribute implication is investigated
emphatically. Firstly, the quantifier elimination theory of Alfred Tarski is introduced. Then, the representation forms of
functional dependency and the attribute implication under the quantifier elimination theory of Alfred Tarski are
researched respectively, and the unified mathematics model of functional dependency and attribute implication under the
Alfred Tarski algebra without quantifier is established. Then, the relationship between existences of functional
dependency and attribute implication is discussed under different conversion contexts from the view of formal concept
analysis, and the fundamental semantics difference between them is studied from the view of function. Finally, the
problem on whether functional dependency and attribute implication can satisfy the Armsrong’s axiom are researched
from their satisfaction degrees according to Armsrong’s axiom, the relationship between minimum dependency set and
Duquenne-Guigues base is given from their satisfaction degrees according to Duquenne-Guigues base, and the
relationship between classical functional dependency and attribute implication is summarized in all directions.
Keywords: Tarski algebra；functional dependency；attribute implication；convert context；Armstrong axiom；
Duquenne-Guigues base

0 言

函数依赖是关系数据库理论的重要概念,属性蕴
含是形式概念分析 (FCA)中的概念,它们分属不同的
学科却又密切相关.对于它们之间的关系,近年来已
有多位国内外学者进行了研究,文献 [1]认为函数依
赖与属性蕴含具有等价性,文献 [2]认为存在于概念
格中的属性蕴含集与存在于对应数据库表中的函数

依赖集语义上相同,文献 [3]对于函数依赖与属性蕴
含关系的研究结论与文献 [1]相同,但是文献 [4]却持

不同观点,认为它们并不等价,那么两者之间的关系
究竟如何?本文将对此进行更深入的研究[5].

经典关系数据库以关系代数为基础,而关系代数
的基础则是传统的集合论和量化逻辑,量化逻辑以量
词与变量为基础,但是增加了推理的复杂性.文献 [6]
指出:“涉及到关系中的依赖性、关系与操作的泛化
理论仍然缺乏”,著名学者Tarski[7]提出的无变量集

合理论的形式化方法 (或称Tarski代数)则为文献 [6]
所提出的问题提供了可能的解决方案.本文尝试以
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Tarski代数方法为基础,研究此视角下的函数依赖与
属性蕴含,并结合其他方法解决他们的关系问题.

1 Tarski量词消除理论
Tarski[7]于 1948年提出了一种关于实数封闭域

(real closed fields)基础理论的量词消除方法,该方法
同时也可以作为一种决策方法.
一般的自由量词公式是由多项式方程 (f(x) =

0)与不等式 (f(x) ⩽ 0)使用布尔操作算子
∧
、
∨
、⇒、

( )等构成的表达式,也允许严格的不等式f(x) > 0及

f(x) ̸= 0.具有变量x = (x1, x2, . . . , xn)的公式 (前
束式)是下列类型的表达式:

(Q1x1) . . . (Qsxs)F (f1(x), . . . , fr(x)).

其中:Qi为量词 ∀或 ∃,如果有量词对应于变量 xi,
则称 xi 被量化,否则称 xi 是自由的,F (f1(x), . . . ,

fn(x))为自由量词公式.
Tarski已经证明,每一个包含量词的公式均等价

于一个无量词的公式.
引理1 [8] 实数域上的每个一序公式存在一个

等价的量词自由公式,并且有明确的算法计算该量词
自由公式.

Tarski终生努力的目标之一就是“开发从逻辑表
示中去除‘量词’的方法”,这种努力从根本上最终形
成了他的“没有变量的集合理论的形式化方法”—–
Tarski量词消除理论.

2 Tarski量词消除理论视角下的函数依赖
与属性蕴含

2.1 Tarski量词消除理论下的函数依赖

在经典关系数据库中,设R为属性的有限集,对
于任意A ∈ R,其所有可能值的集合称为值域,记为
Dom(A), ∀A ∈ R, t(A) ∈ Dom(A), R为关系模式, r
为R下的关系,关系数据库是多个r的集合.
定义1 [6] 给定任意n元关系T的关系模式S的

子集x、y ⊆ S,该关系满足函数依赖x → y当且仅当

对于所有元组对 t, t′ ∈ T ,当其属性值在x上相等时,
它们在y上也相等,即

∀t, t′ ∈ T : (t[x] = t′[x] ⇒ t[y] = t′[y]). (1)

在式 (1)中具有量词∀及变量 t、t′,因此式 (1)是
被量化的,下面将利用Tarski量词消除方法消去其中
的量词及变量 (该推导过程部分参考文献 [6],但结果
不同).
首先,考虑到在关系数据库中属性值 t[x]是由映

射得到的,可以将 t[x]变换为x[t],即与属性集x关联

的投影函数,则式(1)变换为

∀t, t′ ∈ T : (x(t) = x′(t) ⇒ y(t) = y(t′)). (2)

为了消去其中的量词,给定函数f : A → B,设二元
关系R ⊆ A × A,目的是为了检查集合A的两个值在

f下是否有相同的映像,即a′Ra ≡ f(a′) = f(a)是否

成立.设f0表示f逆,即a(f0)b当且仅当b = f(a).函
数f在a取值为 b,且 (·)表示二元关系函数复合的扩
展.一般地,有

b(R · S)c ≡ ∃a : bRa
∧

aSc. (3)

那么有

a′Ra ≡ f(a′) = f(a) ≡

∃b : b = f(a′) = f(a) ≡

∃b : b = f(a′)
∧
b = f(a) ≡

∃b : a′(f0)b
∧

a(f0)b ≡

∃b : a′(f0)b
∧

b(f)a ≡

a′(f0 · f)a.

即a′Ra ≡ f(a′) = f(a)可以用a′(f0 · f)a表示.使用
逆运算与复合运算,式(2)的右边可以改写为

(x(t) = x′(t) ⇒ y(t) = y(t′)) ≡

t(x0 · x)t′ ⇒ t(y0 · y)t′.

蕴含可以用关系包含表示为

R ⊆ S ≡ ∀b, a : bRa ⇒ bSa.

直接表示成包含x0 · x ⊆ y0 · y将导致明显的错误,因
为量词的双重辖域(t ∈ T

∧
t′ ∈ T )对此并不适用,为

此将式(2)变换为

∀t, t′ : (t ∈ T
∧
t′ ∈ T

∧
t(x0 · x)t′) ⇒ t(y0 · y)t′.

(4)

对于元组集合T ,定义二元关系 [T ],有 b[T ]a ≡
b = a

∧
a ∈ T (实际上 b[T ]a ≡ a[T ]b).那么 t ∈ T

可以表示为∃u : u[T ]t ≡ ∃u : t[T ]u, t′ ∈ T情况相同,
因此有

∀t, t′ : (t ∈ T
∧

t′ ∈ T
∧

t(x0 · x)t′) ≡

∃u, u′ : t[T ]u
∧
t′[T ]u′ ∧ t(x0 · x)t′ ≡

∃u, u′ : t[T ]u
∧
u(x0 · x)u′ ∧u′[T ]0t′.

由于
∧
是可交换的,u = t, u′ = t′, [T ]0 = [T ],

由公式 b(R · S)c ≡ ∃a : bRa
∧
aSc从右向左 (将

∃a : bRa
∧
aSc变为b(R · S)c)组合两次,有

(t[T ]u
∧

u(x0 · x)u′)
∧

u′[T ]0t′ ≡

t([T ] · x0 · x)u′ ∧u′[T ]0t′ ≡

t([T ] · x0 · x · [T ]0)t′.
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式(4)可以变为

∀t, t′ : (t ∈ T
∧

t′ ∈ T
∧

t(x0 · x)t′ ⇒

t(y0 · y)t′ ≡ t([T ] · x0 · x · [T ]0)t′ ⇒

t(y0 · y)t′ ≡ [T ] · x0 · x · [T ]0 ⊆ y0 · y. (5)

注意到,在式 (1)中出现的量词在式 (5)中已经消
除,进一步,可将式(5)变换为

R · f0 · f ·R0 ⊆ g0 · g. (6)

式 (6)中R可以看作是一种数据集,同时可以是
不确定计算的“规格”,或者是有限状态自动机的变
迁关系, f (相对于g)可以看作是R的输出产生的一个

函数,∀b′, b : b′Ra′意味着b′ = a′且a′ ∈ R, bRa意味

着b = a且a ∈ R,而∀a′, a : f(a′) = f(a)实际上是

a′(f0 · f)a.考虑到在偏序恒等(partial identities)关系
下R = R0,从量化逻辑的观点将式 (6)与R ⊆ S ≡
∀b, a : bRa ⇒ bSa相结合,则式(6)可以扩展如下:

(∀a′, a, b′, b, bRa : f(a′) = f(a)
∧
b′Ra′) ⇒

(g(b′) = g(b)). (7)

注意到,本文得到式 (7)与文献 [6]结果∀a′, a : f(a′)

= f(a) ⇒ (∀b′, b : b′Ra′
∧

bRa) ⇒ g(b′) = g(b)不

同.可以将式 (7)表示成R : f → g或者f
R→ g，也可

以说R满足函数依赖FD: f → g,这里R为数据集合.

2.2 Tarski量词消除理论下的属性蕴含

形式概念分析 (FCA)作为一种数据分析工具,从
输入数据中可以产生两种重要的输出:一是概念格,
二是属性蕴含.在FCA的研究中,概念的发现与推理、
依赖性的发现与推理以及依赖性的可视化研究是重

要的3个方面,其中形式背景的依赖性研究即为属性
蕴含,属性蕴含描述形式背景中有效数据的属性依
赖,属性蕴含在数据库研究中也称为值依赖.
定义2 (属性蕴含) 设K = (U,M, I)为形式背

景,其中U为对象的有限集,M为属性的有限集, I ⊆
U × M为对象与属性间的二元关系. M上的属性蕴
含为X ⇒ Y ,其中X ⊆ M且Y ⊆ M .所有在K中

成立的属性蕴含集合记为 IMP(K),称为K的蕴含理

论[9].
对于在形式背景中成立的属性蕴含X ⇒ Y ,一

般有X ′ ⊆ Y ′、{X}′ ⊆ {X,Y }′′、Y ⊆ X ′′三种解释

(或判定方法),为研究方便,采用X ′ ⊆ Y ′,将其形式
化表示为

X ′ ⊆ Y ′ ≡

{u|∀u ∈ U, x ∈ X, (u, x) ∈ I} ⊆

{u|∀u ∈ U, y ∈ Y, (u, y) ∈ I}. (8)

其中

X ′ = {u|∀u ∈ U, x ∈ X, (u, x) ∈ I},

Y ′ = {u|∀u ∈ U, y ∈ Y, (u, y) ∈ I}.

对每个对象u ∈ U 建立映射u : M → {0, 1},若
(u, x) ∈ I ,则u(x) = 1,表示u(x)存在,否则u(x) = 0,
表示u(x)不存在.
对于u与u′而言,若u(x)存在,则u(x) = 1,同样,

若u′(x)存在,则u′(x) = 1,因此u(x) = u′(x)表示

u(x)与u′(x)均存在 (其值为1).同理,u(y) = u′(y)表

示u(y)与u′(y)均存在 (其值为1).这样式 (8)可以解
释为对于所有u, u′ ∈ U ,若u(x) = u′(x)成立 (或存
在),则u(y) = u′(y)一定成立,因此,式(8)可以变换为

∀u, u′ ∈ U : (u(x)=u′(x)=1⇒u(y)=u′(y)=1) ≡

∀u, u′ ∈ U : (u(x)=u′(x) ⇒ u(y) = u′(y)). (9)

其形式与函数依赖表示相同,可以采用与函数依赖同
样的方法将式(9)变换为

[U ] · x0 · x · [U ]
0 ⊆ y0 · y. (10)

在式 (9)中出现的量词在 (10)中已没有出现,进一步
可将式(10)变换为

R · f0 · f ·R0 ⊆ g0 · g. (11)

式(11)同函数依赖变为

(∀u′, u, t′, t, tRu : f(u′) = f(u)
∧
t′Ru′) ⇒

(g(t′) = g(t)), (12)

(∀u′, u, t′, t, tRu : f(u′) = f(u) = 1
∧

t′Ru′) ⇒

(g(t′) = g(t) = 1). (13)

注意到,式 (12)和 (13)中的f(u′) = f(u)不同于

函数依赖,函数依赖表示两个属性值相等,这里则代
表f(u′)、f(u)两个属性值均存在 (用1表示), g(t′) =

g(t)亦然.

2.3 Tarski代数为基础的函数依赖与属性蕴含关系

前文给出了Tarski理论下函数依赖与属性蕴含
无量词表达式统一的数学模型,本节将以Tarski理论
为基础,从不同角度对函数依赖与属性蕴含的语义逐
步展开研究.
2.3.1 Tarski代数下的语义分析
函数依赖在Tarski量词消除理论下的代数表示

为

R · f0 · f ·R0 ⊆ g0 · g.

其中:R为数据库关系表属性值之间的等价关系 (或
不可分辨关系), f、 g为属性到元组之间的映射函
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数.对于包含关系,有

R ⊆ S ≡ ∀b, a : bRa ⇒ bSa. (14)

合并式(6)和(14)可以得到

∀b, a : b(R · f0 · f ·R0)a ⇒ b(g0 · g)a. (15)

由式 (15),函数依赖在 Tarski量词消除理论下的语
义可以解释为:定义元组变量之间的等价关系R(如
bRa、b′Ra′),由复合函数f0 · f完成属性值之间的关
系定义(如f(a′) = f(a)),定义等价关系R0,由此推导
出g0 · g成立 (如g(b) = g(a)).本文推导的函数依赖
量化逻辑表示公式(7)充分体现了上述语义.
属性蕴含在Tarski量词消除理论下的代数表示

为

R · f0 · f ·R0 ⊆ g0 · g.

其中:R为形式背景中存在的属性值 (只有部分属性
值存在)之间的等价关系(或不可分辨关系), f、g为由
属性域到对象之间的映射函数,对于包含关系,有

R ⊆ S ≡ ∀b, a : bRa ⇒ bSa.

合并式(11)和(14)可以得到

∀b, a : b(R · f0 · f ·R0)a ⇒ b(g0 · g)a. (16)

由式 (16),属性蕴含在Tarski量词消除理论下的
语义可以解释为:定义元组变量 (如a′、a)之间的等价
关系R,由复合函数f0 · f完成属性值之间的关系定
义 (如f(a′) = f(a),表示两个属性值均存在),定义等
价关系R0,由此推导出g0 · g成立 (如g(b) = g(a),同
样指两个属性值均存在).本文推导的属性蕴含的量
化逻辑表示

(∀u′, u, t′, t, tRu : f(u′) = f(u) = 1
∧
t′Ru′) ⇒

(g(t′) = g(t) = 1)

充分体现了上述语义.
可见,函数依赖与属性蕴含在 Tarski量词消除

理论下虽然具有统一的数学模型,但是语义截然不
同.下面进一步从FCA及函数的角度对其语义差别
进行深入研究.
2.3.2 不同转换背景下“函数依赖成立”与“属性蕴

含成立”的关系

虽然函数依赖是数据库领域概念,属性蕴含是
FCA领域概念,但实际上一个多值背景即为数据库中
的一个关系,因此本节研究不同转换背景下“函数依
赖成立”与“属性蕴含成立”两者之间的关系.

按照定义1,在数据库关系中,判定属性集X与Y

间函数依赖关系时需要考虑属性值间的关系,设 t、s

为关系模式下关系r的任意两个元组,它们在属性子

集X、Y 上的取值分别为 t[X]、s[X]、t[Y ]、s[Y ].从数
学意义上讲,对于 t[X]、s[X]是否相等以及 t[Y ]、s[Y ]

是否相等有4种组合,分别为

a)

t[X] = s[X],

t[Y ] = s[Y ];

b)

t[X] = s[X],

t[Y ] ̸= s[Y ];

c)

t[X] ̸= s[X],

t[Y ] = s[Y ];

d)

t[X] ̸= s[X],

t[Y ] ̸= s[Y ].

函数依赖要排除的实际是组合 b),而组合 c)和
d)考虑的是 t[X]与 s[X]不等的情况,函数依赖对于
t[Y ]、s[Y ]是否相等不作要求,所以只剩组合a)真正
意义上满足函数依赖的定义,为此可以将组合a)视为
函数依赖成立的条件,即

∀t, s ∈ r,

if t[X] = s[X] and t[Y ] = s[Y ],

then X → Y,

holds.

下面所研究的函数依赖即为上述情况.
定义3 [5] 多值背景(G,M,W, I)由集合G、M、

W及其间的三元关系I(I ⊆ G×M ×W )组成,且下
式成立:

(g,m,w) ∈ I, (g,m, v) ∈ I ⇒ w = v.

其中:G的元素称为对象;M 的元素称为 (多值)属
性;W的元素称为属性值; (g,m, v) ∈ I ,对于对象g,
读作“对象g的m属性具有w”,如果w有n个元素,则
(G,M,W, I)称为n值背景或多值背景.
形式背景中的属性蕴含A ⇒ B从数学意义上

讲是一种“蕴含式”规则,而“蕴含”的数学意义为
A ⇒ B ≡ ¬A

∨
B,蕴含式的真值如表1所示.

表 1 蕴含真值表

A B A⇒ B

T T T

T F F

F T T

F F T

由表1可以得出属性蕴含“A ⇒ B”同样包含4
种组合:
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a) if A = T and B = T, then (A ⇒ B) ≡ T;
b) if A = T and B = F, then (A ⇒ B) ≡ F;
c) if A = F and B = T, then (A ⇒ B) ≡ T;
d) if A = F and B = F, then (A ⇒ B) ≡ T.
在形式背景中,用x[A] = 1表示对象x拥有属性

A,按照属性蕴含的定义,组合 a)是真正满足属性蕴
含的定义,组合b)不满足(属性的有效性为假),组合c)
和d)考虑的前提是x不拥有属性A,即A 取值为假的

情况,没有实际意义,一般不予考虑.因此组合a)是真
正意义上的属性蕴含,下面所研究的属性蕴含 (也称
强属性蕴含)即为上述情况.

定义4 (强属性蕴含) 在形式背景K = (U,M,

I)中, ∀x ∈ U,A、B ⊆ M ,当x[A]存在时,x[B]一定存

在,称此时的属性蕴含A ⇒ B为强属性蕴含.
定义5 (弱属性蕴含) 在形式背景K = (U,M,

I)中, ∀x ∈ U,A、B ⊆ M ,当x[A]不存在时,无论x[B]

是否存在,称此时的属性蕴含A ⇒ B为弱属性蕴含.
本文研究转换为“函数依赖成立”与形式背景中

“强属性蕴含成立”的关系研究.首先进行概念标尺
(将关系转换为形式背景)的选择,选择的原则是能够
将关系转换为形式背景 (即多值背景转换为单值背
景)且具有通用性.

定义 6 [1] 一个用于多值背景的属性m的标

尺是一个 (单值)背景Sm=(Gm,Mm, Im),满足m(G)

⊆ Gm标尺中的对象是属性m的各个值,标尺中的属
性是单值背景中的属性.
为方便起见,本文采用额定标尺.
定义7 [1] 额定标尺Nn := (n, n,=)用于取值

互相排斥的属性换算,n表示对象,“=”表示同一对

象在不同的属性上取值是否相等(或存在).
例1 [4] 给出太阳系行星关系示例如表2所示.

表 2 太阳系行星关系示例

planet size distance from sun Moon Period

ss sm sl dn df my mn ps pl

Mercury × × × ×

Venus × × × ×

Earth × × × ×

Mars × × × ×

Juplter × × × ×

Saturn × × × ×

Uranus × × × ×

Nepun × × × ×

Pluto × × × ×

命题1 [10] 关系模式R中任意关系r上的函数

依赖X → Y 成立,当且仅当形式背景(O,M,R)上的

属性蕴含X ⇒ Y 成立,这里O = {(t1, t2)|t1, t2 ∈ r,

t1 ̸= t2}且∀A ∈ M, (t1, t2)RA ⇔ t1[A] = t2[A].
该结论是否普遍成立？本文将在上述额定标

尺下展开研究.表 2中显然属性蕴含 distance-near⇒
size-small成立,但是由函数依赖的定义,函数依赖
distance-near→size-small显然不成立,根据语义,“行
星离太阳的距离”并不能函数决定“行星的大小”,
因此给出如下命题.
命题2 对于任意关系r,(单值)背景为Sm =

(Gm,Mm, Im),其对应的转换背景为额定标尺Nn :=

(n, n,=) ⩽,当强属性蕴含X ⇒ Y 在背景Sm中成立

时,函数依赖X → Y 在r中未必成立.
由命题 2可见,在额定标尺背景下,由属性蕴含

推导函数依赖较为困难,因为事实上虽然属性蕴含成
立但函数依赖不一定成立.当函数依赖在此背景下
成立时,相应的属性蕴含是否成立？仍以表2为例,由
行星的大小与其距太阳的距离可以决定其运行周期,
函数依赖(planet size, distance fromsun)→period成立,
但属性蕴含 (planet size, distance from sun)⇒Period不
成立,因此给出如下命题.
命题3 对于任意关系r, (单值)背景为Sm =

(Gm,Mm, Im),其对应的转换背景为额定标尺Nn :=

(n, n,=),当函数依赖X → Y 成立时,强属性蕴含
X ⇒ Y 在背景Sm中未必成立.
由命题 3可见,在额定标尺背景下,从函数依赖

集推导属性蕴含集也是困难的,因为事实上虽然函数
依赖成立但是属性蕴含不一定成立.
那么众多学者认可的“命题1”应该如何理解？它

在什么情况下成立？首先分析文献 [10]对于属性蕴
含的定义及其结论.

定义8 背景(O, I,R)中的属性蕴含I1 ⇒ I2是

I的子集序对,对于背景对象所有内涵I而言, I1 ̸⊆ I

或I2 ⊆ I(为全文符号表示统一起见,用“⇒”替代原
文的“→”).
定义8中,“I1 ̸⊆ I或I2 ⊆ I”可以看作如下3种

组合:

a)

I1 ̸⊆ I,

I2 ⊆ I;
b)

I1 ̸⊆ I;

I2 ̸⊆ I;
c)

I1 ⊆ I,

I2 ⊆ I.

组合a)和组合b)实际上是前文定义的“弱属性
蕴含”,组合c)是“强属性蕴含”.注意到,命题1中对象
取值为O = {(t1, t2)|t1, t2 ∈ r, t1 ̸= t2},而任意两个
元组间的关系定义为∀A ∈ M, (t1, t2)RA ⇔ t1[A] =

t2[A],显然采用的是如下转换背景.
定义9 [3](等价转换背景) 设K = (B2(G),M,
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I), G = T (相当于关系表),M为属性,对应于FCA中
的概念. B2(G) = {(ti, tj)|i ≺ j且 ti, tj ∈ T}为G中

序对的集合, I为 (ti, tj)Im ⇔ ti(m) = tj(m),m ∈
M .
定义9将原来数据库关系中“相等的属性值”对

应的对象进行组合,形成二元组作为对象,组合后“相
等的属性值”必然出现在转换后的形式背景中,因此
原来数据库关系中成立的函数依赖在转换后的形式

背景中属性蕴含也必然成立.文献 [11]正是采用了
与文献[10]相同的转换背景进而得出等价结论.

断言1 对于每个形式背景K = (G,M, I),存在
关系r使得X ⇒ Y 是形式背景K的属性蕴含,当且
仅当X → Y 是关系r的函数依赖.
由以上研究可见,命题1和断言1成立的前提是

其特殊的等价转换背景,并不是在所有转换背景下都
成立.从另一方面说,将经典的关系数据库转换为形
式背景,为了保持原有的函数依赖,需要采用类似定
义9中特殊的转换背景,这样在转换后的形式背景中
与原函数依赖等价的属性蕴含才能保持.
2.3.3 从函数的观点看函数依赖和属性蕴含

文献 [5]已经证明,从函数依赖和属性蕴含的函
数表示来看它们是同构的,可以用统一的数学模型表
示,即函数依赖和属性蕴含均可以用如下函数映射表
示:设有f : WX → W Y ,使得f(m(g)|m ∈ X) =

(n(g)|n ∈ Y )对所有对象 (或元组)g ∈ G成立,其中
WX、W Y 为属性X、Y 的值域.

需要说明的是,函数依赖和属性蕴含虽然可以用
数学的“函数”映射模型表示,但是数据库中的“函数
依赖”和FCA中的“属性蕴含”与数学意义上的“函
数”仍有差别,数学上的“函数”研究主要涉及函数的
有界性、单调性、奇偶性、周期性、连续性和凹凸性等,
而“函数依赖”和“属性蕴含”所涉及的“函数”则

不同,说明如下.
为研究方便,假设数学意义上的函数为F : x →

y,对F而言,当自变量x固定时,对应的 y值也固定;
在数据库中,假设X、Y 为属性, DOM(X)、DOM(Y )

分别为其值域, f为随时间变化的函数, f : DOM(X)

→ DOM(Y ). f与F不同,它允许随着时间变化其中
数据库关系的属性值加以变化.

例2 关系模式.学生 (学号,姓名,年龄,年级,性
别,总成绩)中,有函数依赖:学号→年龄,年龄值每年
变化.
为区别数学的函数,省略DOM,将f : DOM(X)

→ DOM(Y )记为f : X → Y .若有函数依赖f : X

→ Y ,则称Y 函数依赖于X [12].对于属性蕴含而言,

由于形式背景由数据库关系转化而来,设有属性蕴含
X ⇒ Y ,表示当对象在属性X上取值时 (设值为1),
一定在属性Y 上取值 (值为1),意味着当对象在X上

的取值存在时在Y 上的取值也是存在的.从函数的
观点看,属性蕴含与函数依赖不同,与数学上“函数”
的取值有些类似.

3 Armstrong公理及Duquenne-Guigues基
3.1 对Armstrong公理的满足性

文献 [5]已经证明函数依赖与属性蕴含均满足
Armstrong公理及其附加的推理规则:

1) 自反律,若Y ⊆ X ⊆ U ,则X → Y 为F所蕴

含;
2) 增广律,若X → Y 为F所蕴含,且Z ⊆ U ,则

XZ → Y Z为F所蕴含;
3) 传递律,若X → Y ,Y → Z为F所蕴含,则

X → Z为F所蕴含;
4)合并规则,若X → Y ,X → Z,则X → Y Z为

F蕴含；

5)伪传递规则,若X → Y ,WY → Z,则XW →
Z为F所蕴含；

6) 分解规则,若X → Y ,Z ⊆ Y ,则X → Z为F

所蕴含.

3.2 对Duquenne-Guigues基的满足性
3.2.1 函数依赖的最小依赖集

定义10 [13] 如果函数依赖集F满足如下条件,
则称F为一个极小函数依赖集:

1) F中任一函数依赖的右部仅含有一个属性;
2) F中不存在X → A,使得F与F − {X → A}

等价;
3) F中不存在这样的X → A,X有真子集Z使

得F − {X → A}
∪
{Z → A}与F等价.

3.2.2 属性蕴含的Duquenne-Guigues基
定义11 (伪内涵)[14] 设Y ⊆ DOM,若对于每个

伪内涵Y1 ⊆ Y ,都有f(g(Y1)) ⊆ Y ,且Y ̸= f(g(Y )),
则Y 是一个伪内涵.
伪内涵由以下原因得名:若 Y 是一个内涵,则

Y = f(g(Y ));另一方面Y1 ⊆ Y , f(g(Y1)) ⊆ f(g(Y )),
所以f(g(Y1)) ⊆ Y 必然成立.“伪内涵”与“内涵”的
区别在于Y 与f(g(Y )相等与否.

定义12 (Duquenne-Guigues基)[14] 设K = (G,

M, I)为一个形式背景,则属性蕴含集合 {X →
(f(g(X)) − X)|X 是 K 的 伪 函 数} 称 为 K 的

Duquenne-Guigues基,简称G-D基.
对于G-D基,学者们有以下结论.
定理1 [15] 称G-D基为K = (G,M, I)完全的、
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无冗余的依赖基.
3.2.3 最小依赖集与G-D基的关系
文献 [3]指出,数据表T中函数依赖的最小依赖

集与形式背景K(由T转换而来)中属性蕴含的G-D
基是相同的,该结论是否具有通用性,分析如下.
由命题1∼命题3可知,从数据库数据表向形式

背景转换的背景不同,则其得出的属性蕴含也不同,
从而函数依赖的最小依赖集与属性蕴含的G-D基也
不相同.

定理2 从数据库数据表向形式背景转换过程

中,当采用等价转换背景时,数据表函数依赖的最小
依赖集与形式背景属性蕴含的G-D基是相同的.

证明 采用等价转换背景时,函数依赖与属性蕴
含一一对应,它们均满足Armstrong公理,因此函数依
赖的最小依赖集与形式背景属性蕴含的G-D基是相
同的. 2
定理3 从数据库数据表向形式背景转换过程

中,当采用非等价转换背景时,由数据表函数依赖的
最小依赖集与形式背景属性蕴含的G-D基未必相同.
定理3可以由命题2推论得出,此略.
基于本文研究结论,下面给出实例探讨函数依赖

与属性蕴含之间关系的实际应用背景,同时分析经典
函数依赖对于属性蕴含研究的意义.
例3 给出关系如表3所示,求出其极小函数依

赖集,并将该关系表转换为形式背景,求解其最小蕴
含集或G-D基.

表 3 示例表

T a b c

t1 1 3 4

t2 4 3 6

t3 1 5 4

t4 4 2 6

因为A = {a, b, c}为属性集,T = {t1, t2, t3, t4}
为元组集,按照函数依赖定义,关系表中存在的函数
依赖集为

F = {a → c, c → a, ab → c, bc → a}.

按照Armstrong公理系统的增广律, ab → c可由a →
c生成, bc → a可由c → a生成,因此极小函数依赖集
为F ′ = {a → c, c → a}.

关系表3实际是形式概念分析的一个多值背景,
按照本文研究结论,利用定义 9的等价转换背景,可
以将表3转换为形式背景表4.

表 4 背景表

K a b c

(t1, t2) ×

(t1, t3) × ×

(t1, t4)

(t2, t3)

(t2, t4) × ×

(t3, t4)

表 4中:K = (B2(G),M, I), B2(G) = {(t1, t2),
(t1, t3), (t1, t4), (t2, t3), (t2, t4), (t3, t4)},M={a, b, c},
I ⊆ G × M表示G与M间二元关系,“×”表示对象
拥有属性.按照本文的研究结论“定理2”,当采用等
价转换背景时,关系表函数依赖的最小依赖集与形式
背景属性蕴含的G-D基是相同的,由此得到最小蕴含
集或G-D基为AI = {a ⇒ c, c ⇒ a}.
例3表明,在利用形式概念分析 (FCA)理论进行

各种各样的数据分析时,需要将经典关系数据库的关
系表转换为相应的形式背景,而背景转换的方法有多
种,当选择等价转换背景时,可以将由Armstrong公理
得到的关系表最小依赖集快速变换为转换后的形式

背景最小蕴含集或G-D基.

4 结 论

本文介绍了Tarski提出的量词消除理论,分别研
究了Tarski量词消除理论下的函数依赖表示方式及
Tarski量词消除理论下的属性蕴含表示方式,得出无
量词Tarski代数下函数依赖与属性蕴含表示的统一
数学模型;然后,进一步从形式概念分析的角度进行
深入研究,得出了不同转换背景下函数依赖与属性蕴
含两者成立的关系,并从函数的观点分析两者的根本
语义差别;最后,基于Armstrong公理的满足性讨论了
函数依赖与属性蕴含所满足的Armstrong公理,基于
G-D基的满足性得出最小依赖集与G-D基的关系,并
对函数依赖与属性蕴含之间的关系进行全面总结,得
出如下结论:

1) 在Tarski代数方法意义下,函数依赖与数据蕴
含表现出相同的数学结构,即在Tarski无量词表达方
法中,函数依赖与数据蕴含具有统一的数学模型,但
语义不同.

2)在不同转换背景下,函数依赖成立与属性蕴含
成立的关系表现出不同的情形:在等价转换背景下,
原来数据库关系中成立的函数依赖将表现为转换后

形式背景的属性蕴含;在非等价转换背景下,原来数
据库关系中成立的函数依赖与转换后形式背景下的
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属性蕴含成立与否没有必然关系.
3)从函数的观点看,函数依赖与数学上“函数”的

语义差异是明显的,而属性蕴含则与数学上“函数”的
取值有些类似.

4) 对函数依赖与属性蕴含所满足的Armstrong
公理及G-D而言:当采用等价转换背景时,它们均满
足Armstrong公理,因此函数依赖的最小依赖集与形
式背景属性蕴含的G-D基是相同的;当采用非等价转
换背景时,虽然它们均满足Armstrong公理,但是函数
依赖的最小依赖集与形式背景属性蕴含的G-D基未
必相同.
未来将进行的相关研究包括D-基 (D-Basis)的

属性蕴含度量、形式概念分析的匹配依赖及利用正、

负属性进行不确定建模[16-18]等.
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