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基于个人超出值的区间值合作博弈新的求解模型
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摘 要: 从个人超出值的视角研究特征函数为区间值的合作博弈和联盟为模糊集的无限模糊联盟区间值合作博
弈.首先,利用区间值距离公式定义个人超出值;然后,建立最小化所有局中人个人超出值的最优化模型,进一步得
到两类区间值合作博弈的显式解析解,并证明该解的性质;最后,通过数值实例验证所提出区间值合作博弈求解模
型的实用性与有效性,为区间值合作博弈提供一种新的求解思路.
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New models of interval values cooperative games based on player excess
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Abstract: Based on player excess, this paper studies the cooperative games in which the characteristic functions are
expressed with interval values, and also the cooperative game with infinite number of fuzzy coalitions and interval values
characteristic functions. In order to avoid the interval subtraction, player excesses are defined by the distance between
interval values. Then, the sum of all player excesses is minimized and the solutions of two types of interval values
cooperative games are obtained by constructing a mathematical programming model. Moreover, some useful properties
of the solutions are discussed. Finally, a numerical example is given to illustrate the applicability and effectiveness of the
proposed model which provides a new method for solving interval values cooperative games.
Keywords: interval values cooperative games；interval values distance；player excess；coalition excess

0
由于决策环境的不确定性和局中人能力的局限

性等条件,合作博弈的特征函数通常是不确定的,
区间值是表示这种不确定信息的有效工具.为此,
学者研究了特征函数为区间值的合作博弈,称为区
间值合作博弈.已有研究将经典合作博弈的解 (如
核心、 Shapley值)等概念拓展到区间值合作博弈.
Alparslan等[1]利用区间向量研究了区间值合作博弈

的核心; Branzei等[2]利用区间非占优核心、平方区间

占优核心和区间占优核心组成的非占优核心集,
扩展了区间值合作博弈的区间型核心解,给出了
区间值合作博弈的平方区间占优核心凸性的充要

条件; Han等[3]分析了区间值合作博弈的核心和拟

Shapley值; Branzei等[4]针对凸区间值合作博弈,提出
类似Shapley值的解;洪防璇等[5]构建了基于满意度

的区间值多目标合作博弈求解模型,并给出二分法
的求解步骤.在区间值合作博弈的求解过程中,区间
减法会导致区间端点值放大或者为负值,因此研究
者们提出区间值的H差、广义H差[6]、扩展H差[7]

等定义. Meng等[7]基于区间值扩展H差研究了区间

值合作博弈的Shapley值.然而,已有的研究主要是运
用区间值的运算法则和区间值排序函数等研究区间

值合作博弈的各种解.区间值的减法运算给区间值
合作博弈的求解带来困难,为避免区间值的减法, Li
等[8]研究了具有联盟规模类单调性的区间值合作博

弈的区间最小二乘预核仁.进一步,李登峰等[9]利用
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区间值距离代替区间值减法运算,基于区间值的最
小平方距离的思想,建立数学规划模型,得到区间值
合作博弈的解.联盟超出值是刻画一些合作博弈解
的重要概念,如预核仁、核仁和核子等等. Ruiz等[10]

借助于联盟超出值研究了经典合作博弈的最小二

乘预核仁和最小二乘核仁.为了考虑联盟基数对联
盟超出值的影响, Wallmeier[11]提出f -超出值的概念
并定义了f -核仁.在联盟超出值的基础上, Hou等[12]

定义了联盟的乐观抱怨值和悲观抱怨值,给出了合
作博弈的最优妥协解,以及该解与ENSC值和CIS值
的关系.然而,联盟超出值只能反映联盟对分配值的
不满意程度,无法体现局中人对分配值的不满意程
度.另外, Sakawa等[13]指出当模糊联盟的个数为无

限多个时,无法用联盟超出值研究模糊联盟合作博弈
的解.为此, Sakawa等[13]定义了个人超出值,并基于
此概念研究了经典合作博弈和模糊合作博弈预核仁

和核仁的字典序求解模型,进一步给出了当所有局中
人超出值相等时预核仁的显式解析解. Molina等[14]

研究了基于个人超出值的模糊联盟合作博弈的解,并
给出了当所有局中人个人超出值相等时,该类模糊合
作博弈的显式解. Kong等[15]基于个人超出值的字典

序解定义了模糊联盟合作博弈广义预核仁和最小二

乘广义预核仁,同时给出有序个人超出值,无序个人
超出值及相应的广义预核仁等的求解模型,进一步拓
宽了对个人超出值的研究.然而,当合作博弈的特征
函数为区间值时,个人超出值涉及到区间减法运算,
由于区间减法运算的局限性,使得求解区间值合作
博弈比较困难.目前,尚未见到用个人超出值研究区
间值合作博弈的相关问题.鉴于此,本文基于Sakawa
等[13]提出的个人超出值的定义,并用文献 [9]提出的
区间值的最小平方距离,研究联盟清晰特征函数为区
间值的合作博弈和无限模糊联盟的特征函数为区间

值的合作博弈的解.首先,建立两类区间值合作博弈
的求解模型,得出这两类区间值合作博弈的显式解析
解;然后,分析该解的性质;最后,通过数值实例说明
本文提出的区间值合作博弈求解模型的合理性.
本文的学术贡献体现为: 1)在研究问题上,研究

基于个人超出值的清晰联盟区间值合作博弈和无限

模糊联盟区间值合作博弈的解,考虑了各局中人对支
付值的不满意度; 2)在研究方法上,采用区间值的距
离公式定义个人超出值,避免区间值减法给区间值合
作博弈求解带来的困难.本文的研究能够为区间值
合作博弈的求解提供一种新的理论体系,具有一定的
理论价值.此外,针对实际问题中存在的不确定性的

利益分配或成本分摊问题提供一个新的分配方案,具
有一定的实际应用价值.

1 预 知

记 ā = [aL, aR] = {x|x ∈ R, aL ⩽ x ⩽R}为区
间值,其中aL ∈ R, aR ∈ R,R是实数集. I(R)记为

所有有界闭区间的集合.显然,若aL = aR,则区间值
a = [aL, aR]退化为一个实数,故区间值可视为实数
的拓展.区间值运算在区间值合作博弈的求解中具
有重要地位.

定义1 [8] 设 ā = [aL, aR]和 b̄ = [bL, bR]为I(R)

上的两个区间值, γ ∈ R为任意实数.则:
1) ā = b̄当且仅当aL = bL和aR = bR .
2) ā+ b̄ = [aL + bL, aR + bR].
3) ā− b̄ = [aL − bR, aR − bL].

4) γā =

[γaL, γaR], γ ⩾ 0;

[γaR, γaL], γ < 0.

定义2 [9] 设 ā = [aL, aR], b̄ = [bL, bR]和 c̄ =

[cL, cR]是I(R)上的任意3个区间值.若满足以下3个
条件: 1) D(ā, b̄) ⩾ 0; 2) D(ā, b̄) = D(b̄, ā); 3) D(ā, b̄)

⩽ D(ā, c̄) +D(c̄, b̄).则称D(ā, b̄)为区间值 ā和 b̄之间

的距离.
文献 [9]基于最小平方思想提出区间值距离如

下:

D(ā, b̄) = (aL − bL)
2 + (aR − bR)

2. (1)

2 清晰联盟区间值合作博弈个人超出值

记经典合作博弈为 ⟨N, v⟩,其中N = {1, 2, . . . ,
n}为所有局中人的集合,函数 v : 2N → R,满足
v(∅) = 0.对于每个联盟S ⊆ N, v(S)表示联盟S的

特征函数值,经典合作博弈v的集合记为GN . n维向
量x = (x1, x2, . . . , xn)

T表示n个局中人参与大联盟

后获得的支付值,称为支付向量.
定义3 [16] 对于一个经典合作博弈v ∈ GN ,若

支付向量x满足
n∑

i=1

xi = v(N),则称x为经典合作博

弈的一个预分配.
在经典合作博弈中联盟超出值的大小反映了联

盟S对支付向量x的态度,联盟超出值越大,表示联
盟对该支付向量越不满意,其定义如下.
定义4 [16] 经典合作博弈v ∈ GN ,联盟S关于

支付向量x的超出值定义为

e(S,x) = v(S)− x(S),

其中x(S) =
∑
i:i∈S

xi.

当合作博弈联盟为模糊联盟时,由于模糊联盟具
有无限多个,无法表示模糊联盟的超出值,因此文献
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[13]将局中人参加的所有联盟超出值求和定义为个
人超出值.
定义5 [13] 对于经典合作博弈v ∈ GN , e(S,x)

是关于支付向量x的联盟超出值,称

w(i,x) =
∑
S:i∈S

e(S,x) =
∑
S:i∈S

v(S)− x(S)

为局中人i关于支付向量x的个人超出值.
二元组 ⟨N, v⟩是定义在局中人集合N = {1, 2,

. . . , n}上的区间值合作博弈,其中联盟S ⊆ N的特

征函数 v̄(S)为区间值,满足 v̄ : S → I(R)且 v̄(∅) =

[0, 0],记 v̄(S) = [vL(S), vR(S)].由于每个联盟特征
函数是区间值,因此每个局中人的支付值也是区间
值,用 x̄i = [xLi, xRi]表示,联盟S中所有局中人的

支付值之和 x̄(S) =
∑
i:i∈S

xi = [xL(S), xR(S)].类似

经典合作博弈中预分配的定义,若区间值支付向量
x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)

T满足 x̄(N) = v̄(N),则 x̄是区

间值合作博弈的一个预分配.当区间值合作博弈的
联盟为清晰联盟时,即每个局中人完全参与合作,本
文称此类合作博弈为清晰联盟区间值合作博弈,记清
晰联盟区间值合作博弈 v̄的集合为 ḠN .为避免区间
值减法给区间值合作博弈求解带来困难,根据式 (1)
定义的区间值距离,给出清晰联盟区间值合作博弈个
人超出值的定义如下.

定义6 任意的清晰联盟区间值合作博弈 v̄ ∈
ḠN ,局中人i的个人超出值为

w(i, x̄) =
∑
S:i∈S

[(
vL(S)−

∑
j:j∈S

xLj

)2

+

(
vR(S)−

∑
j:j∈S

xRj

)2]
.

3 清晰联盟区间值合作博弈求解模型

合作博弈研究的主要问题是如何给联盟中的局

中人一个公平、合理的分配方案,以保障联盟的稳定
性.本文从局中人对支付值是否满意的角度出发,以
所有参与者的不满意程度之和最小为目标,为清晰联
盟区间值合作博弈寻找公平合理的分配方案.为使
所有局中人的个人超出值之和最小,建立以下模型:

min
n∑

i=1

w(i, x̄).

由定义6,模型可转化为

min
n∑

i=1

∑
S:i∈S

[(
vL(S)−

∑
j:j∈S

xLj

)2

+

(
vR(S)−

∑
j:j∈S

xRj

)2]
. (2)

由于 x̄需满足集体有效性即 x̄(N) = v̄(N),因此,

以集体有效性为约束条件,构建如下最优化模型:

min
n∑

i=1

∑
S:i∈S

[(
vL(S)−

∑
j:j∈S

xLj

)2

+

(
vR(S)−

∑
j:j∈S

xRj

)2]
;

s.t.
n∑

i=1

xLi = vL(N),
n∑

i=1

xRi = vR(N). (3)

式 (3)的最优解 x̄i = [xLi, xRi](i = 1, 2, . . . , n)

为清晰联盟区间值合作博弈的解,即为局中人满意的
分配方案.为求解式(3),构造如下拉格朗日函数:

L(x̄, λ, µ) =

n∑
i=1

∑
S:i∈S

[(
vL(S)−

∑
j:j∈S

xLj

)2

+

(
vR(S)−

∑
j:j∈S

xRj

)2]
+ λ

( n∑
i=1

xLi − vL(N)
)
+

µ
( n∑

i=1

xRi − vR(N)
)
,

其中λ和µ为拉格朗日乘子.
对L(x̄, λ, µ)分别关于变量xLi, xRi(i = 1, 2, . . . ,

n)和λ, µ求偏导数,并令其等于零,可得方程组

∂L(x̄, λ, µ)

∂xLi
=

−2
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

(
vL(S)−

∑
j:j∈S

xLj

)
+ λ = 0,

n∑
i=1

xLi − vL(N) = 0;

(4)

∂L(x̄, λ, µ)

∂xRi
=

−2
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

(
vR(S)−

∑
j:j∈S

xRj

)
+ µ = 0,

n∑
i=1

xRi − vR(N) = 0.

(5)

化简式(4)得

∂L(x̄, λ, µ)

∂xLi
=

2
[ ∑
S:i∈S

xL(S) +
∑

S:k,i∈S,k∈N,k ̸=i

xL(S)
]
−

2

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S) + λ = 0,

n∑
i=1

xLi − vL(N) = 0.

(6)

由排列组合理论可知,含局中人 i的联盟的个数

为2n−1,同时含有局中人 i与 j(i ̸= j)的联盟个数为
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2n−2.
由式(6)有

∂L(x̄, λ, µ)

∂xLi
=

(2n−1+2n−1n)xLi+(2n−1 + 2n−2n)
∑

j:j∈S,j ̸=i

xLi−

2

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S) + λ = 0,

n∑
i=1

xLi − vL(N) = 0.

整理得

2n−2nxLi + (2n−1 + 2n−2n)vL(N)−

2
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S) + λ = 0,

n∑
i=1

xLi − vL(N) = 0.

(7)

求解式(7)得

xLi =

2
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S)− (2n−1 + 2n−2n)vL(N)− λ

2n−2n
.

(8)

再结合
n∑

i=1

xLi = vL(N),有

λ =

2

n∑
i=1

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S)

n
−

[2n−1n+ (n2 + n)2n−2]vL(N)

n
.

将λ的值代入式(8)可得

xLi =

2n−3nvL(N) + n
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S)

n22n−3
−

n∑
i=1

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S)

n22n−3
. (9)

同理,求解式(5)得

xRi =

2n−3nvR(N) + n

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vR(S)

n22n−3
−

n∑
i=1

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vR(S)

n22n−3
. (10)

令

aLi(v) =
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S),

aRi(v) =
n∑

k=1

∑
S:k,i∈S

vR(S),

则式(9)和(10)转化为

xLi =
vL(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLi(v)−

n∑
i=1

aLi(v)
)
,

xRi =
vR(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naRi(v)−

n∑
i=1

aRi(v)
)
.

(11)

因此,清晰联盟区间值合作博弈的解为 x̄ = [xLi,

xRi](i = 1, 2, . . . , n),其中 xLi和 xRi由式 (11)可
得.下面分析清晰联盟区间值合作博弈的性质.
定理1 对于清晰联盟区间值合作博弈 x̄ ∈ ḠN ,

模型(3)总存在唯一的解,且该解满足以下性质.
1) 有效性.对于任意的清晰联盟区间值合作博

弈 v̄ ∈ ḠN ,都有
n∑

i=1

x̄i = v̄(N).

2) 可加性.对于任意两个清晰联盟区间值合作
博弈 v̄1、̄v2 ∈ ḠN且 v̄1 + v̄2 ∈ ḠN ,满足 x̄(v̄1 + v̄2) =

x̄(v̄1) + x̄(v̄2).
3) 对称性.对于任意的清晰联盟区间值合作博

弈 v̄ ∈ ḠN ,若i、j ∈ N(i ̸= j)为任意两个地位相同的

局中人,则有 x̄i = x̄j .
4) 匿名性.对于任意的清晰联盟区间值合作博

弈 v̄ ∈ ḡN和集合N上的任意排列σ,有 x̄σ(i)(v̄
σ) =

x̄i(v̄), i = 1, 2, . . . , n.其中vσ的定义为:对∀S ⊆ N,

v̄σ(S) = v̄(σ−1(S)).
证明 该解的表达式已由式 (11)给出,故显然是

存在且唯一的.
1)有效性.由约束条件可知该解满足有效性.
2)可加性.由xLi的表达式可得

xLi(v̄1 + v̄2) =

v1L(N) + v2L(N)

n
+

1

2n−3n2

(
n(aLi(v1)+

aLi(v2))−
n∑

i=1

(aLi(v1) + aLi(v2))
)
=

v1L(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLi(v1)−

n∑
i=1

aLi(v1)
)
+

v2L(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLi(v2)−

n∑
i=1

aLi(v2)
)
=

xLi(v̄1) + xLi(v̄2).

类似地,可证明 xRi(v̄1 + v̄2) = xRi(v̄1) +

xRi(v̄2).由定义1中的式 (1),可得对于任意的局中人
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i都有 x̄i(v̄1 + v̄2) = x̄i(v̄1) + x̄i(v̄2),即 x̄(v̄1 + v̄2) =

x̄(v̄1) + x̄(v̄2).至此,可加性得证.
3)对称性.由式(11)可知

xLi =
vL(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLi(v)−

n∑
i=1

aLi(v)
)
,

xRi =
vR(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naRi(v)−

n∑
i=1

aRi(v)
)
.

其中

aLi(v) =

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S) =

n∑
k=1

[ ∑
S:k,i,j∈S

vL(S) +
∑

S:k,i∈S,j /∈S

vL(S)
]
,

aLj(v) =

n∑
k=1

∑
S:k,j∈S

vL(S) =

n∑
k=1

[ ∑
S:k,i,j∈S

vL(S) +
∑

S:k,j∈S,i/∈S

vL(S)
]
.

因 i和 j地位相等,即对于任意的S ⊆ N \ {i, j},
都有 v̄(S

∪
i) = v̄(S

∪
j),因此

∑
S:k,i∈S,j /∈S

vL(S) =∑
S:k,j∈S,i/∈S

vL(S),由此证得aLi(v) = aLj(v),同理可

证aRi(v) = aRj(v),从而由 x̄i的表达式易看出 x̄i =

x̄j ,故对称性得证.
4) 匿名性.对于任意的σ, v̄σ ∈ ḠN ,根据式 (11)

可得

xLσ(i)(v
σ) =

vσL(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLσ(i)(v

σ)−
n∑

i=1

aLi(v
σ)
)
.

因对于任意的S ⊆ N都有 v̄σ(S) = v̄(σ−1(S)),故

aLσ(i)(v
σ) =

n∑
k=1

∑
S:k,σ(i)∈S

vσL(S) =

n∑
k=1

∑
S:k,σ(i)∈S

vL(σ
−1(S)) =

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S) = aLi(v),

n∑
i=1

aLi(v
σ) =

n∑
i=1

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vσL(S) =

n∑
i=1

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(σ
−1(S)) =

n∑
i=1

n∑
k=1

∑
S:k,i∈S

vL(S) =

n∑
i=1

aLi(v).

因此

xLσ(i)(v̄
σ) =

vσL(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLσ(i)(v

σ)−
n∑

i=1

aLi(v
σ)
)
=

vL(N)

n
+

1

2n−3n2

(
naLi(v)−

n∑
i=1

aLi(v)
)
=

xLi(v̄).

同理可得 xRσ(i)(v̄
σ) = xRi(v̄),所以有 xσ(i)

(v̄σ) = xi(v̄), i = 1, 2, . . . , n,匿名性得证. 2
4 无限模糊联盟区间值合作博弈求解模型

当联盟为模糊集时,模糊联盟τ = (τ1, τ2, . . . ,

τn) ∈ [0, 1]n是一个n维向量,其中τi ∈ [0, 1]表示局

中人 i(i = 1, 2, . . . , n)的参与率, v(τ )为模糊联盟合
作博弈的特征函数值.记模糊联盟合作博弈的集合
为FGN . Sakawa等[13]定义模糊联盟合作博弈的联盟

超出值 ẽ(τ ,x) = v(τ )− xτ ,并给出无限模糊联盟个
人超出值的定义,即

w̃(i,x) =
w 1

0
τiẽ(τ ,x)dτ =

w 1

0
τi(v(τ )− xτ )dτ ,

其中
w 1

0
dτ =

w 1

0
. . .

w 1

0
dτ1dτ2 . . . dτn.

设无限模糊联盟合作博弈的特征函数值为区间

值 v̄(τ ) = [vL(τ ), vR(τ )],记无限模糊联盟区间值合
作博弈的集合为FḠN ,根据区间值距离公式,拓展文
献 [13]无限模糊联盟个人超出值的定义,给出无限模
糊联盟区间值合作博弈的个人超出值的定义如下.
定义7 对任意的无限模糊联盟区间值合作博

弈 v̄ ∈ FḠN ,局中人i的个人超出值为

w̃(i,x) =w 1

0
τi[(vL(τ )− xLτ )

2 + (vR(τ )− xRτ )
2]dτ ,

其中
w 1

0
dτ =

w 1

0
. . .

w 1

0
dτ1dτ2 . . . dτn.

同样,使所有局中人的个人超出值之和最小,即
有

min
n∑

i=1

w̃(i, x̄).

考虑支付向量 x̄需满足集体有效性,再由定义7
可得

min
n∑

i=1

w 1

0
τi[(vL(τ )− xLτ )

2+

(vR(τ )− xRτ )
2]dτ ;

s.t.
n∑

i=1

xLi = vL(N),

n∑
i=1

xRi = vR(N). (12)

式 (12)的最优解 x̄j = [xLj , xRj ](j = 1, 2, . . . , n)

为无限模糊联盟区间值合作博弈的解,即为局中人满
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意的分配方案.为求解式 (12),构造如下拉格朗日函
数:

L(x̄, λ, µ) =

n∑
i=1

w 1

0
τi[(vL(τ )− xLτ )

2 + (vR(τ )− xRτ )
2]dτ+

λ
( n∑

i=1

xLi − vL(N)
)
+ µ

( n∑
i=1

xRi − vR(N)
)
,

其中λ和µ为拉格朗日乘子.
对L(x̄, λ, µ)分别关于变量xLj、xRj(j = 1, 2,

. . . , n)和λ、µ求偏导数,并令其等于零,可得方程组

∂L(x, λ, µ)

∂xLj
=

2xLj

n∑
i=1

w 1

0
τiτ

2
j dτ + 2

n∑
i=1

∑
p≠j

xLj

w 1

0
τiτjτpdτ−

2
n∑

i=1

w 1

0
τivL(τ )τjdτ + λ = 0,

n∑
j=1

xLj − vL(N) = 0;

(13)

∂L(x̄, λ, µ)

∂xRj
=

2xRj

n∑
i=1

w 1

0
τiτ

2
j dτ + 2

n∑
i=1

∑
p ̸=j

xRj

w 1

0
τiτjτpdτ−

2

n∑
i=1

w 1

0
τivR(τ )τjdτ + µ = 0,

n∑
j=1

xRj − vR(N) = 0.

(14)

由式(13)得

xLi =

24
n∑

i=1

w 1

0
τivL(τ )τjdτ − (3n+ 2)vL(N)− 12λ

n
,

n∑
i=1

xLi − vL(N) = 0.

(15)

因此,解式(15)得

λ =

2

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τivL(τ )τjdτ

n
− (n+ 1)vL(N)

4
.

将λ代入式(15),可得

xLi =
vL(N)

n
− 24

n2

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τivL(τ )τjdτ+

24

n

n∑
i=1

w 1

0
τivL(τ )τjdτ .

同理,解式(14)有

xRi =
vR(N)

n
− 24

n2

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τivR(τ )τjdτ+

24

n

n∑
i=1

w 1

0
τivR(τ )τjdτ .

令

a∗Lj(v) =
n∑

i=1

w 1

0
τiτjvL(τ )dτ ,

a∗Rj(v) =
n∑

i=1

w 1

0
τiτjvR(τ )dτ ,

则

xLj =
vL(N)

n
+

24

n2

[
na∗Lj(v)−

n∑
j=1

a∗Lj(v)
]
,

xRj =
vR(N)

n
+

24

n2

[
na∗Rj(v)−

n∑
j=1

a∗Rj(v)
]
. (16)

由此得无限模糊联盟区间值合作博弈的解为

x̄j = [xLj , xRj ], j = 1, 2, . . . , n,其上下限由式 (16)
可得.下面定理分析了无限模糊联盟区间值合作博
弈的性质.
定理2 对于任意的无限模糊联盟区间值合作

博弈FḠN ,模型 (12)的解满足存在唯一性、有效性、
可加性和匿名性.
证明 与定理1相同,存在唯一性、有效性分别

由解的表达式及约束条件易得,下面证明可加性和匿
名性.

1)可加性.设 v̄1, v̄2 ∈ FḠN ,由式(16)可知

xLj(v̄1 + v̄2) =

(v1 + v2)L(N)

n
−

24

n2

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τi(v1 + v2)L(τ )τjdτ+

24

n

n∑
i=1

w 1

0
τi(v1 + v2)L(τ )τjdτ =

v1L(N)

n
− 24

n2

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τiv1L(τ )τjdτ+

24

n

n∑
i=1

w 1

0
τiv1L(τ )τjdτ +

v2L(N)

n
−

24

n2

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τiv2L(τ )τjdτ+

24

n

n∑
i=1

w 1

0
τiv2L(τ )τjdτ =

xLj(v̄1) + xLj(v̄2).

同理可证xRj(v̄1 + v̄2) = xRj(v̄1) + xRj(v̄2),故对于
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任意的局中人 j, x̄j(v̄1 + v̄2) = x̄j(v̄1) + x̄j(v̄2),因
此, x̄(v̄1 + v̄2) = x̄(v̄1) + x̄(v̄2),可加性得证.

2) 匿名性.对于任意的排列σ, v̄σ ∈ FḠN ,由式
(16)可得

xLσ(j)(v̄
σ) =

vσL(N)

n
+

24

n2

[
na∗Lσ(j)(v

σ)−
n∑

j=1

a∗Lj(v
σ)
]
.

对于任意的σ和τ ,都有 v̄σ(τ ) = v̄(σ−1(τ )),故

a∗Lσ(j)(v
σ) =

n∑
i=1

w 1

0
τiτσ(j)v

σ
L(τ )dτ =

n∑
i=1

w 1

0
τiτσ(j)vL(σ

−1(τ ))dτ =

n∑
i=1

w 1

0
τiτσ(j)vL(τ )dτ =

a∗Lj(v),

n∑
j=1

a∗Lσ(j)(v
σ) =

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τiτjv

σ
L(τ )dτ =

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τiτjvL(σ

−1(τ ))dτ =

n∑
j=1

n∑
i=1

w 1

0
τiτjvL(τ )dτ =

n∑
j=1

a∗Lj(v).

由此可证xLσ(j)(v̄
σ) = xLj(v̄).同理xRσ(j)(v̄

σ)

= xRj(v̄),即对于任意的局中人,都有 x̄σ(j)(v̄
σ) =

x̄j(v̄),至此,匿名性得证. 2
5 数值实例与分析

假设3家工厂拟组建联盟合作生产某品牌食品,
即局中人 1、局中人 2和局中人 3,由于受市场环境
等诸多因素影响,厂家无法准确预知自己的收益,只
能估计出大致的范围,即收益用闭区间表示 (单位:万
元).若上述3家企业单独经营,则收益分别为 v̄(1) =

[3, 4], v̄(2) = [5, 6], v̄((3) = [7, 8].若企业整合资源
组成联盟则可提高收益,已知各工厂联盟后的收益
分别为 v̄(1, 2) = [9, 11], v̄(1, 3) = [14, 16], v̄(2, 3) =

[20, 25], v̄(1, 2, 3) = [24, 30].当各局中人完全参与合
作时,组成的联盟为清晰联盟,由式(11)可得

xL1 = 3.56, xL2 = 8.22, xL3 = 12.22,

xR1 = 4.22, xR2 = 10.89, xR3 = 14.89.

故局中人 1的收益为 [3.56, 4.22],局中人 2的收益为
[8.22, 10.89],局中人3的收益为 [12.22, 14.89],显然模
型 (3)所得的解使得 3个厂家均获得了更高的收益,

且该解是有效的.当各局中人的参与率为 [0, 1]之间

的任意值时,联盟为无限模糊联盟.利用Owen线性
多维扩展[17]v(τ ) =

∑
S⊆N

∏
i∈S

τi
∏
i/∈S

(1− τi)v(S),得

vL(τ ) = 3τ1 + 5τ2 + 7τ3 + 4τ1τ3+

τ1τ2 + 8τ2τ3 − 4τ1τ2τ3,

vR(τ ) = 4τ1 + 6τ2 + 8τ3 + 4τ1τ3+

τ1τ2 + 11τ2τ3 − 4τ1τ2τ3.

分别将 vL(τ ), vR(τ )代入 a∗Lj(v)和 a∗Rj(v), j =

1, 2, 3,有

a∗L1(v) =
3∑

i=1

w 1

0
τiτ1vL(τ )dτ =

3∑
i=1

w 1

0
[τiτ1(3τ1 + 5τ2 + 7τ3 + 4τ1τ3+

τ1τ2 + 8τ2τ3 − 4τ1τ2τ3)]dτ =
723

72
,

a∗R1(v) =

3∑
i=1

w 1

0
τiτ1vR(τ )dτ =

3∑
i=1

w 1

0
[τiτ1(4τ1 + 6τ2 + 8τ3 + 4τ1τ3+

τ1τ2 + 11τ2τ3 − 4τ1τ2τ3)]dτ =
893

72
.

同理得

a∗L2(v) =
769

72
, a∗L3(v) =

794

72
,

a∗R2(v) =
946

72
, a∗R3(v) =

979

72
.

从而由式(16)计算出

xL1 = 3.67, xL2 = 8.78, xL3 = 11.55,

xR1 = 4.85, xR2 = 10.74, xR3 = 14.41.

此时局中人 1的收益为 [3.67, 4.85],局中人 2的
收益为 [8.78, 10.74],局中人3的收益为 [11.55, 14.41].

6 结 论

本文利用区间值距离公式定义区间值合作博弈

的个人超出值,基于个人超出值建立清晰联盟区间值
合作博弈和无限模糊联盟区间值合作博弈的求解模

型,并计算得出该模型的显式解析解.进一步证明了
解的存在性和唯一性、可加性、对称性和匿名性.本
文的模型具有以下优势: 1)本文利用区间值距离代
替区间减法,有效地避免了区间减法带来的区间合
作博弈解的不确定性放大或为负值的问题; 2)采用
个人超出值求解区间值合作博弈,弥补了联盟超出
值无法用于求解无限模糊联盟区间值合作博弈解的

不足; 3)个人超出值能够体现每个局中人对分配的
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不满意程度,具有更好的实际价值.针对局中人完全
参与联盟或参与联盟的程度为模糊集的情形,本文得
到的区间值合作博弈的解可以很好地解决联盟收益

(成本)为区间值时的供应链或工程合作利益 (成本)
分摊等常见的实际问题.如:不确定的运输网络分配
问题,用该模型可以提出一种合理的运输分配.此外,
大型基础工程中经济利益的分配问题,如大型基础工
程参与主体地方政府、项目法人和农户3个参与方
之间的利益分配问题等等.本文研究的基于个人超
出值的区间值合作博弈的求解,是利用区间的距离代
替区间减法运算,然而,不同的区间距离会导致区间
合作博弈显式解不一样,能否找到更合适的区间距离
以代替区间减法,使得解更便于计算或拥有更好的性
质,同时,能否针对基于个人超出值的区间值合作博
弈的求解模型,考虑集体有效性和个体合理性,建立
更合理的求解模型,都是接下来需要进一步研究的问
题.
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