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基于观测器的移动执行器对二维分布参数系统的控制

江正仙1†, 崔宝同2, 张建香2

(1. 江南大学理学院，江苏无锡 214122；2. 江南大学物联网工程学院，江苏无锡 214122)

摘 要: 研究二维分布参数系统在传感器执行器网络下的控制问题.传感器执行器网络由二维平面上固定的传
感器与移动的执行器组成.首先,利用传感器对二维分布参数系统的测量信息设计观测器,用来估计二维分布参
数系统的状态,并在观测器的基础上给出相应的控制器;然后,利用算子半群理论并结合Lyapunov方法,得到平面
上移动的执行器的水平运动速度和垂直运动速度,该速度依赖于观测器的信息;最后,数值仿真表明,二维分布参
数系统在该移动执行器控制下的性能得到了有效的提高.
关键词: 二维分布参数系统；固定传感器；移动执行器；观测器
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Control of two-dimensional distributed parameter systems using the
observer-based mobile actuators
JIANG Zheng-xian1†, CUI Bao-tong2, ZHANG Jian-xiang2

(1. School of Science, Jiangnan University, Wuxi 214122, China；2. School of IoT Engineering, Jiangnan
University, Wuxi 214122, China)

Abstract: The control problem of two-dimensional distributed parameter systems in sensor and actuator networks is
investigated. The sensor and actuator network consists of fixed sensors and mobile actuators on the two-dimensional
plane. Firstly, an observer is designed using of the measurement information provided by the sensors to estimate the state
of the two-dimensional distributed parameter systems, and the controllers are given based on the observer. Then, by using
the operator semigroup theory and Lyapunov method, the horizontal velocity and the vertical velocity of each actuator
are given based on the observer. Finally, a numerical example is given to illustratie that the control performance of the
two-dimensional distributed parameter systems can be improved by the mobile actuators.
Keywords: two-dimensional distributed parameter systems；fixed sensor；mobile actuator；observer

0 引

近年来,无线传感器执行器网络受到了极大的关
注[1-2].通常,无线传感器执行器网络由数量众多的传
感器与数量较少的执行器组成,传感器用来测量外部
环境的数据, 执行器则对外部环境实施控制,从而改
变外部环境.因此,无线传感器执行器网络在工业控
制、现代农业、智能交通、智能家居等领域都具有广

泛的应用.
另一方面,大部分的物理系统因其具有时空性可

以描述为分布参数系统[3-5].因此,在传感器执行器网
络下考虑分布参数系统的估计与控制问题具有重大

的实际意义.为了提高控制性能,如何选择固定执行
器的位置配置、移动执行器的运动策略以及如何设

计控制器是需要重点考虑的问题.近年来,许多学者
围绕这些问题做了大量的研究工作[6-11].例如,文献
[6]考虑了在固定传感器与移动执行器组成的网络对
扩散系统的控制问题,通过中心泰森多边形法得到了
移动执行器的最优位置;文献 [7]分别考虑了执行器
在污染区域和不在污染区域时,控制分布参数系统过
程中的不同的运动策略;文献 [8]针对一维分布参数
系统,研究了网络中的传感器和执行器并列时系统的
控制问题,给出了移动执行器的运动速度,该速度依
赖于与它并列的传感器的测量数据;文献 [9]针对二
维分布参数系统,研究了平面上具有动力学行为的移
动智能体对系统的自适应控制问题,给出了该移动智
能体的运动方案;文献 [11]设计了一种具有防碰撞功
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能的移动执行器的运动策略,保证了移动执行器在对
分布参数系统实施控制时不会发生碰撞.
无线传感器执行器网络在实际应用时,因技术

等原因不可能测得系统的全部信息,特别是对具有
时空特性的分布参数系统,这就使得基于观测器的
控制成为一种新的手段.利用基于观测器的方法研
究分布参数系统的控制问题也引起了广大学者的重

视.文献 [12]针对非线性分布参数系统,通过降级模
型设计了基于观测器的H∞模糊控制器;文献 [13]利
用线性不等式技术研究了分布参数系统的边界控制

问题,给出了基于观测器的边界控制器.然而,上述文
献没有考虑分布参数系统控制过程中执行器的位置

问题.文献 [14]针对一维分布参数系统,基于观测器
的方法研究了移动执行器对系统的控制问题.但在
针对二维分布参数系统的控制过程中, 如何设计基
于观测器的移动执行器的水平速度和垂直速度以提

高系统的控制性能还未考虑.
传感器执行器网络中传感器节点成本低、能量

少,而执行器节点具有较强的处理能力和较多的能量
储备,因此,在工程应用中一般传感器的位置固定,而
执行器可以移动.本文主要针对二维分布参数系统,
利用基于观测器的方法研究平面上静止的传感器与

移动的执行器组成的网络对系统的控制问题,通过设
计执行器的运动速度改进系统的控制性能.与已有
文献相比,本文的创新点如下: 1)无线传感器执行网
络中,采用基于观测器的方法实现二维分布参数系统
控制效果的提升; 2)给出基于观测器的控制器,利用
Lyapunov方法给出基于观测器的移动执行器的水平
速度和垂直速度,使二维分布参数系统在该移动执行
器控制下能更快收敛.最后给出仿真例子,验证了所
提出方法的有效性.

1 问题描述

考虑如下二维分布参数系统:
∂w(t, x, y)

∂t
= a

(∂2w(t, x, y)

∂x2
+
∂2w(t, x, y)

∂y2

)
+

m∑
i=1

bi(x, y)ui(t). (1)

其中:w(t, x, y)为 t时刻在位置 (x, y)处的系统状态,
边值条件为w(t, ·, ·) |∂Ω= 0,初始条件为w(0, x, y) =

w0(x, y),w0(x, y)为光滑函数;时间变量 t ⩾ 0;空间
变量(x, y) ∈ Ω = [0, lx] × [0, ly], lx > 0, ly > 0;扩散
系数a > 0; (θxi(t), θyi(t))为第 i个执行器的位置函

数; bi(x, y)为其空间分布函数;ui(t)为第 i个执行器

的控制信号.
注1 本文假设系统 (1)是可控可观的.本文的

主要目的是通过设计观测器、基于观测器的控制器

以及基于观测器的执行器的运动策略实现分布参数

系统控制性能的提高,使系统状态更快收敛.
假设平面上移动的第i个执行器的运动方程为θ̇xi(t) = vxi(t),

θ̇yi(t) = vyi(t).
(2)

其中: θxi(t)和vxi(t)为第 i个移动执行器的水平位移

和水平速度, θyi(t)和vyi(t)为第 i个移动执行器的垂

直位移和垂直速度.假设其初始水平位移和垂直位
移分别为 θxi(0) = θxi0和 θyi(0) = θyi0, i = 1, 2,

. . . ,m.
假设m个移动执行器的空间分布函数为

bi(x, y) =


1

2ε
, (x, y) ∈ [θxi(t)− ε, θxi(t) + ε]×

[θyi(t)− ε, θyi(t) + ε];

0, otherwise.

i = 1, 2, · · · ,m.

假设n个传感器对二维分布参数系统的测量方

程为

yi(t) =
w lx

0

w ly

0
ci(x, y)w(t, x, y)dxdy, (3)

i = 1, 2, . . . , n.

其中: ci(x, y)为第 i个传感器的空间分布函数,由下
式给出:

ci(x, y) =


1, (x, y) ∈ [ηxi − ϱ, ηxi + ϱ]×

[ηyi − ϱ, ηyi + ϱ];

0, otherwise.

这里(ηxi, ηyi)为第i个固定传感器的空间位置.
由测量信息(3)设计系统的状态观测器如下:

∂ŵ(t, x, y)

∂t
= a

(∂2ŵ(t, x, y)

∂x2
+
∂2ŵ(t, x, y)

∂y2

)
+

m∑
i=1

bi(x, y)ui(t)+

n∑
i=1

ci(x, y)li(yi(t)− ŷi(t)). (4)

其中: li > 0, ŷi(t) =
w lx

0

w ly

0
ci(x, y)ŵ(t, x, y)dxdy, i =

1, 2, . . . , n.

对系统(1)设计如下基于观测器的控制器:

ui(t) = −ki
w lx

0

w ly

0
bi(x, y)ŵ(t, x, y)dxdy, (5)
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i = 1, 2, · · · ,m,

其中ki为控制器增益.

2 稳定性分析和移动执行器的运动策略

为了利用算子半群理论和Lyapunov方法分析基
于观测器的移动执行器的运动策略,二维分布参数系
统(1)可以表示为Hilbert空间上的发展方程[3].
设W为Hilbert空间, ⟨·, ·⟩为其内积, | · |为其范

数.自反Banach空间V的范数为∥ · ∥.设V∗为V的对
偶空间,其范数为∥ · ∥∗.本文假设V ↪→ W ↪→ V∗,且
设嵌入是稠密的、连续的.本文中W = L2(Ω),V =

H1
0 (Ω),V∗ = H−1(Ω).从而二维分布参数系统(1)可
以表示为

ẇ(t) = Aw(t) + B(θ(t))u(t), (6)

其中

w(t) = {w(t, x, y), 0 ⩽ x ⩽ lx, 0 ⩽ y ⩽ ly}.

二阶椭圆算子A : V → V∗为

Aϕ = a
(∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)
, ϕ ∈ Dom(A),

其中A的定义域Dom(A)为

Dom(A) = {ψ ∈ H1
0 (Ω),∆ψ ∈ L2(Ω)}.

定义Bi(θi(t))和B(θ(t))分别为

Bi(θi(t))ui(t) = bi(x, y)ui(t),

B(θ(t))u(t) =

(B1(θ1(t)),B2(θ2(t)), . . . ,Bm(θm(t)))


u1(t)

u2(t)
...

um(t)

 .
从而控制器(5)可表示为

u(t) = −KB∗(θ(t))ŵ(t), (7)

其中K = diag(k1, k2, . . . , km).
传感器的测量方程(3)可表示为

y(t) = Cw(t) = (C1w(t), C2w(t), . . . , Cnw(t))T, (8)

其中: Ciw(t) =
w lx

0

w ly

0
ci(x, y)w(t, x, y)dxdy, i = 1,

2, . . . , n.

综上,二维分布参数系统(1)可表示为

ẇ(t) = Aw(t)− B(θ(t))KB∗(θ(t))ŵ(t). (9)

观测器(4)可表示为

˙̂w(t) = (A− B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t) + C∗ΓCe(t).
(10)

其中:Γ = diag(l1, l2, . . . , ln) > 0, e(t) = w(t)− ŵ(t).
注2 令w̄(t) = (w(t), ŵ(t))T,由式 (9)和 (10)可

得 ˙̄w(t) = Aw̄(t),其中

A =

[
A −B(θ(t))KB∗(θ(t))

C∗ΓC A − B(θ(t))KB∗(θ(t))− C∗ΓC

]
.

注意到

A =[
0 −B(θ(t))KB∗(θ(t))

C∗ΓC −B(θ(t))KB∗(θ(t))− C∗ΓC

]
+

[
A 0

0 A

]
,

且B(θ(t)),B∗(θ(t)), C、C∗、K、Γ都为有界算子,故A

是无穷小生成元

[
A 0

0 A

]
的一个有界扰动,即A也是

某个C0半群的无穷小生成元
[3],因此系统是适定的.

由式(9)和(10),估计误差e(t) = w(t)− ŵ(t)满足
方程

ė(t) = (A− C∗ΓC)e(t), (11)

其初始条件为e(0) = w(0)− ŵ(0) ̸= 0.同样, C、C∗、Γ

都为有界算子,A − C∗ΓC也是无穷小生成元A的有
界扰动,故可生成一个C0半群,从而误差系统是适定
的.
本文假设λ为有界正定算子B(θ(t))KB∗(θ(t))

的最大特征值,µ为有界正定算子C∗ΓC 的最大特征
值.假设正定算子−A + B(θ(t))KB∗(θ(t))和−A +

C∗ΓC的最小特征值分别为ρ和σ.
定理1 考虑二维分布参数系统 (1),设计基于观

测器 (4)的控制器 (5),设定平面上每个移动执行器的
水平运动速度和垂直运动速度分别为

vxi(t) = − 1

2ε
ki

w θyi(t)+ε

θyi(t)−ε
(ŵ(t, θxi(t)− ε, y)−

ŵ(t, θxi(t) + ε, y))dyB∗
i ŵ(t), (12)

vyi(t) = − 1

2ε
ki

w θxi(t)+ε

θxi(t)−ε
(ŵ(t, x, θyi(t)− ε)−

ŵ(t, x, θyi(t) + ε))dxB∗
i ŵ(t). (13)

其中

B∗
i ŵ(t) =

w lx

0

w ly

0
bi(x, y)ŵ(t, x, y)dxdy,

i = 1, 2, · · · ,m.

若存在正常数 ri, i = 1, 2, 3, 满足 r1λ
2 − r2ρ

2 ⩽
0和r2µ

2 − 2r3σ
2 ⩽ 0,则二维分布参数系统 (1)在该

移动执行器控制下是全局渐近稳定的,且移动执行器
可提高分布参数系统的控制性能.
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证明 构造Lyapunov函数如下:

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t).

其中

V1(t) = −r1⟨w(t),Aw(t)⟩,

V2(t) = r2⟨ŵ(t), (−A+ B(θ(t))ΓB∗(θ(t)))ŵ(t)⟩,

V3(t) = r3⟨e(t), (−A+ C∗ΓC)e(t)⟩,

这里r1、r2、r3为3个正实数.
对V1(t)求导并利用不等式 2⟨x, y⟩ ⩽ ⟨x, x⟩ +

⟨y, y⟩可得

V̇1(t) =

− r1⟨ẇ(t),Aw(t)⟩ − r1⟨w(t),Aẇ(t)⟩ =

− 2r1⟨Aw(t)− B(θ(t))KB∗(θ(t))ŵ(t),Aw(t)⟩ ⩽

− 2r1|Aw(t)|2 + r1|Aw(t)|2+

r1|B(θ(t))KB∗(θ(t))ŵ(t)|2 ⩽

− r1|Aw(t)|2 + r1λ
2|ŵ(t)|2. (14)

对V2(t)求导,注意到−A + B(θ(t))KB∗(θ(t))为

自共轭算子,可得

V̇2(t) =

2r2⟨ ˙̂w(t), (−A+ B(θ(t))ΓB∗(θ(t)))ŵ(t)⟩+

r2

⟨
ŵ(t),

d
dt
(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
=

− 2r2|(A− B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)|2+

2r2⟨C∗ΓCe(t), (−A+ B(θ(t))ΓB∗(θ(t)))ŵ(t)⟩+

r2

⟨
ŵ(t),

d
dt(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
.

利用不等式2⟨x, y⟩ ⩽ ⟨x, x⟩+ ⟨y, y⟩可得

V̇2(t) ⩽ − r2|(A− B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)|2+

r2|C∗ΓCe(t)|2+

r2

⟨
ŵ(t),

d
dt(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
⩽

− r2ρ
2|ŵ(t)|2 + r2µ

2|e(t)|2+

r2

⟨
ŵ(t),

d
dt(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
. (15)

对式(15)的最后一项进行计算,可得⟨
ŵ(t),

d
dt(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
=

2

m∑
i=1

( w lx

0

w ly

0

d
dtb(x, y; θxi(t), θyi(t))×

ŵ(t, x, y)dxdy
)
kiB∗

i ŵ(t). (16)

计算式(16)的积分项,可以得到w lx

0

w ly

0

d
dtb(x, y; θxi(t), θyi(t))ŵ(t, x, y)dxdy =

w lx

0

w ly

0

d
dt

( 1

2ε

[
H(θxi(t)− ε)−H(θxi(t) + ε)

]
×

[H(θyi(t)− ε)−H(θyi(t) + ε)]
)
ŵ(t, x, y)dxdy =

1

2ε

w lx

0

w ly

0
θ̇xi(t)

∂

θxi(t)
([H(θxi(t)− ε)−

H(θxi(t) + ε)]× [H(θyi(t)− ε)−H(θyi(t) + ε)])×

ŵ(t, x, y)dxdy+

1

2ε

w lx

0

w ly

0
θ̇yi(t)

∂

θyi(t)
([H(θxi(t)− ε)−

H(θxi(t) + ε)]× [H(θyi(t)− ε)−H(θyi(t) + ε)])×

ŵ(t, x, y)dxdy =

1

2ε

w lx

0

w ly

0
θ̇xi(t)([δ(θxi(t)− ε)− δ(θxi(t) + ε)]×

[H(θyi(t)− ε)−H(θyi(t) + ε)])ŵ(t, x, y)dxdy+

1

2ε

w lx

0

w ly

0
θ̇yi(t)([H(θxi(t)− ε)−H(θxi(t) + ε)]×

[δ(θyi(t)− ε)− δ(θyi(t) + ε)])ŵ(t, x, y)dxdy =

1

2ε
θ̇xi(t)

w ly

0
[H(θyi(t)− ε)−H(θyi(t) + ε)]×

(ŵ(t, θxi(t)− ε, y)− ŵ(t, θxi(t) + ε, y))dy+

1

2ε
θ̇yi(t)

w lx

0
[H(θxi(t)− ε)−H(θxi(t) + ε)]×

(ŵ(t, x, θyi(t)− ε)− ŵ(t, x, θyi(t) + ε))dx =

1

2ε
θ̇xi(t)

w θyi(t)+ε

θyi(t)−ε
(ŵ(t, θxi(t)− ε, y)−

ŵ(t, θxi(t) + ε, y))dy+

1

2ε
θ̇yi(t)

w θxi(t)+ε

θxi(t)−ε
(ŵ(t, x, θyi(t)− ε)−

ŵ(t, x, θyi(t) + ε))dx. (17)

将式(17)代入(16),得到⟨
ŵ(t),

d
dt(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
=

2

m∑
i=1

( 1

2ε
θ̇xi(t)

w θyi(t)+ε

θyi(t)−ε
(ŵ(t, θxi(t)− ε, y)−

ŵ(t, θxi(t) + ε, y))dy+
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1

2ε
θ̇yi(t)

w θxi(t)+ε

θxi(t)−ε
(ŵ(t, x, θyi(t)− ε)−

ŵ(t, x, θyi(t) + ε))dx
)
kiB∗

i ŵ(t)). (18)

当 θ̇xi(t) = vxi(t), θ̇yi(t) = vyi(t)由式 (12)和
(13)给出时,式(18)可写为⟨

ŵ(t),
d
dt
(B(θ(t))KB∗(θ(t)))ŵ(t)

⟩
=

2
m∑
i=1

(−(θ̇xi(t))
2 − (θ̇yi(t))

2). (19)

对V3(t)求导,并注意到−A + C∗ΓC为自共轭算
子,可得

V̇3(t) = 2r3⟨ė(t), (−A+ C∗ΓC)e(t)⟩ =

2r3⟨(A− C∗ΓC)e(t), (−A+ C∗ΓC)e(t)⟩ =

− 2r3|(−A+ C∗ΓC)e(t)|2 ⩽

− 2r3σ
2|e(t)|2. (20)

结合式(14)、(15)、(19)和(20)可得

V̇ (t) ⩽ − r1|Aw(t)|2 + r1λ
2|ŵ(t)|2 − r2ρ

2|ŵ(t)|2+

r2µ
2|e(t)|2 − 2r3σ

2|e(t)|2 =

− r1|Aw(t)|2 + (r1λ
2 − r2ρ

2)|ŵ(t)|2+

(r2µ
2 − 2r3σ

2)|e(t)|2. (21)

当正常数ri (i = 1, 2, 3)满足r1λ
2 − r2ρ

2 ⩽ 0和

r2µ
2 − 2r3σ

2 ⩽ 0,则有 V̇ (t) ⩽ −r1|Aw(t)|2 < 0.故
二维分布参数控制系统(1)是全局渐近稳定的. 2

注 3 由上述证明可得 lim
t→∞

V (t) = 0,从而有
lim
t→∞

w(t) = 0, lim
t→∞

ŵ(t) = 0和 lim
t→∞

e(t) = 0.故不
仅分布参数系统 (1)收敛,而且观测器系统 (10)和估
计误差系统(11)都收敛.

3 数值仿真

下面通过数值仿真实验验证基于观测器的

移动执行器对二维分布参数系统 (1)的控制,系统
(1)及其状态观测器 (4)的初始条件为w(0, x, y) =

sin(πx)sin(πy)e−2(x2+y2), ŵ(0, x, y) = 0, 0 ⩽ x ⩽
1, 0 ⩽ y ⩽ 1.令a = 0.000 3, t ∈ [0, 80], li = 50, i =

1, 2, 3, 4.采用4个固定传感器测量系统状态,其位置
分别为 (0.35, 0.35), (0.35, 0.65), (0.65, 0.35)和 (0.65,

0.65). 2个移动执行器的初始速度均为(0, 0),初始位
置为(0.15, 0.35)和(0.75, 0.65),水平运动速度和垂直
运动速度分别由式 (12)和 (13)给出,参数 ε = ϱ =

0.08.控制增益为k1 = k2 = 20.为了比较系统在固
定执行器和移动执行器控制下的效果,选择两个完全

一样的执行器,固定在(0.15, 0.35)、(0.75, 0.65)处.
图1给出了误差系统的状态范数的演变过程,说

明所设计的观测器可以对二维分布参数系统的状态

进行有效估计.

80
t /s

|e
t

|/
(

)
1
0
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6040200
0
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16

20

图 1 误差系统的状态L2范数的演变

图2描绘了二维分布参数系统的状态L2范数的

演变过程,比较了系统在不加控制、固定执行器控制
和移动执行器控制下的范数收敛情况,说明系统在移
动执行器控制下效果更好.
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图 2 系统状态L2范数的演变过程

图3描绘了两个移动执行器在平面上的运动路
径.
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图 3 两个移动执行器在平面上的运动轨迹

4 结 论

本文研究了由固定传感器与移动执行器组成

的网络对二维分布参数系统的控制问题.利用传感
器的测量数据设计了系统的状态观测器,并进一步
给出了基于观测器的控制器.通过算子半群理论和
Lyapunov方法设计了一种基于观测器的移动执行器
的运动方案,该运动方案能有效提高执行器对分布参
数系统的控制性能.最后,通过Matlab仿真实验验证
了所提出方法的有效性.
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