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摘 要: 针对概率犹豫模糊环境下属性权重完全未知的多属性决策问题,提出基于符号距离和交叉熵的多属性决
策方法.首先,定义用于测量决策者犹豫程度的3种概率犹豫模糊元的犹豫度:数值犹豫度,信息不完全度和总犹
豫度,基于3种犹豫度提出概率犹豫模糊符号距离;然后,为了避免人为添加元素,定义调和概率犹豫模糊元,并结
合信息不完全度提出概率犹豫模糊元的交叉熵;最后,根据概率犹豫模糊元的符号距离和交叉熵构建多属性决策
模型,并通过算例验证了该模型的有效性和合理性.
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Probabilistic hesitant fuzzy multi-attribute decision method based on
signed distance and cross entropy
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Abstract: A multi-attribute decision making method based on signed distance and cross entropy is proposed for multi-
attribute decision making problems in which the attribute weights are completely unknown under the probabilistic hesitant
fuzzy environment. Firstly, the three kinds hesitation degree of probability hesitant fuzzy elements used to measure the
degree of hesitancy of decision makers is proposed: Numerical hesitation degree, information incomplete degree and total
hesitation degree. The probability hesitant fuzzy signed distance is proposed based on three hesitation degrees. Then, in
order to avoid artificially adding elements, the adjusted probabilistic hesitant fuzzy element is defined, it combines with
the incomplete degree of information to propose the cross entropy of the probabilistic hesitant fuzzy element. Finally, the
multi-attribute decision model is constructed based on the signed distance and cross entropy of the probabilistic hesitant
fuzzy element, and the effectiveness and rationality of the model are illustrated by an example.
Keywords: multi-attribute decision-making；probabilistic hesitant fuzzy element；hesitation degree；signed distance；
cross entropy；information incomplete degree；adjusted probabilistic hesitant fuzzy element

0 引 言

在经济管理决策问题中,由于人们对同一问题往
往会产生不同的看法,并且常常难以达成一致,
Torra等[1-2]提出了犹豫模糊集.近年来,犹豫模糊集
已经引起了国内外学者的广泛关注[3-10].犹豫模糊集
允许一个元素属于某个集合的隶属度可以是多个不

同的值,但却将每一个隶属度发生的概率看作是相
同的.例如,当一位专家对某部电影的视觉效果进行
评估时,由于缺乏其他相关信息,会使得该专家对于
电影视觉效果的判断在 0.7和 0.8之间犹豫不决.因
而,该电影的视觉效果的评估结果可用犹豫模糊元
{0.7, 0.8}表示;同时,该专家认为 0.7比 0.8发生的可

能性更大.显然仅用犹豫模糊集无法表达专家的这
种偏好.
为了有效地考虑每一个隶属度发生的概率,朱

斌[11]首先提出了概率犹豫模糊集.根据本文提出的
电影视觉效果评估例子,可得到一个概率犹豫模糊元
{0.7(0.6),0.8(0.4)},其中0.6和0.4分别表示评估结果
0.7和0.8发生的概率.然而,在实际的多属性决策中,
由于专家的现有知识无法提供完整的决策信息,会导
致部分未知信息的存在,从而使得概率犹豫模糊元会
出现某些缺失值,使得其概率之和小于 1.如专家认
为 0.7发生的概率为 0.6,而 0.8发生的概率为 0.3.为
了反映专家的这种决策偏好, Zhang等[12]对概率犹豫
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模糊集进行了改进,提出了能够包含不完全信息的改
进概率犹豫模糊集.与犹豫模糊集和概率犹豫模糊
集相比,改进的概率犹豫模糊集包含了更多的不确定
信息,不仅给出了每一个隶属度发生的概率,同时考
虑到了概率信息的不完整,充分表达了专家在多属性
决策中所给出评价结果的概率的不完全性.因此,改
进的概率犹豫模糊集更全面地刻画了专家的不确定

性决策信息.概率犹豫模糊集的研究引起了越来越
多学者的关注. Gao等[13]定义了概率犹豫模糊集的

距离测度,并且提出了考虑时间因素的多种动态概率
犹豫模糊算子. Li等[14]基于传统的优先级算子提出

了概率犹豫模糊优先级算子. Li等[15]提出了概率犹

豫模糊元的可能度,并与传统的QUALIFLEX方法结
合运用到多属性决策问题中. Ding等[16]基于交互式

赋权法提出了一种用于解决属性权重部分未知的概

率犹豫模糊多属性决策方法.刘玉敏等[17]将概率犹

豫模糊元的熵测度与TOPSIS方法结合解决多属性
决策问题. Hao等[18]对概率犹豫模糊集进行了拓展,
提出了概率对偶犹豫模糊集.
符号距离和交叉熵测度是犹豫模糊集的两个重

要测度.符号距离是比较犹豫模糊元大小的一种有
效工具,而交叉熵测度主要度量两个犹豫模糊元信
息的差异程度.关于犹豫模糊集的符号距离和交叉
熵测度的研究引起了许多学者的注意.犹豫模糊元
包含多个不同的隶属度,体现了决策者的犹豫程度和
评价结果的不一致性.为了测量该犹豫程度, Zhang
等[19]基于隶属度之间的差异程度首先提出了犹豫模

糊元的数值犹豫度,接着基于犹豫度提出了犹豫模
糊符号距离. Li等[20]认为隶属度的个数越多表示决

策者的犹豫程度越大,因此提出了考虑隶属度个数
的犹豫度,并提出了改进型犹豫模糊元距离测度.林
松等[21]结合数值犹豫度和个数犹豫度提出了新的犹

豫模糊元犹豫度,同时提出了改进型犹豫模糊元的符
号距离.阮传扬[22]利用对数函数有效地克服了林松

等所提出符号距离对隶属度个数处理不佳的问题,提
出了新型犹豫模糊元符号距离. Xu等[23]将模糊集的

熵、交叉熵推广到犹豫模糊环境下,定义了犹豫模糊
集的熵、交叉熵公式,同时讨论了犹豫模糊集的相似
度、熵、交叉熵之间的关系,并将其应用到多属性决
策中.刘小弟等[24]将信息论中的相对熵拓展到犹豫

模糊集上,依次提出犹豫模糊相对熵和对称交叉熵,
并利用对称交叉熵定义一种新的相似度公式.汪峰
等[25]提出了新的犹豫模糊交叉熵和相关系数,并将
其成功地应用到模糊聚类问题中.

概率犹豫模糊元包含多个不同的隶属度,且每个
隶属度发生的概率不相同,充分地体现了决策者的犹
豫程度.同时,概率犹豫模糊元存在概率之和小于1,
表示决策者无法给出完整的评价信息,反映了决策者
对某些评价信息犹豫不决.因此,概率犹豫模糊元的
犹豫度比犹豫模糊元更为复杂.为了测量决策者的
犹豫程度,首先,分别提出概率犹豫模糊元的数值犹
豫度和信息不完全度,以分别测量概率犹豫模糊元的
隶属度差异程度和信息的不完全程度;其次,为了能
够测量决策者的整体犹豫程度,提出了概率犹豫模糊
元的总犹豫度,并基于犹豫度提出了概率犹豫模糊元
的符号距离,用于比较概率犹豫模糊元之间的大小;
然后,为了避免人为添加元素和度量概率犹豫模糊元
之间的差异程度,提出调和概率犹豫模糊元,并结合
信息不完全度提出了概率犹豫模糊交叉熵测度和相

关性质;最后,本文将概率犹豫模糊元的符号距离和
交叉熵结合运用到属性权重完全未知的多属性决策

问题中,并通过具体案例进行了验证分析.

1 备知识

定义1 [12] 设X是给定的一个非空集合,则在
X上的一个概率犹豫模糊集(PHFS)Hp定义为

Hp = {⟨x, h(px)⟩|x ∈ X}.

其中:h(px) = {γλ(pλ)|λ = 1, 2, . . . , l}一般称之
为概率犹豫模糊元 (PHFE); l代表h(px)中元素的个

数; γλ表示集合X中的元素x属于概率犹豫模糊集

Hp的隶属度, γλ ∈ [0, 1]; pλ代表隶属度γλ的概率,且

pλ ∈ [0, 1]和
l∑

λ=1

pλ ⩽ 1;h(px)是概率犹豫模糊集Hp

的基本元素.
为了简便,记h(px) = h(p),而且本文中所有的

概率犹豫模糊元h(p)中的元素γλ|pλ一律按照隶属
度γλ从小到大排序.同时,h(p)的补集hc(p) = {(1 −
γλ)(pλ)|λ = 1, 2, . . . , l}.

当概率犹豫模糊元的概率满足
l∑

λ=1

pλ < 1时,代

表存在部分信息的缺失.为了使概率信息归一化,文
献[12]提出了标准概率犹豫模糊元的定义.
定义2 [12] 设任意一个概率犹豫模糊元h(p) =

{γλ(pλ)|λ = 1, 2, . . . , l},则称

h(p̄) = {γλ(p̄λ)|λ = 1, 2, . . . , l}

为h(p)的标准概率犹豫模糊元,其中 p̄λ=pλ
/ l∑

λ=1

pλ.

借鉴统计学中的均值-方差模型,文献 [12]提出
了一种概率犹豫模糊元排序方法.
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定义 3 [12] 设 2个概率犹豫模糊元 h1(p) =

{γλ
1 (p

λ
1 )|λ = 1, 2, . . . , l1}和h2(p) = {γλ

2 (p
λ
2 )|λ = 1,

2, . . . , l2}, s(h1(p))和 s(h2(p))分别是 h1(p)和 h2(p)

的得分函数, var(h1(p))和var(h2(p))分别是h1(p)和

h2(p)的方差函数,则有:
1)若s(h1(p)) > s(h2(p)),则h1(p) > h2(p).
2)若s(h1(p)) < s(h2(p)),则h1(p) < h2(p).
3)若s(h1(p)) = s(h2(p)),则
var(h1(p)) > var(h2(p)) ⇒ h1(p) < h2(p);

var(h1(p)) = var(h2(p)) ⇒ h1(p) ∼ h2(p);

var(h1(p)) < var(h2(p)) ⇒ h1(p) > h2(p).

其中

var(hi(p)) =

li∑
λ=1

p̄λi (s(hi(p))− γλ
i )

2,

s(hi(p)) =

li∑
λ=1

p̄λi γ
λ
i , p̄

λ
i =

pλi
li∑

λ=1

pλi

, i = 1, 2.

2 概率犹豫模糊元的犹豫度和符号距离

为了测量决策者或者决策群体意见犹豫不决的

程度,本文分别提出概率犹豫模糊元的数值犹豫度、
信息不完全度和总犹豫度的表达式及相关性质,然后
提出一种用于测量概率犹豫模糊元大小的概率犹豫

模糊符号距离.

2.1 概率犹豫模糊元的数值犹豫度

基于犹豫模糊元的数值犹豫度[19],本文认为概
率犹豫模糊元应包含多个不同的隶属度,反映了决
策者的犹豫程度.隶属度之间偏差越大,犹豫程度越
高.当各个隶属度对应的概率越接近时,决策者的意
见越无法达成一致,其犹豫程度越大.基于以上两点,
本文提出概率犹豫模糊元的数值犹豫度,定义如下.

定义 4 对于一个概率犹豫模糊元 h(p) =

{γλ(pλ)|λ = 1, 2, . . . , l},称

H(h(p)) =


l∑

i=1

l∑
j=i+1

4p̄ip̄jf(uij), l > 1;

0, l = 1

(1)

为h(p)的数值犹豫度.其中:uij = |γi − γj |, p̄i = pi
/

l∑
λ=1

pλ, p̄j = pj
/ l∑

λ=1

pλ.函数f : [0, 1] → [0, 1]满足

以下3个性质:
1)当x ∈ [0, 1]时, f(x)关于x为单调递增函数;
2) f(x) = 1当且仅当x = 1;
3) f(x) = 0当且仅当x = 0.
性质1 设任意一个概率犹豫模糊元h(p)的数

值犹豫度为H(h(p)),则存在:
1) H(h(p)) = H(hc(p));
2) 0 ⩽ H(h(p)) ⩽ 1;
3) H(h(p)) = 0当且仅当h(p) = {γ(p)} .
证明 1)根据定义1中h(p)的补集hc(p)可得

H(h(p)) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4p̄ip̄jf(|γi − γj |) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4p̄ip̄jf(|1− γi − 1 + γj |) = H(hc(p)).

2)显而易见.
3)假设概率犹豫模糊元h(p)包含至少两个互不

相等的隶属度,当H(h(p)) = 0时,由于f(x) ∈ [0, 1],

4p̄ip̄j = 0,存在以下3种情况:
1 4p̄ip̄j = 0;
2 f(uij) = 0;

3

f(uij) = 0,

4p̄ip̄j = 0.

根据情况 1 获得

p̄i = 1

p̄j = 0
或

p̄j = 1

p̄i = 0
,此时概

率犹豫模糊元只包含一个隶属度,与假设矛盾;根据
情况 2 和当函数值f(x) = 0时仅当x = 0获得γi =

γj ,此时概率犹豫模糊元只包含一个隶属度,与假设
矛盾;根据情况 3 可直接获得概率犹豫模糊元只包

含一个隶属度,与假设矛盾;因此,h(p) = {γ(p)}.当
h(p) = {γ(p)}时,易得H(h(p)) = 0.综上所述,
H(h(p)) = 0当且仅当h(p) = {γ(p)}. 2
通过改变f(x)的表达式可以获得许多类型概率

犹豫模糊元的犹豫度,如

H1(h(p)) =


l∑

i=1

l∑
j=i+1

4p̄ip̄juij , l > 1;

0, l = 1;

(2)

H2(h(p)) =
l∑

i=1

l∑
j=i+1

4p̄ip̄j(1− cos(0.5uijπ)), l > 1;

0, l = 1;

(3)

H3(h(p)) =


l∑

i=1

l∑
j=i+1

4p̄ip̄j sin(0.5uijπ), l > 1;

0, l = 1.

(4)
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2.2 概率犹豫模糊元的信息不完全度

一个概率犹豫模糊元的信息不完全度是由其包

含隶属度的概率之和与1的差异程度所决定.一般差
异程度越大代表决策者给出的信息越不明确,则它的
信息不完全度越大.为此,本文提出概率犹豫模糊元
的信息不完全度的定义和相关性质如下.
定义5 设一个概率犹豫模糊元h(p)={γλ(pλ)|

λ = 1, 2, . . . , l},称

I(h(p)) = g
( l∑

λ=1

pλ
)

(5)

为h(p))的信息不完全度.其中函数g : [0, 1] → [0, 1]

满足以下3个性质:
1)当x ∈ [0, 1]时, g(x)关于x为单调递减函数;
2) g(x) = 0当且仅当x = 1;
3) g(x) = 1当且仅当x = 0.
性质2 设一个概率犹豫模糊元h(p)的信息不

完全度为I(h(p)),则存在:
1) 0 ⩽ I(h(p)) < 1;

2) I(h(p)) = 0当且仅当
l∑

λ=1

pλ = 1;

3) I(h(p)) = I(hc(p)).
性质2的证明过程略.
通过改变g(x)的表达式可以获得许多类型概率

犹豫模糊元的信息不完全度,如

I1(h(p)) = 1−
l∑

λ=1

pλ, (6)

I2(h(p)) = cos
(
0.5

l∑
λ=1

pλπ
)
, (7)

I3(h(p)) = 1− sin
(
0.5

l∑
λ=1

pλπ
)
. (8)

2.3 概率犹豫模糊元的总犹豫度

由第2.1节和第2.2节可知,数值犹豫度与信息不
完全度仅反映了概率犹豫模糊元所包含隶属度的离

散程度和信息的不完全程度.为了全面地考虑决策
者或者决策群体的犹豫程度,本文根据定义4和定义
5提出概率犹豫模糊元的总犹豫度的表达式以及相
关性质.

定义6 设一个概率犹豫模糊元h(p)的数值犹

豫度和信息不完全度分别为H(h(p))和I(h(p)),称

TH(h(p)) = z(H(h(p)), I(h(p))) (9)

为概率犹豫模糊元 h(p)的总犹豫度.其中函数 z :

[0, 1]2 → [0, 1]满足以下3个性质:
1) z(x, y) = z(y, x);
2) z(x, y) = 0当且仅当x = y = 0;

3) z(x, y)随着x和y的增大而增大.
性质3 设一个概率犹豫模糊元h(p)的总犹豫

度为TH(h(p)),则存在:
1) 0 ⩽ TH(h(p)) ⩽ 1;
2) TH(h(p)) = TH(hc(p));
3) TH(h(p)) = 0当且仅当h(p) = {γ(1)}.
证明 1)显而易见.
2)根据性质1和性质2可得H(hc(p)) = H(h(p))

和I(h(p)) = I(hc(p)),所以TH(h(p)) = TH(hc(p)).
3) 当TH(h(p)) = 0时,根据函数z(x, y) = 0当

且仅当x = y = 0可得H(h(p)) = I(h(p)) = 0,
再根据H(h(p))的定义和I(h(p))的性质可得h(p) =

{γ(1)};当h(p) = {γ(1)}时,易得TH(h(p)) = 0. 2
通过改变z(x, y)的表达式可以获得许多类型概

率犹豫模糊元的总犹豫度,如

TH1(h(p)) = △(h(p)), (10)

TH2(h(p)) = △(h(p))e1−△(h(p)), (11)

TH3(h(p)) =
2△(h(p))

△(h(p)) + 1
, (12)

其中△(h(p)) =
1

2
(H(h(p)) + I(h(p))).

2.4 概率犹豫模糊元的符号距离

符号距离作为模糊理论中的一种信息测度,主要
用于研究模糊数的排序,在模糊决策领域中已得到较
广的应用[19,26].为了对概率犹豫模糊元进行有效排
序,本文首先根据概率犹豫模糊元的总犹豫度和犹豫
模糊符号距离[21-22]提出概率犹豫模糊符号距离,然
后基于符号距离提出新的概率犹豫模糊元比较法则.
定义7 设一个概率犹豫模糊元h(p)={γλ(pλ)|

λ = 1, 2, . . . , l}和理想概率犹豫模糊元 1(p̄λ) =

{1(p̄λ)|λ = 1, 2, . . . , l},其中 p̄λ = pλ
/ l∑

λ=1

pλ,称

ds(h(p), 1(p̄)) =
1

2

( l∑
λ=1

p̄λ(1− γλ) + TH(h(p))
)
(13)

为概率犹豫模糊元h(p)到1(p̄)的符号距离.
性质4 设1个概率犹豫模糊元为h(p), 1(p̄)为

理想概率犹豫模糊元,则存在:
1) 0 ⩽ ds(h(p), 1(p̄)) ⩽ 1;
2) h(p) = 1(p̄)当且仅当ds(h(p), 1(p̄)) = 0.
证明 1)易得

0 ⩽ 1

2

( l∑
λ=1

p̄λ(1− γλ) + TH(h(p))
)
⩽

1

2
+

1

2
= 1,
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所以可得0 ⩽ ds(h(p), 1(p̄)) ⩽ 1.

2) 若h(p) = 1(p̄),则易得ds(h(p), 1(p̄)) = 0;若

ds(h(p), 1(p̄)) = 0,则可得
l∑
λ

p̄λ(1−γλ) = TH(h(p))

= 0,计算可得h(p) = 1(p̄). 2
文献 [12]根据概率犹豫模糊元的得分函数和方

差函数提出了一种概率犹豫模糊排序方法,但在某些
情形下利用该方法对概率犹豫模糊元进行排序时,可
能所得结果与直观认识不符.

例 1 设 3个概率犹豫模糊元分别为h1(p) =

{0.4(0.6), 0.5(0.4)}, h2(p) = {0.3(0.4), 1(0.1)}和
h3(p) = {0.4(0.3), 0.5(0.2)}.
利用定义3中的方法,可以得到h1(p) ∼ h3(p) >

h2(p),显然h1(p)和h3(p) 二者不可能是等价的,这个
结果与人们的直观感觉并不一致.为了克服该缺陷,
本文根据概率犹豫模糊符号距离提出一种新的概率

犹豫模糊元排序方法.
定义8 设2个概率犹豫模糊元h1(p)和h2(p),

1(p̄)为理想概率犹豫模糊元,则有:
1)若ds(h1(p), 1(p̄))>ds(h2(p), 1(p̄)),则h1(p) <

h2(p);
2) 若ds(h1(p), 1(p̄)) = ds(h2(p), 1(p̄)),则h1(p)

∼ h2(p);
3)若ds(h1(p), 1(p̄))<ds(h2(p), 1(p̄)),则h1(p) >

h2(p).
采取本文所提出排序方法对例1中的概率犹豫

模糊元进行排序,其中取TH1(h(p)) = (H1(h(p)) +

I1(h(p)))/2作为概率犹豫模糊元的总犹豫度的计算

公式,最后获得排序结果为h1(p) > h3(p) > h2(p).
显然h1(p)与h3(p)相比所包含的信息更加完整,因此
h1(p)优于h3(p).
产生结果不同的原因在于本文所提出的概率犹

豫模糊符号距离是在定义3的基础上又考虑了信息
的不完全程度,因此区分度也更高.

3 概率犹豫模糊元的交叉熵测度

为了避免人为主观添加数据和最大限度利用原

始数据,本文首先提出调和概率犹豫模糊元的概念,
然后结合概率犹豫模糊元的信息不完全度提出用于

测量概率犹豫模糊元之间差异程度的概率犹豫模糊

元的交叉熵测度,并研究相关性质.

3.1 调和概率犹豫模糊元

在多属性决策方法研究中,针对2个概率犹豫模
糊元包含基本元素个数的不一致情况,一种较为有效
的方法[13,16]是采取人为添加元素的方式对个数较少

的概率犹豫模糊元进行添加,虽然使二者个数保持了

一致,但是存在很大的主观性,且可能造成决策结果
的不合理性.为克服此缺陷,本文借鉴Wu等[27]提出

的调和概率语言集,提出概率犹豫模糊元的调和概率
犹豫模糊元和相关性质.
定义 9 设任意两个概率犹豫模糊元h1(p) =

{γλ
1 (p

λ
1 )|λ = 1, 2, . . . , l1}和h2(p) = {γλ

2 (p
λ
2 )|λ =

1, 2, . . . , l2},对h1(p)和h2(p)的基本元素进行调节后

获得二者的调和概率犹豫模糊元分别为 h̃1(p) =

{γ̃λ
1 (p̃

λ)|λ = 1, 2, . . . , L}和 h̃2(p) = {γ̃λ
2 (p̃

λ)|λ =

1, 2, . . . , L},且 h̃1(p)和 h̃2(p)的概率信息完全相等.
step 1: 对 h1(p)和 h2(p)进行标准化处理得到

h1(p̄)和h2(p̄).
step 2: p̃1 = min{p̄11, p̄12}.
step 3: 若 p̃1 = p̄11,则 p̃2 = min{p̄21, p̄12 − p̃1};若

p̃1 = p̄12,则 p̃2 = min{p̄22, p̄11 − p̃1}.
step 4: 若 p̃1 = p̄11和 p̃2 = p̄21,则 p̃3 = min{p̄31,

p̄12 − p̃1 − p̃2};若 p̃1 = p̄11和 p̃2 = p̄12 − p̃1,则 p̃3 =

min{p̄22, p̄21 − p̃2};若 p̃1 = p̄12和 p̃2 = p̄22,则 p̃3 =

min{p̄32, p̄22 − p̃1 − p̃2};若 p̃1 = p̄12和 p̃2 = p̄11 − p̃1,
则 p̃3 = min{p̄21, p̄22− p̃2}; . . . .如此进行,直至 h̃1(p)和

h̃2(p)中隶属度的概率信息完全一致.
性质5 对于任意2个标准概率犹豫模糊元,按

照定义9中的调节步骤可以找到唯一一对调和概率
犹豫模糊元与之保持对应,且调节后的二者的概率信
息与基本元素个数保持一致.
例2 设两个标准概率犹豫模糊元分别为h1(p̄)

= {0.1(0.2), 0.2(0.5), 0.6(0.3)}和h2(p̄) = {0.1(0.6),
0.3(0.4)},二者的调和概率犹豫模糊元分别为 h̃1(p)

= {0.1(0.2), 0.2(0.4), 0.2(0.1), 0.6(0.3)}和 h̃2(p) =

{0.1(0.2), 0.1(0.4), 0.3(0.1), 0.3(0.3)}.
显然经过调节后h1(p̄)和h2(p̄)的元素个数不仅

保持一致,概率信息也保持了一致,而且完全无需人
为主观添加元素,最大程度地保留了原始信息.

3.2 概率犹豫模糊元的交叉熵和对称交叉熵

交叉熵是测量模糊信息之间差异程度的一种重

要工具,在模糊领域得到了广泛的应用[28-30].为了测
量概率犹豫模糊元之间的差异程度和避免人为添加

数据,本文根据犹豫模糊交叉熵测度[23-24]和调和概

率犹豫模糊元提出概率犹豫模糊元的交叉熵和对称

交叉熵.
定义 10 设两个概率犹豫模糊元 h1(p) =

{γλ
1 (p

λ
1 )|λ = 1, 2, . . . , l1}和h2(p) = {γλ

2 (p
λ
2 )|λ = 1, 2,

. . . , l2},二者的调和概率犹豫模糊元分别为 h̃1(p)

= {γ̃λ
1 (p̃

λ)|λ= 1, 2, . . . , L}和 h̃2(p) = {γ̃λ
2 (p̃

λ)|λ= 1,

2, . . . , L}, I(h1(p))和 I(h2(p))分别为 h1(p)和h2(p)
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的信息不完全度,则

CE1(h1(p), h2(p)) =

1

T

( L∑
λ=1

p̃λ
((1 + qγ̃λ

1 ) ln(1 + qγ̃λ
1 )

2
+

(1 + qγ̃λ
2 ) ln(1 + qγ̃λ

2 )

2
−

2 + q(γ̃λ
1 + γ̃λ

2 )

2
ln 2 + q(γ̃λ

1 + γ̃λ
2 )

2
+

(1 + q(1− γ̃λ
1 )) ln(1 + q(1− γ̃λ

1 ))

2
+

(1 + q(1− γ̃λ
2 )) ln(1 + q(1− γ̃λ

2 ))

2
−

2 + q(2− γ̃λ
1 − γ̃λ

2 )

2
ln 2 + q(2− γ̃λ

1 − γ̃λ
2 )

2

)
+

(1 + qI(h1(p))) ln(1 + qI(h1(p)))

2
+

(1 + qI(h2(p))) ln(1 + qI(h2(p)))

2
−

2+q(I(h1(p))+I(h2(p))

2
ln 2+(I(h1(p))+I(h2(p))

2

)
.

(14)

其中T =
3

2
((1+q) ln(1+q)−(2+q)(ln(2+q)−ln 2))

和q > 0.

CE2(h1(p), h2(p)) =

2

3(1− 21−α)

( L∑
λ=1

p̃λ
((γ̃λ

1 )
α + (γ̃λ

2 )
α

2
−

( γ̃λ
1 + γ̃λ

2

2

)α

+
(1− γ̃λ

1 )
α + (1− γ̃λ

2 )
α

2
−(2− γ̃λ

1 − γ̃λ
2

2

)α)
+

(I(h1(p)))
α+(I(h2(p)))

α

2
−(I(h1(p)) + I(h2(p))

2

)α)
. (15)

其中α > 0.

CE3(h1(p), h2(p)) =

1

R

( L∑
λ=1

p̃λ
(
γ̃λ
1 ln βγ̃λ

1

(β − 1)γ̃λ
1 + γ̃λ

2

+

(1− γ̃λ
1 ) ln β(1− γ̃λ

1 )

(β − 1)(1− γ̃λ
1 ) + 1− γ̃λ

2

)
+

I(h1(p)) ln βI(h1(p))

(β − 1)I(h1(p)) + I(h2(p))
+ (1−

I(h1(p))) ln β(1− I(h1(p)))

(β−1)(1−I(h1(p)))+(1−I(h2(p)))

)
.

(16)

其中β > 1和R = 2 lnβ − 2 ln(β − 1)均为概率犹豫

模糊元h1(p)和h2(p)的交叉熵测度.
上述交叉熵并不满足对称性,为此本文提出概率

犹豫模糊元的对称交叉熵和相关性质.
定义11 设两个概率犹豫模糊元分别为h1(p)

和h2(p),CEi(h1(p), h2(p))(i = 1, 2, 3)为它们的交叉

熵,称

DEi(h1(p), h2(p)) =

1

2
(CEi(h1(p), h2(p)) + CEi(h2(p), h1(p))) (17)

为h1(p)和h2(p)的对称交叉熵.
性质6 设2个概率犹豫模糊元分别为h1(p)和

h2(p),它们的对称交叉熵DE(h1(p), h2(p))满足:
1) DE(h1(p), h2(p)) = 0当且仅当 h1(p) =

h2(p);
2) DE(h1(p), h2(p)) = DE(h2(p), h1(p));
3) 0 ⩽ DE(h1(p), h2(p)) ⩽ 1;
4) DE(h1(p), h2(p))=1当且仅当h1(p)= {1(1)}

和h2(p)={0(0)}或h1(p) = {0(0)}和h2(p)={1(1)}.
证明 1) 函数f1(x) = (1 + qx) ln(1 + qx)(q >

0), f2(x) = αxα−1(α > 1)和 f3(x) = − lnx

在 x ∈ [0, 1]时均为凹函数,根据凹函数的性质和
Jensen不等式易得CEi(h1(p), h2(p)) ⩾ 0,且当且仅
当 h1(p) = h2(p)时CEi(h1(p), h2(p)) = 0,所以
DEi(h1(p), h2(p)) = 0当且仅当h1(p) = h2(p);由文
献[23]和文献[31]易得2)、3)和4)成立. 2
下面根据上述3种概率犹豫模糊元的对称交叉

熵,提出概率犹豫模糊元的广义对称交叉熵,其基本
定义如下.

定义12 设两个概率犹豫模糊元h1(p)和h2(p),

DEi(h1(p), h2(p))(i = 1, 2, 3)为它们的对称交叉熵,
称

DEΦ(h1(p), h2(p)) =

Φ(DE1(h1(p), h2(p)),DE2(h1(p), h2(p)),

DE3(h1(p), h2(p))) (18)

为h1(p)和h2(p)的广义对称交叉熵.其中函数Φ(x1,

x2, x3) : [0, 1]
3 → [0, 1]满足以下几个条件:

1) Φ(x1, x2, x3) = 0当且仅当x1 = x2 = x3 = 0;
2) Φ(x1, x2, x3) = 1当且仅当x1 = x2 = x3 = 1;
3)当xi ∈ [0, 1]时,Φ关于xi单调递增.
很容易证明DEΦ(h1(p), h2(p))满足性质6.
通过改变Φ(x1, x2, x3)的表达式可以获得许多

类型概率犹豫模糊对称交叉熵,如

DEΦ
1 (h1(p), h2(p)) =

1

3

3∑
i=1

DEi(h1(p), h2(p)), (19)

DEΦ
2 (h1(p), h2(p)) =(1

3

3∑
i=1

DEi(h1(p), h2(p))
)
×
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e
1−( 1

3

3∑
i=1

DEi(h1(p),h2(p)))
, (20)

DEΦ
3 (h1(p), h2(p)) =

1− cos
(π
6

3∑
i=1

DEi(h1(p), h2(p))
)
. (21)

4 基于符号距离和交叉熵的概率犹豫模糊

多属性决策模型

利用上述概率犹豫模糊元的犹豫度、符号距离

和交叉熵测度,下面将建立基于符号距离和交叉熵的
概率犹豫模糊多属性决策模型.
对某一概率犹豫模糊多属性决策问题,设方案集

X = {xi|i = 1, 2, . . . ,m}、属性集A = {aj |j = 1, 2,

· · · , n},专家集e = {ek|k = 1, 2, . . . , r}和专家的权
重集ω = (ω1, ω2, . . . , ωr)

T,其中专家的权重为完全
已知,属性的权重完全未知.

step 1: 要求专家ek根据属性aj对被评价方案xi

进行评价,其评价结果用概率犹豫模糊元hk
ij(p)进行

表达,最终获得决策矩阵Mk = (hk
ij(p))m×n.

step 2: 基于离差最大化的思想和概率犹豫模糊
元的广义对称交叉熵建立以下模型确定属性的权重:

(M-1)


max

n∑
j=1

m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p));

n∑
j=1

(wk
j )

2 = 1, wk
j ⩾ 0.

为了求解上述模型,首先构造拉格朗日函数

L(wk
j , λ) =

n∑
j=1

m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p))+

λ

2

( n∑
j=1

(wk
j )

2 − 1
)
. (22)

分别求L(wk
j , λ)关于wk

j 和λ的偏导,并令其为 0,因
此得到以下方程组:

∂L

∂wk
j

=

m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p)) + λwk

j = 0,

∂L

∂λ
=

n∑
j=1

(wk
j )

2 − 1 = 0.

解上述方程组得到

w′k
j =

m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p))√√√√ n∑

j=1

( m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p))

)2

.

(23)

对w′k
j 进行归一化,最终获得决策矩阵Mk中的

属性权重akj为

wk
j =

m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p))

n∑
j=1

m∑
i=1

m∑
v=1

wk
j DEΦ(hk

ij(p), h
k
vj(p))

. (24)

step 3: 根据概率犹豫模糊符号距离和属性的权
重wk = (wk

1 , w
k
2 , . . . , w

k
n)

T计算在决策矩阵Mk下备

选方案xi的加权符号距离,即

Dk
s (xi, 1(p̄)) =

n∑
j=1

wk
j ds(h

k
ij(p), 1(p̄)). (25)

然后根据Dk
s (xi, 1(p̄))和专家的权重ω = (ω1, ω2,

. . . , ωr)
T计算备选方案的总体加权符号距离

Ds(xi, 1(p̄)) =

r∑
k=1

ωkD
k
s (xi, 1(p̄)). (26)

一般Ds(xi, 1(p̄))越小代表备选方案xi越好.

5 算例分析

为了便于与已有方法进行比较,本文选取Zhang
等[12]采用的算例.

5.1 算 例

由于汽车成为长途旅行的主要交通工具,安全性
一直是评估汽车的最重要标准之一. 3位专家ei(i =

1, 2, 3)应邀对国内5大品牌 (别克x1,丰田x2,福特x3,
奥迪x4和特斯拉x5)的汽车安全性能进行评估, 3位
专家的权重集为ω = (0.4, 0.4, 0.2)T.现根据制动系
统a1、防抱死制动系统a2、车辆稳定系统a3、辅助约

束系统a4和车身材料a5五个属性进行评估,其评估
结果用概率犹豫模糊元的形式表示.表1、表2和表3
分别代表3位专家的评估结果.

5.2 属性权重的确定

由于概率犹豫模糊元的对称交叉熵的计算公式

表 1 专家e1的评估矩阵M1

e1 a1 a2 a3 a4 a5

x1 {0.6(0.25), 0.7(0.5), 0.8(0.25)} {0.5(0.6), 0.6(0.4)} {0.6(0.8), 0.7(0.2)} {0.3(0.4), 0.4(0.6)} {0.6(0.3), 0.7(0.3), 0.8(0.4)}

x2 {0.5(0.5), 0.6(0.5)} {0.4(0.3), 0.5(0.3), 0.6(0.4)} {0.5(0.2), 0.6(0.3), 0.7(0.5)} {0.6(0.6), 0.7(0.2)} {0.7(0.5), 0.8(0.5)}

x3 {0.8(0.5), 0.85(0.3), 0.9(0.2)} {0.3(0.2), 0.4(0.4), 0.5(0.4)} {0.5(0.2), 0.6(0.8)} {0.5(0.4), 0.6(0.6)} {0.6(0.3), 0.7(0.7)}

x4 {0.8(0.5), 0.85(0.3), 0.9(0.2)} {0.7(0.6), 0.8(0.2)} {0.6(0.4), 0.7(0.3), 0.8(0.3)} {0.5(0.5), 0.6(0.5)} {0.7(0.7), 0.8(0.3)}

x5 {0.65(0.5), 0.75(0.5)} {0.5(0.5), 0.6(0.5)} {0.7(0.3), 0.8(0.7)} {0.5(0.3), 0.6(0.3), 0.7(0.4)} {0.7(0.2), 0.8(0.2), 0.9(0.4)}
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表 2 专家e2的评估矩阵M2

e2 a1 a2 a3 a4 a5

x1 {0.5(0.5), 0.7(0.5)} {0.7(0.7), 0.8(0.2), 0.9(0.1)} {0.4(0.3), 0.6(0.5)} {0.5(0.3), 0.6(0.4), 0.7(0.3)} {0.7(0.4), 0.8(0.6)}

x2 {0.5(0.4), 0.6(0.6)} {0.6(0.7), 0.7(0.3)} {0.6(0.3), 0.7(0.4), 0.8(0.3)} {0.6(0.5), 0.7(0.5)} {0.5(0.7), 0.6(0.2), 0.8(0.1)}

x3 {0.5(0.2), 0.6(0.3), 0.7(0.5)} {0.7(0.6), 0.8(0.2)} {0.3(0.4), 0.5(0.6)} {0.6(0.5), 0.7(0.2), 0.8(0.3)} {0.6(0.5), 0.7(0.5)}

x4 {0.7(0.4), 0.8(0.4)} {0.6(0.5), 0.7(0.1), 0.8(0.4)} {0.7(0.5), 0.8(0.3), 0.9(0.2)} {0.5(0.4), 0.6(0.6)} {0.7(0.2), 0.8(0.6)}

x5 {0.6(0.5), 0.7(0.4), 0.8(0.1)} {0.6(0.4), 0.7(0.6)} {0.4(0.5), 0.5(0.5)} {0.7(0.4), 0.8(0.4)} {0.6(0.2), 0.7(0.4), 0.8(0.4)}

表 3 专家e3的评估矩阵M3

e3 a1 a2 a3 a4 a5

x1 {0.6(0.3), 0.7(0.5), 0.8(0.2)} {0.6(0.4), 0.7(0.4)} {0.7(0.6), 0.8(0.4)} {0.65(0.4), 0.7(0.2), 0.75(0.4)} {0.6(0.2), 0.7(0.8)}

x2 {0.6(0.5), 0.7(0.3)} {0.5(0.3), 0.6(0.4), 0.7(0.3)} {0.5(0.3), 0.6(0.7)} {0.6(0.8), 0.8(0.2)} {0.55(0.4), 0.6(0.3), 0.65(0.3)}

x3 {0.5(0.3), 0.6(0.7)} {0.5(0.5), 0.7(0.5)} {0.6(0.5), 0.7(0.3), 0.8(0.2)} {0.6(0.2), 0.7(0.4), 0.8(0.4)} {0.7(0.4), 0.8(0.4)}

x4 {0.5(0.3), 0.6(0.4), 0.7(0.3)} {0.5(0.3), 0.6(0.3), 0.7(0.4)} {0.7(0.2), 0.8(0.6)} {0.6(0.4), 0.7(0.6)} {0.7(0.6), 0.8(0.4)}

x5 {0.7(0.5), 0.8(0.5)} {0.6(0.6), 0.7(0.4)} {0.5(0.2), 0.6(0.4), 0.7(0.4)} {0.7(0.8), 0.8(0.2)} {0.6(0.3), 0.7(0.7)}

有多种选择,本文选取 I1作为概率犹豫模糊元的信

息不完全度公式;其次,选取DEΦ
1作为概率犹豫模糊

元的对称交叉熵的计算公式,其中取q = α = β =

2.结合模型 (M-1)计算决策矩阵Mk(k = 1, 2, 3)下

属性的权重集,计算结果为

w1 = (0.208 6, 0.217 9, 0.124 8, 0.237 6, 0.211 1)T,

w2 = (0.144 8, 0.188 5, 0.287 1, 0.206 8, 0.172 8)T,

w3 = (0.226 4, 0.208 5, 0.218 9, 0.139 9, 0.206 3)T.

5.3 备选方案的排序

由于概率犹豫模糊符号距离的计算公式有多种

选择,选取H1作为概率犹豫模糊元的数值犹豫度计

算公式;其次选取 I1作为概率犹豫模糊元的信息不

完全度公式;然后选取TH1作为概率犹豫模糊元的

总犹豫度计算公式;最后根据式 (25)和 (26)、专家的
权重集ω = (0.4, 0.4, 0.2)T和属性的权重集计算各方

案的总体加权符号距离,计算结果为

Ds(x1, 1(p̄)) = 0.229 7, Ds(x2, 1(p̄)) = 0.228 1,

Ds(x3, 1(p̄)) = 0.237 8, Ds(x4, 1(p̄)) = 0.191 8,

Ds(x5, 1(p̄)) = 0.209 1.

得到适宜的排序结果为x4 ≻ x5 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x3,最
终认定奥迪品牌的车辆安全性能最好.

5.4 敏感性分析

本文选择DEΦ
1和TH1分别作为概率犹豫模糊元

的对称交叉熵测度和总犹豫度对上述案例进行了决

策分析.虽然计算结果较为客观,但是需决策者事先
选定合适的对称交叉熵和总犹豫度.当这些公式发
生改变时,可能会影响最终的决策结果.下面将选择
不同的对称交叉熵和总犹豫度并结合本文模型进行

决策分析,对得到的决策结果进行对比分析,计算结
果如表4所示.在情况1和情况2中取q = α = β = 2.

表4 基于不同的对称交叉熵和总犹豫度的方案排序结果

对称交叉熵 总犹豫度 Ds(x1, 1(p̄)) Ds(x2, 1(p̄)) Ds(x3, 1(p̄)) Ds(x4, 1(p̄)) Ds(x5, 1(p̄)) 排序结果

情况1 I2, DEΦ
2 I2, H2, TH2 0.229 5 0.231 1 0.238 9 0.211 1 0.212 4 x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3

情况2 I3, DEΦ
3 I3, H3, TH3 0.286 3 0.283 4 0.299 6 0.240 5 0.262 5 x4 ≻ x5 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x3

由表4的计算结果可以发现,两种情况下的计算
结果均认定x4最好,但二者在x1和x2之间的排序存

在差异,其主要原因:两种情况下选取了不同的对称
交叉熵和总犹豫度,得到的属性权重和符号距离互不
相同,使得决策结果存在差异,因此决策者根据自身
偏好采用不同的对称交叉熵和总犹豫度时,利用本文
模型得到的决策结果可能会发生变化.

5.5 对比分析

为了说明本文模型的有效性,运用文献 [12]提
出的概率犹豫模糊加权平均算子 (PHFWA),同时
利用定义 3中的概率犹豫模糊元得分函数进行比
较分析,其中文献 [12]假设属性的权重集为w =

(0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)T.将以上方法的计算结果与本
文的计算结果进行比较,结果如表5所示.
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表 4 两种方法的结果比较

方法 排序结果

文献 [12] x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x2

本文模型 x4 ≻ x5 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x3

由表5的结果可知,虽然本文模型得到的结果与
文献 [12]中的结果存在部分差异,但本文模型具有以
下优势:

1)文献 [12]没有考虑决策者的心理偏好,而在本
文模型中决策者可根据自身偏好选择合适的符号距

离和交叉熵进行决策分析,充分考虑了决策者的心理
偏好,更加符合决策者的实际经历,因此能够产生更
有说服力的结果.

2)本文模型能够较为客观地确定属性的权重,与
文献[12]相比减少了决策者的主观随意性.

3) 采用文献 [12]的方法进行计算时步骤复杂且
耗时过多,而本文模型的计算过程简单且易于理解.

6 结 论

本文提出了概率犹豫模糊元的3种犹豫度、符号
距离和交叉熵测度,并对属性权重完全未知的犹豫模
糊多属性决策问题进行了研究.主要研究结论如下:

1) 基于概率犹豫模糊元的隶属度彼此差异和信
息不完整定义了犹豫度,以便合理反映决策者的分歧
程度.

2)基于犹豫度的定义,提出了区分度较高的概率
犹豫模糊符号距离.通过与文献 [12]对比,可知概率
犹豫模糊符号距离具有区分度明显,决策结果更加合
理、可靠的特点.

3) 本文所提出的概率犹豫模糊交叉熵、对称交
叉熵和广义交叉熵,有效地度量了概率犹豫模糊元之
间的差异程度,而且避免了人为添加数据.

4)针对概率犹豫模糊环境下的多属性决策问题,
本文基于符号距离和交叉熵提出了一种计算方便且

考虑决策者偏好的决策模型,通过与文献 [12]对比,
研究结果表明了该决策模型的有效性.

目前,在概率犹豫模糊符号距离的应用中,主要
是基于决策者提供的信息与数据,而决策者的判断可
能存在主观性.因此,为了得到更加客观的决策结果,
下一步应考虑对概率犹豫模糊信息进行一致性检验,
然后进行适度修正,以便提高决策质量.
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