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基于代价敏感的粗糙集近似集与粒度寻优算法
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摘 要: 粗糙集的近似集用已有知识粒对不确定性目标概念进行近似描述,但在构建近似集时并没有考虑数据的
代价信息这一实际因素.对此,首先分析在构建粗糙集的近似集时考虑代价信息的必要性;然后,从代价敏感角度
构建误分类代价的粗糙集近似集模型,并分析该模型下求得的近似集的相关性质.为了在多粒度空间中寻找一个
合适的粒度空间来对不确定性目标概念进行近似描述,使误分类代价与测试代价之和尽可能小,给出属性代价贡
献率的定义,并提出一种代价敏感的粒度寻优算法.实验结果表明,所提出算法能适用于现有代价认知场景,并在
给定代价场景下求出合理的层次粒度空间结构以及不确定性目标概念的近似集.
关键词: 粗糙集；近似集；代价敏感；多粒度；粒度寻优

中图分类号: TP18 文献标志码: A

DOI: 10.13195/j.kzyjc.2019.0149

引用格式: 张清华,刘凯旋,高满.基于代价敏感的粗糙集近似集与粒度寻优算法 [J]. 控制与决策, 2020, 35(9):
2070-2080.

Approximation sets of rough sets and granularity optimization algorithm
based on cost-sensitive
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Abstract: Approximation sets of rough sets use existing knowledge granules to describe the uncertain concept
approximately. However, the cost information contained in data have not been considered when constructing the
approximation set of the uncertain concept. Therefore, the necessity of considering cost information is analyzed when
constructing the approximation sets of rough sets firstly. Then an approximation set model of rough sets of
misclassification cost is constructed from the perspective of cost-sensitive, and some properties of this model are
discussed in detail. In order to find a suitable granularity space to describe the uncertain concept approximately that can
minimize the sum of misclassification cost and test cost as far as possible in multi-granulation spaces, the contribute rate
of attribute cost is defined, and the cost-sensitive granularity optimization algorithm is proposed. The experimental
results show that the proposed algorithm can be used in existing cost cognition scene. And a reasonable hierarchy
granulation space and the approximation set of the uncertain concept can be obtained under the given cost scene.
Keywords: rough sets；approximation sets；cost-sensitive；multi-granularity；granularity optimization

0 引 言

目前,随着计算机技术以及认知科学的发展,越
来越多的专家学者开始聚焦于不确定性问题的研

究.自Zadeh[1]提出模糊集理论以来,不确定性问题
的研究取得了重大突破,各种处理不确定性问题的理
论也随之产生,例如, Pawlak[2-3]提出的粗糙集理论,

张钹等[4-5]提出的商空间理论,李德毅等[6-7]提出的云

模型理论等.作为处理不确定性问题的重要方法,这
些理论已被广泛地用于人工智能领域.粗糙集理论
在处理不确定性问题时,无需提供所需处理数据集合
之外的任何先验知识,它与模糊集、概率论、证据理论
等其他理论有着很强的互补性.因此,粗糙集已成为
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一种重要的智能信息处理技术[8-12],越来越受到广大
专家学者的青睐.
为了使粗糙集理论能更好地应用于问题求解

中,许多专家学者从不同角度构建了粗糙集的扩展
模型,如概率粗糙集[13]、模糊粗糙集[14]、决策粗糙

集[15-16]、变精度粗糙集[17]、邻域粗糙集[18-19]等.这
些模型构建了扩展的Pawlak近似算子,丰富了粗糙
集理论,但是没有考虑用现有知识粒构建目标概念的
近似集[20].为了能用现有知识粒构建一个精确集对
不精确集进行近似刻画,在前期的研究中,笔者从集
合相似度出发,利用模糊截集提出了粗糙集的近似集
模型[20-21],并且基于该模型在属性约简、图像分割、文
本分类等领域取得了一系列成果[22-24],这些研究扩
展了粗糙集理论模型及应用.
现实中,许多数据都含有代价信息,将代价信

息引入到数据挖掘及机器学习领域中便产生了代

价敏感学习方法[25-27].许多专家学者将代价敏感学
习运用于粗糙集理论中,并取得了重要的研究成
果[28-33].在代价敏感学习中考虑最多的两种代价为
测试代价和误分类代价[34].在前期的粗糙集近似集
模型研究中,实现了利用现有知识粒来构建目标概念
的近似集,但是,此时构成的近似集必然会存在对象
错误划分的情况.由于人类在对现实问题决策时,往
往希望得到的划分结果的误分类代价尽可能小,考虑
到代价这一实际因素,从集合相似度出发构建的近似
集很有可能不适应现实应用的需求.因此,为使所构
建的近似集符合人类实际决策,基于代价敏感角度,
本文构建一种误分类代价的粗糙集近似集模型,以保
证得到的近似集的误分类代价总和在当前知识空间

下最小,该模型也更加符合人类认知,在现实场景中
具有更好的应用价值.
现实中,人们往往希望问题求解的精度尽可能

高,并且所产生的误分类代价尽可能低.为了有效降
低构建近似集所产生的误分类代价,人们会考虑引入
新的属性来细化当前粒度空间.然而,现实中属性值
的获取需要付出一定的测试代价.尽管随着粒度空
间的细化,所求得的近似集的误分类代价会逐渐降
低,但也会造成测试代价的上升,而且在不同粒度空
间下,人们的决策结果往往是不同的.为了使在多粒
度空间中求得的近似集更加符合人类认知,出于代
价优化的考虑,应将误分类代价与测试代价综合考
虑.测试代价的产生主要是由于边界域对象的不确
定性,通常,人们为了更精确地对边界域中的对象进
行决策划分,会进一步获取边界域对象的新的属性

值,而引入不同的属性所带来的测试代价是不一样
的.为了选取合理的属性细化已知粒度空间,本文给
出属性代价贡献率的定义,并根据该定义提出代价敏
感的粒度寻优算法.该算法可以在不同粒度空间下
有效选取合适的属性来细化当前粒度空间,进而在一
个合理的粒度空间下构建目标概念的近似集,帮助人
们从数据中挖掘出具有代价敏感的决策知识.最后,
通过实验表明,对于同一数据集以及同一目标概念,
在不同的代价场景下将产生不同的层次空间结构,所
得到的近似集也更加符合实际应用场景,这也是代价
敏感的充分体现.

1 相关基本概念

为了能更清楚地对本文进行阐述,这里首先给出
相关的基本概念.
定义1 (决策信息系统)[2] 一个决策信息系统S

可以表示为

S = (U,A, V, f).

其中:U是对象全集,也称为论域;A = C
∪
D是属性

全集,C和D分别为条件属性集和决策属性集;V =∪
r∈A

Vr是属性值的集合,Vr表示属性r ∈ A的属性值

范围,即属性r的值域; f : U × A → V 是一个信息函

数,它指定U中每一个对象x的属性值.
定义2 (粗糙集)[2] 给定决策信息系统S = (U,

A, V, f),对于任一对象集合X ⊆ U和属性集合R ⊆
C,当X能用属性子集R确切地描述时,称X是R可

定义的. R可定义集称为R精确集,R不可定义集称
为R 不精确集或R粗糙集.当X是R粗糙集时,X的
R上近似集和R下近似集分别为

R(X) =
∪
{Yi|Yi ∈ U/IND(R)

∧
Yi

∩
X ̸= ∅},

(1)

R(X) =
∪
{Yi|Yi ∈ U/IND(R)

∧
Yi ⊆ X}. (2)

集合BNDR(X) = R(X)−R(X)称为X的R边界域,
POSR(X) = R(X)称为X的R正域, NEGR(X) =

U − R(X)称为X的R负域.其中: IND(R)为一个

不分明关系 (等价关系), IND(R) = {(x, y)|(x, y) ∈
U2, ∀

r∈R
(r(x) = r(y))}. U/IND(R) = {E|(E ⊆ U

∧
∀

x∈E,y∈E,r∈R
(r(x) = r(y)))}是不分明关系 IND(R)

在U上的划分.
定义3 (粗糙集的近似集)[20] 给定决策信息系

统S = (U,A, V, f),对于任意不确定性目标概念
X(X ⊆ U)和属性子集R(R ⊆ A),令

Rα(X) = {x ∈ U |µR
X(x) ⩾ α}, 0 < α ⩽ 1, (3)

称Rα(X)为X的α近似集.其中:在 IND(R)的划分

下,µR
X(x)表示对于任意的 x(x ∈ U), x属于集合
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X的隶属程度,µR
X(x) =

|X
∩
[x]R|

|[x]R|
.这里: [x]R ∈

U/IND(R), [x]R表示对象 x在不分明关系 IND(R)

上形成的等价类(划分块).

2 基于误分类代价的粗糙集近似集

粗糙集给出了不确定性目标概念的两个边界

线,但它无法给出一个不确定性概念外延的近似描
述.粗糙集的α近似集模型实现了用已有知识粒构

建目标概念的近似集,通过对比α与对象x隶属于目

标概念X的隶属程度来判定该对象是否可用于对

X作近似描述.如图1所示,位于边界域中的等价类
E1中有 6个对象,其中 4个圆形对象属于目标概念
X , 2个三角形对象不属于X .假设要求构建X的近

似集R0.5(X),根据E1隶属于X的隶属度,可知E1 ⊂
R0.5(X),即E1将被用于对X进行近似描述.

X R X R

X 0.5( )R X

1E

图 1 目标概念的R0.5(X)近似集

现实中,如果事物出现错误划分,则必然会因错
误划分而付出一定的误分类代价.在前期研究中,构
造目标概念的近似集时并没有考虑误分类代价这一

现实因素.考虑这一因素,本文给出如下误分类代价
的决策信息系统.

定义4 (误分类代价的决策信息系统) 一个误

分类代价的决策信息系统S可以表示为S = (U,A,

V, f, λe).其中:U、A、V、f的定义与定义1中的一
致,λe = {λx1

, λx2
, . . . , λx|U|}, λxi

(1 ⩽ i ⩽ |U |)表
示U中对象xi的误分类代价取值.

虽然在给定粒度空间下,同一等价类中各个对象
的属性值一样,但随着粒度空间的不断细化,每一个
对象都会被区分开来,因此,对于论域中的每一个对
象,它们的误分类代价不一定相同.对于对象xi ∈ U ,
将其误分类代价记为λxi

,如果xi ∈ X ,则当它被用来
描述X时,λxi

= 0;如果xi /∈ X ,则当它不被用来描
述X时,λxi

= 0.等价类Ej的误分类代价记为λEj
.

在粗糙集中,可以清晰地判断正域和负域中的等
价类是否属于目标概念,因此,在构建R0.5(X)时,正
域和负域中的等价类不产生误分类代价.而对于某

一等价块Ej ⊆ BNDR(X), Ej无论是否被用来描述

目标概念,总会产生误分类代价.假设在图1中, 2个
三角形对象的误分类代价之和为λ1, 4个圆形对象的
误分类代价之和为λ2,当λ1 > λ2时,如果继续将E1

用于对X进行近似描述,则显然是不合理的.因此,结
合实际生产需求,构建误分类代价的粗糙集近似集模
型是非常必要的.对于等价类Ej ,当Ej被用于描述

X时,Ej的误分类代价为

λY
Ej

=
∑

xi∈Ej∧xi∈∼X

λxi
; (4)

当Ej不被用于描述X时,Ej的误分类代价为

λN
Ej

=
∑

xi∈Ej∧xi∈X

λxi
. (5)

从代价最小化角度出发,如果λY
Ej

⩽ λN
Ej

,则Ej将被

用于对X进行近似描述;否则,Ej将不被用于对X进

行近似描述.基于误分类代价的决策信息系统,本文
给出误分类代价的粗糙集近似集的定义.

定义5 (误分类代价的粗糙集近似集) 给定误

分类代价的决策信息系统S = (U,A, V, f, λe),设X

是论域上的一个集合(目标概念),R ⊆ C,令

R(X) =
∪
{Ei ⊆ U |λY

Ei
⩽ λN

Ei
},

其中Ei ∈ U/IND(R).称R(X)为误分类代价敏感下

X的近似集.用λR(X)表示R(X)作为X的近似集而

产生的误分类代价,即λR(X) =
∑

Ei∈U/IND(R)

min(λY
Ei
,

λN
Ei
),显然R(X) ⊆ R(X) ⊆ R(X).
为了更清晰地阐述误分类代价的粗糙集近似集

模型,下面给出一个例子.
例1 给定如表1所示的误分类代价的决策信息

系统S = (U,A, V, f, λe).其中:U = {x1, x2, . . . ,

x10}, X = {x1, x3, x4, x7, x8, x10}, R = {a1, a2,
a3}.可知U/IND(R) = {E1, E2, E3, E4}.其中:E1 =

{x1}, E2 = {x2, x3, x4}, E3 = {x5, x6, x7, x8}, E4 =

{x9, x10}.根据对象中的误分类代价计算得λY
E1

<

λN
E1
, λY

E2
> λN

E2
, λY

E3
< λN

E3
, λY

E4
> λN

E4
,根据定义5

可得R(X) = E1

∪
E3,即R(X) = {x1, x5, x6, x7, x8}.

表 1 误分类代价的决策信息系统

U a1 a2 a3 a4 d λe

x1 0 0 0 0 1 5
x2 1 0 1 2 0 4
x3 1 0 1 2 1 1
x4 1 0 1 0 1 2
x5 0 1 1 1 0 1
x6 0 1 1 1 0 2
x7 0 1 1 2 1 3
x8 0 1 1 2 1 2
x9 1 1 0 1 0 5
x10 1 1 0 1 1 3
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下面详细讨论R(X)的一些相关运算性质.
性质1 给定误分类代价的决策信息系统S =

(U,A, V, f, λe),设X、Y 是论域上的两个集合,∼ X表

示X的补集,R ⊆ C,则:
1) R(∼ X) =∼ R(X);
2)若X ⊆ Y ,则R(X) ⊆ R(Y );
3) R(X

∪
Y ) ⊇ R(X)

∪
R(Y );

4) R(X
∩
Y ) ⊆ R(X)

∩
R(Y );

5) ∼ (R(X)
∪
R(Y )) = R(∼ X)

∩
R(∼ Y );

6) ∼ (R(X)
∩

R(Y )) = R(∼ X)
∪

R(∼ Y ).
证明 1)对于 ∀Ei ∈ U/IND(R),如果Ei ⊆

R(X),则Ei ̸⊂ R(∼ X),可知R(∼ X)
∪
R(X) = U ,

即R(∼ X) =∼ R(X),得证.
2) 对于∀Ei ∈ U/IND(R),因为X ⊆ Y ,所以

R(X) ⊆ R(Y ).当R(X) = R(Y )时,如果Ei ⊆ R(X)

(Ei ̸⊂ R(X)),则对于目标概念X而言,λY
Ei

⩽ λN
Ei

(λY
Ei

> λN
Ei
);同样,对于目标概念Y 而言,显然λY

Ei
⩽

λN
Ei

(λY
Ei

> λN
Ei

)成立,此时R(X) = R(Y ).当R(X) ⊂
R(Y )时,必然有 ∃

Ej∈U/IND(R)
(Ej

∩
X = ∅

∧
Ej

∩
Y

̸= ∅),此时,若 ∀Ej不用于对 Y 进行近似描述,则
R(X) = R(Y )成立;若∃Ej用于对Y 进行近似描述,
则R(X) ⊂ R(Y ).因此R(X) ⊆ R(Y ),得证.

3) 因为X ⊆ X
∪

Y ,由2)可知R(X) ⊆ R(X
∪

Y );同样有R(Y ) ⊆ R(X
∪

Y ),因此R(X
∪
Y ) ⊇

R(X)
∪

R(Y )显然成立.
4)同3)可得,该性质显然成立.
5) 由德 ·摩根定律可知∼ (R(X)

∪
R(Y )) =∼

R(X)
∩

∼ R(Y ),由1)可知∼ R(X)
∩

∼ R(Y ) =

R(∼ X)
∩

R(∼ Y ),故∼ (R(X)
∪
R(Y )) = R(∼ X)∩

R(∼ Y ),得证.
6)同5)可得,该性质显然成立. 2
在不同粒度空间下求得的目标概念的误分类代

价的近似集不一定相同，下面通过定理1来讨论不同
粒度空间下误分类代价的近似集的误分类代价的变

化规律.
定理1 给定误分类代价的决策信息系统S =

(U,A, V, f, λe),令X ⊆ U,R ⊆ P ⊆ C, λR(X)、λP (X)

分别表示R(X)与P (X)下产生的误分类代价,则
λR(X) ⩾ λP (X).
证明 假设 U/IND(R) = {E1, E2, . . . , Ey}, U/

IND(P ) = {F1, F2, · · · , Fz},由于R ⊆ P ⊆ C,可
知U/IND(R)中的任意一个等价类可由U/IND(P )

中的一个或多个等价类合并而成.
任取Ei ⊆ U(1 < i < y),当Ei ⊆ POSR(X)

或Ei ⊆ NEGR(X)时,不产生误分类代价;当Ei

⊆ BNDR(X)时,无论是否将Ei用于对X的近似

描述,都将产生误分类代价.假设Ei = {Fj , Fj+1,

. . . , Fj+k}(1 ⩽ j + k ⩽ z),如果存在Fj+m ⊆
POSP (X)(0 ⩽ m ⩽ k)或Fj+m ⊆ NEGP (X)(0 ⩽
m ⩽ k), Fj+m不用于对目标概念进行近似描

述,此时Fj+m的误分类代价为0,则min(λY
Fj
, λN

Fj
) +

min(λY
Fj+1

, λN
Fj+1

) + . . . + min(λY
Fj+k

, λN
Fj+k

) ⩽
min(λY

Ei
, λN

Ei
),此时 λR(X) ⩾ λP (X)显然成立.当

∀
Fj+m⊆Ei

(Fj+m ⊆ BNDP (X))(0 ⩽ m ⩽ k)时,可知

λY
Ei

=
k∑

l=0

λY
Fj+l

, λN
Ei

=
k∑

l=0

λN
Fj+l

,显然
k∑

l=0

λY
Fj+l

⩾

k∑
l=0

min(λY
Fj+l

, λN
Fj+l

)且
k∑

l=0

λN
Fj+l

⩾
k∑

l=0

min(λY
Fj+l

,

λN
Fj+l

),故min(λY
Ei
, λN

Ei
) ⩾

k∑
l=0

min(λY
Fj+l

, λN
Fj+l

),此

时λR(X) ⩾ λP (X).综上所述,当R ⊆ P ⊆ C时,
λR(X) ⩾ λP (X). 2
定理1表明,在较细粒度空间下求得X的误分类

代价的近似集的误分类代价不大于较粗粒度空间下

X的误分类代价的近似集的误分类代价,这也符合人
类认知.
在问题求解中,可以用R(X)、R(X)和R(X)分

别作为X的近似集,那么采用哪一个集合作为X的

近似集将会产生最少的误分类代价?下面将通过定
理2 说明R(X) 作为X的近似集在误分类代价方面

的优势.
定理2 给定误分类代价的决策信息系统S =

(U,A, V, f, λe),令X ⊆ U, R ⊆ C, λR(X)、λR(X)和

λR(X)分别表示R(X)、R(X)和R(X)作为X的近似

集时产生的误分类代价,则λR(X) ⩽ λR(X), λR(X) ⩽
λR(X).

证明 当用R(X)作为X的近似集时,误分类代
价为λR(X) =

∑
Ei∈BNDR(X)

λN
Ei

; 当用R(X)作为X的

近似集时,误分类代价为λR(X) =
∑

Ei∈BNDR(X)

λY
Ei

;当

用R(X)作为X 的近似集时,误分类代价为λR(X) =∑
Ei∈BNDR(X)

min(λY
Ei
, λN

Ei
),显然

∑
Ei∈BNDR(X)

min(λY
Ei
, λN

Ei
) ⩽

∑
Ei∈BNDR(X)

λN
Ei
,

∑
Ei∈BNDR(X)

min(λY
Ei
, λN

Ei
) ⩽

∑
Ei∈BNDR(X)

λY
Ei
,

即λR(X) ⩽ λR(X), λR(X) ⩽ λR(X). 2
定理3 给定误分类代价的决策信息系统S =
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(U,A, V, f, λe),令X ⊆ U,R ⊆ C,如果 ∀
xi,xj∈U

(λxi
=

λxj
),则R(X) = R0.5(X).
证明 当 ∀

xi,xj∈U
(λxi

= λxj
)时,λY

Ei
⩽ λN

Ei
表明

|Ei − X| ⩽ |X
∩

Ei|,由此可知 |X
∩
Ei| ⩾ |Ei|/2,

即
|X

∩
Ei|

|Ei|
⩾ 1

2
,所以 ∀

x∈Ei

µR
x (x) ⩾ 0.5.又因为

R0.5(X) = {x|µR
X(x) ⩾ 0.5},所以 R(X) =

R0.5(X). 2
定理 3表明,当论域中所有对象的误分类代价

都相等时,X的误分类代价的近似集R(X)将退化为

R0.5(X).
本节提出的误分类代价的粗糙集近似集模型中,

可以在给定粒度空间中,求出误分类代价最小的近似
集用于对目标概念进行近似描述,并且通过对该近似
集的分析,表明了所求得的近似集在代价敏感环境下
更符合当前粒度空间下的认知环境.

3 代价敏感的粒度寻优策略

在上节中本文利用现有知识粒构建了目标概念

误分类代价的近似集模型.为了进一步减小构建近
似集的误分类代价,只有引入新的属性来细化原有知
识空间,但这也必然会造成测试代价的增加.现实问
题求解中,存在以付出较少测试代价换取降低较大误
分类代价的情况,从而达到降低总代价的目的.但是,
当粒度空间细化到一定程度时,只能以较大的测试代
价的付出换取较小的误分类代价的降低,此时出于对
总代价优化的考虑,再对粒度空间细化已经没有意义
了.因此,在构建多粒度空间下代价敏感的粗糙集近
似集时,从代价优化的角度出发,在选取粒度空间时,
需要在误分类代价与测试代价之间寻找一个平衡点,
进而得到一个合适的粒度空间来对目标概念进行近

似描述.考虑到测试代价和误分类代价这两种代价
信息,本文将引入Min等[35]提出的测试代价和误分

类代价的决策信息系统,如定义6所示.
定义6 (测试代价和误分类代价的决策信息系

统)[35] 一个测试代价和误分类代价的决策信息系

统S可以表示为S = (U,A, V, f, λe, λt).其中:U、A、
V、f、λe的定义与定义4中的一致,λt = {λt

a1
, λt

a2
,

. . . , λt
a|A|

}, λt
aj
(0 ⩽ j ⩽ |A|)表示任意对象获取属性

aj属性值所需的测试代价.
在给定粒度空间下,只有边界域对象具有不确

定性,因此,在对当前粒度空间细化时,只需要获取边
界域对象的属性值,因而测试代价主要是由边界域
元素引起的.在给定粒度空间下,选取不同的属性,所
花费的测试代价是不同的.那么在当前粒度空间下,
如何选取新的属性从而构建新的粒度空间是一个研

究要点.由于人类认知有限,往往不能精确地给出所
需要的属性集以达到代价最优化的目的,人类只能
依赖当前认知体系来细化已有的粒度空间.在对问
题进一步细化时,可以从多角度出发,即引入不同的
属性或属性集.假设当前的粒度空间由属性集R诱

导得出,并且通过新增属性a1、a2可以达到问题求

解的目的.如果一次性加入属性集 {a1, a2},则产生
的测试代价为 (λt

a1
+ λt

a2
)BNDR(X);如果逐步增

加属性,即先增加属性 a1,再增加属性 a2,则产生
的测试代价为λt

a1
BNDR(X) + λt

a2
BNDR∪{a1}(X),

显然 (λt
a1

+ λt
a2
)BNDR(X) ⩾ λt

a1
BNDR(X) +

λt
a2

BNDR∪{a1}(X).虽然新的粒度空间都是由属性
集R

∪
{a1, a2}诱导得出的,但是,所带来的测试代价

却是不一样的.通过逐步增加属性可以使测试代价
渐近式增长,因此在引入新的属性时,应考虑每次只
引入一个属性,逐步缩减边界域.
由于属性选取引起的边界域动态变化,不同的属

性集下产生的近似集是不同的.属性选取的先后顺
序对所求得的粒度空间构建近似集的总代价起关键

作用,因此,构建合理的属性选取顺序也是非常必要
的.现实生活中,人类在当前认知环境下处理问题时,
总想以最小的付出赢取最大的利益,即以最小的测试
代价尽可能最大地降低误分类代价.基于这一思想,
本文给出属性代价贡献率的定义来对不同粒度空间

下的属性进行选取,以达到属性的合理选取的目的.
定义7 (属性代价贡献率) 给定测试代价和误

分类代价的决策信息系统S = (U,A, V, f, λe, λt),令
X ⊆ U ,R ⊆ C, ai ∈ C −R,R′ = R

∪
{ai},则属性ai

在属性子集R所构成的粒度空间中的属性代价贡献

率为

ω(R, ai) =
λR(X) − λR′(X)

λt
ai
|BNDR(X)|

. (6)

ω(R, ai)的物理意义表示在属性集R对应的粒

度空间下,引入属性ai后, ai引起的单位测试代价值
的增长所降低的X的近似集的误分类代价值.根据
属性代价贡献率这一定义,在对问题求解时,可以根
据当前粒度空间选取ω(R, ai)值最大的属性来构建

更细的粒度空间.基于这一思想,本文给出一种代价
敏感的粒度寻优算法.算法的主要思想是:首先需要
初始化一个属性集P = {}.然后,在条件属性集C

中选取属性代价贡献率最大的属性细化当前粒度空

间,标记被选取的属性为 pi,令P = P
∪
{pi}, C =

C − {pi},判断C是否为空集,如果不为空集,则继续
在C中选取属性代价贡献率最大的属性细化粒度空

间,直至C为空集.将第1次选取的属性标记为p1,第
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2次选取的属性标记为p2,依次类推,此时可以根据属
性集P中选取属性的先后顺序构建一个层次空间结

构,即P0 → P1 → . . . → Pn,其中P0 = {}, P1 =

{p1}, Pn = {p1, p2, · · · , pn}.用CostPi
(X)表示在第i

层空间中选取属性所付出的测试代价和构建X的近

似集的误分类代价之和.最后,寻找CostPi
(X)值最

小所对应的粒度空间作为最优粒度空间,并在该空间
下构建目标概念的误分类代价的近似集.该算法的
具体步骤如算法1所示,算法流程如图2所示.

!"

#$%&'(

)*+,-X

S U C    D V f= ( , , , , , )λ λ
e t

P j= {}, = 1

| | = 0C

i = 1
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图 2 代价敏感的粒度寻优算法流程

算法1 代价敏感的粒度寻优算法.
输入: S = (U,A, V, f, λe, λt)及目标概念X;
输出:层次粒度空间结构以及粗糙集X的近似

集R(X).
step 1:初始化P = {}, j = 1.
step 2: 判断C是否为空,如果为空,则执行step 6;

否则执行step 3.
step 3: for i = 1 : |C|

计算ω(P, ai);
end for

step4: pj = {ai|max(ω(P, ai))}, P = P
∪

pj ,

C = C − pj , j ++.
step 5: 判断C是否为空,如果不为空,则执行

step 3;如果为空,则执行step 6.
step 6: 得到属性序列P0 = {}, P1 = {p1}, P2 =

{p1, p2}, . . . , Pn = {p1, p2, . . . , pn}.
step 7: R = {Pi|CostPi

(X) = min(CostP0
(X),

CostP1
(X), . . . ,CostPn

(X))}, 0 ⩽ i ⩽ n.

step 8:得到层次粒度空间P1 → P2 → · · · → Pi,
从而得到R(X).

在计算算法的时间复杂度时,往往以最坏情况
计算,即论域中的每个对象在条件属性和决策属性
下得以区分.通过对代价敏感的粒度寻优算法分析
可知,算法的时间复杂度主要是由 step 3、step 4以及
step 7引起的.在 step 3中计算ai的ω(R, ai)值需要求

得λR(X)、λR′(X)以及 |BNDR(X)|,需要分别求属性
集R以及R′下的等价划分. step 3需要循环 |C|次,因
此, step 3的时间复杂度为O(|C|(|C| − |R|)((|R| +
|R′|)|U |2 + 2|U | + |BNDR(X)||U |)).在step 4中需要
找出C − R中ω(R, ai)值最大所对应的ai,每次找最
大值的时间复杂度为O(|C − R|),需要循环 |C|次,
因此, step 4的时间复杂度为O(|C||C − R|).在 step 7
中,求得的层次粒度空间共有 |C| + 1层,需要找出总
代价最小的粒度空间,此时的时间复杂度为O(|C| +
1).一般情况下,对象总数 |U |远大于属性个数 |C|.综
上所述,代价敏感的粒度寻优算法的时间复杂度为
O(|U |2|C|3).
下面通过一个实例来说明本文算法的计算过程.
例2 给定如表2所示的测试代价和误分类代价

表 2 误分类代价的决策信息系统

U a1 a2 a3 a4 a5 a6

d λe

λt 0.1 1 2 3 4 10

x1 1 1 2 2.5 1 0 0 27.5

x2 1 1 2 2.5 1 1 0 21

x3 1 1 2 2.8 3 0 1 35

x4 1 1 2 2.8 4 1 1 32.5

x5 1 1 1 3 1 0 0 5.5

x6 1 1 1 3 2 1 1 45

x7 1 1 0 0 0 0 0 180

x8 1 2 5 4 5 1 1 110

x9 1 2 1 3 3 1 0 45

x10 1 2 1 3 2 1 0 62.5

x11 1 2 1 4 2 0 1 14

x12 1 2 1 4 2 1 1 15

x13 1 2 2 3 1 0 1 17.5

x14 1 2 2 3 1 0 0 16

x15 1 2 2 4 3 1 0 60
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的决策信息系统S = (U,A, V, f, λt, λe).其中:U =

{x1, x2, . . . , x15}, C = {a1, a2, . . . , a6}, D = {d}.可
知U/IND(D) = {{x1, x2, x5, x7, x9, x10, x14, x15},
{x3, x4, x6, x8, x11, x12, x13}},假设X = {x3, x4, x6,

x8, x11, x12, x13},初始化P = {},此时U/IND(P ) =

{U},求得P (X) = ∅,CostP (X) = 269.
为了减小总代价,需要增加属性以细化当前粒度

空间.这时要选取第 1个属性,通过计算可得 ω(P,

a1) = 0, ω(P, a2) = 0, ω(P, a3) = 3.67, ω(P, a4) =

3.26, ω(P, a5) = 2.57, ω(P, a6) = 0.09.根据算法1,
第1次选取的属性为a3,此时P = P

∪
{a3} = {a3},

U/IND(P ) = {{x1, x2, x3, x4, x13, x14, x15}, {x5, x6,

x9, x10, x11, x12}, {x7}, {x8}},求得 P (X) = {x8},
CostP (X) = 189.接下来选取第2个属性,通过计算
可得ω(P, a1) = 0, ω(P, a2) = 4.5, ω(P, a4) = 2.51,

ω(P, a5) = 0.84, ω(P, a6) = 0.13.根据算法1,第2次
选取的属性为 a2,此时P = P

∪
{a2} = {a3, a2},

U/IND(P ) = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6}, {x7}, {x8},
{x9, x10, x11, x12}, {x13, x14, x15}}, 求得 P (X) =

{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x8},CostP (X) = 143.5.
依此进行计算,中间的计算过程不再赘述,可得

后面依次选取的属性为a4、a5、a1、a6.记得到的层
次粒度空间结构为P0 → P1 → P2 → P3 → P4 →
P5 → P6.其中:P0 = ∅, P1 = {a3}, P2 = {a2, a3},
P3 = {a2, a3, a4}, P4 = {a2, a3, a4, a5}, P5 = {a1, a2,
a3, a4, a5}, P6 = {a1, a2, a3, a4, a5, a6}.通过计算可
得CostP0

(X) = 269,CostP1
(X) = 189,CostP2

(X) =

143.5,CostP3
(X) = 103.5,CostP4

(X) = 114,

CostP5
(X) = 114.2,CostP6

(X) = 134.2.由
于 min(CostP0

(X),CostP1
(X), . . . ,CostP6

(X)) =

CostP3
(X),即当粒度空间细化到由P3诱导出的粒

度空间时,总的代价最小.所以P3即为要寻找的最

优粒度空间,且所构建出来的层次粒度空间的属性
引入序列为 {a3} → {a3, a2} → {a3, a2, a4},在
P3下求得的误分类代价的近似集为P3(X) = {x3,

x4, x5, x6, x8, x11, x12, x13, x14}.
通过例 2可以看出,从代价敏感的角度出发,可

以根据现有信息构建出一个层次粒度空间结构,并且
在这个层次粒度空间结构中可以寻找出测试代价与

误分类代价之和最小的粒度空间,并求出误分类代价
的粗糙集近似集.

4 实验及分析

为了验证代价敏感的粒度寻优算法的有效性,
本文从UCI数据集中随机选取3个数据集进行实验,

并且每个数据集在两种不同的代价环境下进行实

验.数据集的具体信息如表3所示.实验所用计算机
硬件环境为:内存为8 G, CPU为 Intel(R) Core(TM)i5-
4590 3.30 GHz.软件环境为Windows10, 64位操作系
统,算法实现的过程使用Matlab2014平台.其中Post-
Operative Patient数据集中有3个对象个别属性值缺
失,因此在实验时删除了这3个对象,并且这3个对象
的删除不影响实验的进行.

表3 数据集信息表

no. dataset |U | |C| classes

1 Post-Operative Patient 90 8 3

2 Liver Disorders 345 6 2

3 Nursery 12 960 8 5

在粒度寻优过程中,不同的代价参数将诱导出不
同的层次粒度空间.因此,在对以上3个数据集进行
实验时,本文将从不同的代价参数出发,寻找适应给
定代价场景下的合适的粒度空间,并在该粒度空间下
求出目标概念的误分类代价的近似集.
测试代价是由所获取的对象属性值而产生的,误

分类代价是由原本属于某一类的对象因错误划分到

另一类而产生的.现实中,测试代价可以是金钱、时间
等多种形式,例如当人们去医院就诊时,进行验血、做
核磁共振都是获取属性值的过程,是需要花费一定费
用的,这些费用即为测试代价;而医生在诊断过程中,
会根据化验结果对病人是否患病进行判断,如果将原
本没有患病的健康人误诊为患病,则原本健康的人就
需要接受治疗,治疗过程所花费的费用即为误分类代
价的一种体现.现实中,可以用金钱或其他形式来衡
量这两种代价参数.由于数据集中没有给定对象的
误分类代价以及属性的测试代价,在进行实验时,对
于对象误分类代价参数的选取,本文采用随机生成方
式,并且每个数据集将采用两组不同的代价参数进行
实验.数据集中的数据根据决策属性可以划分为不
同的类别,在实验过程中,将选取数据集中的某一类
数据作为目标概念.

下面将给出不同数据集进行实验时的代价参数

信息. Post-Operative Patient数据集、Liver Disorders数
据集、Nursery 数据集的两次实验的代价参数分别如
表4、表5和表6所示.其中,每个数据集的第1组实验
每个对象的误分类代价参数均取0∼ 50之间的随机
整数值,第2组实验每个对象的误分类代价参数均取
0∼ 200之间的随机整数值.实验的目的是寻求一个
合适的粒度空间以求得给定目标概念的近似集,而整
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个算法是以代价敏感为出发点,因此,在实验结果中
将展示各个粒度空间下求得目标概念的误分类代价

的近似集的误分类代价,得到该粒度空间的测试代价
以及测试代价与误分类代价之和.由于在实验中,目
标概念中对象数量较大,在这里就不一一列举目标概
念的对象以及求得的目标概念的代价敏感的近似集

中的对象,实验部分将着重展示得到的层次粒度空间
结构以及在各个粒度空间下,求得目标概念代价敏感
的近似集的总代价、测试代价和误分类代价.

表4 Post-Operative Patient数据集代价参数

属性 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

1
测试代价 0.5 0.5 0.6 0.9 1.5 1.1 2.5 1

误分类代价 0∼ 50之间的随机整数值

2
测试代价 1 2 3 1 10 12 6 1

误分类代价 0∼ 200之间的随机整数值

表5 Liver Disorders数据集代价参数

属性 a1 a2 a3 a4 a5 a6

1
测试代价 4 5 3 6 5 2

误分类代价 0∼ 50之间的随机整数值

2
测试代价 10 8 9 7 10 6

误分类代价 0∼ 200之间的随机整数值

表6 Nursery数据集代价参数

属性 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

1
测试代价 1 2 4 3 5 2 3 1

误分类代价 0∼ 50之间的随机整数值

2
测试代价 2 5 6 4 3 8 9 1

误分类代价 0∼ 200之间的随机整数值

通过使用代价敏感的粒度寻优算法,将在不同代
价参数环境下寻找一个合适的粒度空间,以达到测
试代价与误分类代价之和最大化降低的目的.针对
Post-Operative Patient数据集,实验结果如表7和图3
所示.从实验结果可以看出,在第1组代价参数下,粒
度空间由属性集{a1, a2, a3, a6, a8}诱导得到且选取
属性的顺序为a6 → a8 → a2 → a1 → a3时,构建目
标概念的代价敏感的近似集时总代价最小,为623.1;
在第2组代数参数下,选取属性顺序为a8 → a1 →
a4 → a2 → a3 → a7时,构建目标概念的代价敏感的
近似集时总代价最小,为1 435.
针对Liver Disorders数据集,实验结果如表 8和

图4所示.可以看出,在第1组代价参数下,选取属性
的顺序为a3 → a6 → a1时,构建目标概念的代价敏

感的近似集时总代价最小为2 188;在第2组代数参数
下,选取属性顺序为a2 → a4 → a6 → a3时,构建目
标概念的代价敏感的近似集时总代价最小,为5 088.

表7 Post-Operative Patient数据集下的实验结果

选取属性顺序 ∅ a6 a8 a2 a1 a3 a4 a7 a5

1

总代价 666 638.7 719.7 749.2 691.7 623.1 647.2 669.2 644.2

测试代价 0 95.7 181.7 224.2 265.7 307.1 360.2 480.2 519.2

误分类代价 666 543 538 525 426 316 287 189 125

划分正确率 0.724 0.736 0.747 0.759 0.781 0.804 0.828 0.897 0.931

选取属性顺序 ∅ a8 a1 a4 a2 a3 a7 a6 a5

2

总代价 2 222 2 180 2 206 2 125 2 007 1 730 1 435 1 613 1 800

测试代价 0 87 173 257 411 594 894 1 218 1 478

误分类代价 2 222 2 093 2 033 1 868 1 596 1 136 541 395 322

划分正确率 0.724 0.736 0.747 0.759 0.781 0.816 0.885 0.897 0.931
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图 3 Post-Operative Patient数据集下
两种代价参数的粒度寻优结果

表8 Liver Disorders数据集下的实验结果

选取属性顺序 ∅ a3 a6 a1 a2 a4 a5

1

总代价 3 553 3 394 2 544 2 188 2 200 2 200 2 200

测试代价 0 1 035 1 627 2135 2 200 2 200 2 200

误分类代价 3 553 2 359 917 53 0 0 0

划分正确率 0.580 0.675 0.870 0.982 1 1 1

选取属性顺序 ∅ a2 a4 a6 a3 a1 a5

2

总代价 15 031 11 008 5 927 5 191 5 088 5 088 5 088

测试代价 0 2 760 4 797 5 043 5 088 5 088 5 088

误分类代价 15 031 8 248 1 130 148 0 0 0

划分正确率 0.580 0.733 0.945 0.994 1 1 1
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图 4 Liver Disorders数据集下两种
代价参数的粒度寻优结果

针对Nursery数据集,实验结果如图 5和表 9所
示.可以看出,在第1组代价参数下,选取属性的顺序
为a8 → a2 → a1时,构建目标概念的代价敏感的近

似集时总代价最小,为 74 774;在第 2组代数参数下,
选取属性顺序为a8 → a1 → a2 → a5 → a7 → a4 →
a3 → a6时,构建目标概念的代价敏感的近似集时总
代价最小,为188 128.
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图 5 Nursery数据集下两种代价参数的粒度寻优结果

表9 Nursery数据集下的实验结果

选取属性顺序 ∅ a8 a2 a1 a7 a4 a3 a5 a6

1

总代价 109 982 111 129 85 191 74 774 93 314 105 161 113 916 120 869 114 820

测试代价 0 12 960 30 240 38 880 60 480 78 336 95 232 113 052 114 820

误分类代价 109 982 98 169 54 951 35 894 32 834 26 825 18 684 7 817 0

划分正确率 0.671 0.710 0.832 0.892 0.901 0.919 0.942 0.966 1

选取属性顺序 ∅ a8 a1 a2 a5 a7 a4 a3 a6

2

总代价 428172 393 576 347 014 214 963 226 205 242 549 234 513 212 201 188 128

测试代价 0 12 960 30 240 73 440 95 040 149 472 167 136 181 056 188 128

误分类代价 428 172 380 616 316 774 141 523 131 165 93 077 67 377 31 145 0

划分正确率 0.671 0.710 0.758 0.892 0.901 0.930 0.942 0.966 1

从以上3个数据集的实验结果可以看出,随着粒
度空间的细化,测试代价逐步增大,而误分类代价逐
步降低,并且在构建误分类代价的近似集时,划分正
确率呈单调递增,这与现实生产中的情况相吻合.而
针对同一数据集和同一目标概念,当选取不同的代价
参数时,所得到的层次空间不一定相同,即便是改变
一个代价参数也可能引起整个层次粒度空间结构的

改变,进而得到的目标概念的误分类代价的近似集可
能也是不一样的.这种以代价为诱导因子来构建合
适的粒度空间也是本文算法代价敏感的体现,更加符
合人类认知.

本文提出的代价敏感的粒度寻优算法是一种启

发式寻优算法,根据该算法可以在给定代价场景下求
得当前启发式函数上总代价最小的粒度空间,并将该
粒度空间用于构建给定目标概念的误分类代价的近

似集,但并不能保证所求得的粒度空间下构建目标概
念的近似集所产生的测试代价与误分类代价之和是

全局最优的.

5 结 论

粗糙集理论经过多年的发展,无论是在理论研
究还是实际应用上都取得了许多的成果,为数据挖



第9期 张清华等: 基于代价敏感的粗糙集近似集与粒度寻优算法 2079

掘、机器学习、模式识别等领域提供了重要的理论基

础.在前期的研究工作中,笔者提出了利用当前知识
空间中的知识粒构建目标概念的近似集的方法.但
是在现实生产中,代价信息是客观存在的,在问题求
解中决策者需要充分考虑代价这一因素.因此,本文
从误分类代价最小化角度出发,给出了误分类代价的
粗糙集近似集模型,并讨论了该模型的相关性质.进
一步地,为了能在多粒度空间中寻找一个合适的粒
度空间对目标概念进行近似描述,从而达到减小测
试代价与误分类代价之和的目的,本文给出了属性代
价贡献率的定义,并基于该定义,给出了一种代价敏
感的粒度寻优算法.通过该算法可以求得现有代价
环境下的一个合适层次粒度空间结构,并且能在当前
认知环境下选取合理的粒度空间对目标概念进行近

似描述,这种渐近式求解过程符合人们的问题求解策
略.最后,利用UCI数据集对该算法进行了验证,实验
结果表明了该算法的有效性和实用性.这些研究工
作进一步完善了粗糙集近似集理论,丰富了粗糙集理
论,希望该研究工作能够推动不确定性人工智能的发
展,扩展粗糙集理论模型及其应用.
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