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基于群的非完整局势势博弈
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摘 要: 针对带有不可行局势的基于群的势博弈,提出基于群的非完整局势势博弈.首先,利用矩阵的半张量积理
论,给出判别一个有限博弈是否是基于 (强)群的非完整局势势博弈的充分必要条件,即检验一个线性等式是否有
解;其次,研究基于群的势博弈与基于群的非完整局势势博弈的关系;最后,给出一个寻找最小不可行局势集的算
法,使得有限博弈在剩余局势下是一个基于群的势博弈.
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Abstract: In order to investigate the group-based potential games with infeasible profiles, the group-based potential
games with incomplete-profile is proposed. Firstly, using the semi-tensor product theory, a method is provided to verify
whether a finite game is a (strongly) group-based potential game with incomplete-profile by checking whether a linear
equation has a solution. Then, the relationship between the group-based potential games and the group-based potential
games with incomplete-profile is studied. Finally, an algorithm is proposed to find the smallest set of infeasible profiles,
such that the finite game will be a group-based potential game in the remaining profiles.
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0 引

势博弈的概念最早由Rosenthal提出[1],其证明了
任意一个拥塞博弈都是势博弈.由此,势博弈理论在
众多研究者的研究下得到发展[2-6].文献 [3]对势博弈
进行了系统的研究,并给出了几个基本的结果,例如
势博弈与有限增长性质的关系等.势博弈有许多较
好的性质,如纯策略纳什均衡的存在性和有限增长性
质.基于这些性质,势博弈理论被应用到许多方面,例
如分布式优化、分布式功率控制与调度、协同控制与

博弈等[7-9].
近几年来,众多研究者将矩阵半张量积理

论[10-12]应用于势博弈的研究中. Cheng等[11]将普通

矩阵乘积推广到任意维数的矩阵之间,提出了半张量
积理论,为解决有限博弈问题提供了新的思路.半张
量积作为一种有效工具,可以将逻辑系统转化为相应
的代数形式并由此分析其性质.半张量积理论已经
成功地应用于布尔网络、多值逻辑网络以及网络演

化博弈等方面[13-15].近些年来,将半张量积理论应用

于现实问题也成为热点,例如半张量积在电网和破产
机制等方面的应用[16-18].

Cheng在文献 [19]中运用半张量积理论给出了
判别一个有限博弈是否是势博弈的充分必要条件,即
检验一个线性等式是否有解.在此基础上,已有众多
学者运用半张量积理论对解决势博弈的相关问题做

出贡献.例如, Cheng等[20]研究了有限博弈的分解子

空间,得到了势博弈的子空间以及纯势子空间; Wang
等[21]证明了有限非合作博弈的向量空间可以被分解

成3个正交子空间 (纯势博弈、非策略博弈、纯调和博
弈); Li等[22]给出了当线性等式有解时利用逻辑信息

设计有限势博弈的方法.
Marden等[9]引入基于群的势博弈概念,在协同

控制与博弈理论之间建立了桥梁.在此基础上, Li
等[23]设计了一个博弈作为基于群的势博弈,并给出
了判别一个博弈是否是基于群的势博弈的充分必要

条件.类似于有限势博弈[19] 的判别方法,通过解一个
线性等式是否有解可以判定一个有限博弈是否是基

收稿日期: 2018-12-18；修回日期: 2019-02-27.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (71371186).
†通讯作者. E-mail: xuyong@hebut.edu.cn.



2208 控 制 与 决 策 第35卷

于群的势博弈.
在现实生活中,人们在一些特殊环境下做决定时

可能会受到某些约束限制,这就有可能会出现一些
局势是不可行的.基于此, Zhang等[24]提出了非完整

局势正规形式博弈的概念,它与正规形式博弈的区
别在于非完整局势正规形式博弈存在某些不可行局

势.基于演化博弈理论[25-27], Zhang等[24]还指出了非

完整局势正规形式博弈的演化取决于策略更新规则

和可行集.文献 [24]研究了非完整局势势博弈,给出
了判别一个博弈是否是非完整局势势博弈的充分必

要条件,同时给出了势函数的计算公式.
本文主要考虑基于群的非完整局势势博弈,给出

判别一个有限博弈是否是基于 (强)群的非完整局势
势博弈的充分必要条件,即判断相应的势等式是否有
解.此外,给出基于群的非完整局势势博弈的势函数
的结构向量,并研究基于群的非完整局势势博弈的性
质.在此基础上,给出一个寻找最小不可行局势集的
算法,使得有限博弈在剩余局势下是一个基于群的势
博弈.
本文的主要创新如下: 1)首次提出基于 (强)群的

非完整局势势博弈的概念,并将基于群的非完整局势
势博弈的动态表示成相应的代数形式; 2)给出判别
一个有限博弈是否是基于群的非完整局势势博弈的

充分必要条件,即判断相应的势等式是否有解,并给
出基于群的非完整局势势博弈的势函数的结构向量

计算公式; 3)探究基于群的非完整局势势博弈与基
于群的势博弈之间的关系; 4)给出一个寻找最小不
可行局势集的算法,使得有限博弈在剩余局势下是一
个基于群的势博弈.

1 知

1.1 矩阵半张量积理论

首先,列出本文所用到有关半张量积的符号、定
义及基本性质如下:

1) ∆n := {δkn|1 ⩽ k ⩽ n};
2) δin为单位矩阵In的第i列;
3) Coli(M)为矩阵M的第i列;
4)假设L ∈ Lm×n,则L = [δi1m δi2m . . . δinm ],可

简写成L = δm[i1 i2 . . . in];
5) 1n为n维列向量,且所有元素均为1;
6) Mm×n为m× n维矩阵集.
定义 1 [10] 设A = (aij)m×n ∈ Mm×n, B =

(bij)p×q ∈ Mp×q,则A与B的Kronecker积记作A ⊗
B,定义为

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB
...

...
. . .

...
am1B am2B . . . amnB

 ∈ Mmp×nq.

定义 2 [10] 给定两个矩阵A = (aij)m×n ∈
Mm×n, B = (bij)p×q ∈ Mp×q,令 t = lcm(n, p)是

{n, p}的最小公倍数,则矩阵A、B的半张量积记为

A⋉B = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p).

定义3 [10] 设A = (aij) ∈ Mm×r, B = (bij) ∈
Mn×r,则A与B的Khatri-Rao乘积记作 A ∗ B,定义
为

A ∗B =

[Col1(A)⊗ Col1(B), . . . ,Colr(A)⊗ Colr(B)].

引理1 [10] 令f : ∆n
k → R是一个伪逻辑函数,

则存在唯一的矩阵Mf ∈ R1×kn ,称为f的结构矩阵,
满足

f(x1, x2, . . . , xn) = Mf ⋉n
i=1 xi,

其中xi ∈ ∆k, i = 1, 2, . . . , n.
引理2 [10] 假设X ∈ ∆m, Y ∈ ∆n.定义前保持

矩阵和后保持矩阵分别为

F[m,n] := Im ⊗ 1T
n , R[m,n] := 1T

m ⊗ In,

则

F[m,n]XY = X, R[m,n]XY = Y.

引理3 [10] 令X ∈ Mm×1和Y ∈ Mn×1是两个

列向量,则
Y X = W[m,n]XY,

其中W[m,n] ∈ Mmn×nm为换位矩阵.

1.2 势 博 弈

定义4 [19] 一个 (有限)正规博弈由3个部分组
成,G = (N,S,C),这里:

1) N = {1, 2, . . . , n}表示有n个玩家(局中人);

2) S =
n∏

i=1

Si称为局势,其中Si = {si1, si2, . . . ,

siki
}, i = 1, 2, . . . , n,是第 i个玩家的策略集,表示第

i个玩家有ki个策略可供选择.局势是所有玩家策略
集的笛卡尔积.

3) C = (c1, c2, . . . , cn),其中ci : S → R是第i个

玩家的收益函数.
利用策略的向量表示,可以将收益函数表示为

ci(x1, x2, . . . , xn) = Vi ⋉n
j=1 xj , i = 1, 2, . . . , n.

记有限博弈G ∈ G[n,k1,k2,...,kn]的收益向量为

V = [V1, V2, . . . , Vn] ∈ Rnk,其中G[n,k1,k2,...,kn]代

表 |N | = n, |Si| = ki, i = 1, 2, . . . , n,且k =

n∏
i=1

ki
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的有限博弈集.令U ⊂ N ,记SU =
∏
i∈U

Si, S
−U =∏

j /∈U

Sj , kU =
∏
j∈U

kj , k−U = k/kU .此外,记S−i =∏
j ̸=i

Sj , k−i = k/ki.

定义5 [19] 一个有限博弈G ∈ G[n,k1,k2,...,kn]称

为势博弈,如果存在一个函数P : S → R,使得对于
每个i和每个s−i ∈ S−i以及任意的x, y ∈ Si均有

ci(x, s
−i)− ci(y, s

−i) = P (x, s−i)− P (y, s−i)

成立,则称其为势函数.
定义6 [19] 一个有限博弈G ∈ G[n,k1,k2,...,kn]是

势博弈,当且仅当势等式
EP ξ = V T

有解.如果解存在,则
VP = V1 − ξT

1 Γ1.

其中: ξi ∈ Rk/ki , Γi = ⊗i−1
l=1Ikl

⊗ 1T
ki
⊗n

l=i+1 Ikl
, i =

1, 2, . . . , n,

EP =


−ΓT

1 ΓT
2 0 0 . . . 0

−ΓT
1 0 ΓT

3 0 . . . 0
...

. . .
−ΓT

1 0 0 0 . . . ΓT
n

 .

2 基于群的势博弈

2.1 基于群的势博弈

考虑一个有限博弈G ∈ G[n;k1,...,kn].假设有m个

群组的玩家

N =
m∪
j=1

Nj . (1)

其中:Nj是第 j个群组的玩家集,N是所有玩家的集
合,且Nj ⊂ N, |Nj | = nj , j = 1, 2, . . . ,m.

定义7 [23] 一个有限博弈G被称为关于群组(1)

的基于群的势博弈,如果存在一个函数P : S → R满

足对于任意的x−Ni ∈ S−Ni和任意的x, y ∈ SNi
, i =

1, 2, . . . ,m,有下式成立:∑
j∈Ni

[cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni)] =

P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni).

定义8 [23] 定义群指示函数FU和群删除算子

ΓU如下所示:
FU := [a1, a2, . . . , an], ΓU := ⊗n

i=1γi.

其中

aj :=

1, j ∈ U ;

0, otherwise.

γi :=

1T
ki
, i ∈ U ;

Iki
, otherwise.

(2)

U ⊂ N是博弈G ∈ G[n;k1,...,kn]中的一个玩家群组.
群删除算子通常被用来从N中“删除”群组U中的

玩家:
⋉j /∈Uxj = ΓU ⋉n

j=1 xj ,

其中xi是玩家i的策略.特别地,
Γi := Γ{i}.

引理4 [23] 一个有限博弈G ∈ G[n;k1,...,kn]是一

个关于群组 (1)的基于群的势博弈,当且仅当存在
一个函数集dNi

(x̂Ni
, x−Ni)满足对于任意的xNi

∈
SNi

, x−Ni ∈ S−Ni , i = 1, 2, . . . ,m,有下式成立:∑
j∈Ni

cj(x1, x2, . . . , xn) =

P (x1, x2, . . . , xn) + dNi
(x̂Ni

, x−Ni). (3)

其中:P表示势函数, x̂Ni
表示没有该项.

将式(3)表示成如下向量形式:∑
j∈Ni

Vj ⋉n
l=1 xl = VP ⋉n

l=1 xl + V d
Ni

⋉l/∈Ni
xl,

其中Vj、VP和V d
Ni
分别是cj、P和dNi

的结构向量.
因为xl ∈ ∆kl

(l = 1, 2, . . . , n)是任意的,利用式
(2)有

V ⋉ FT
Ni

= VP + V d
Ni
ΓNi

, i = 1, 2, . . . ,m, (4)

其中V = [V1, V2, . . . , Vn].
当i = 1时,有

V ⋉ FT
N1

= VP + V d
N1

ΓN1
,

由此可得

VP = V ⋉ FT
N1

− V d
N1

ΓN1
. (5)

将式(5)代入(4)中,得到

V ⋉ FT
Ni

− V ⋉ FT
N1

= V d
Ni
ΓNi

− V d
N1

ΓN1
, (6)

其中i = 2, 3, . . . ,m.对式(6)取转置,得到

(V ⋉ FT
Ni

− V ⋉ FT
N1

)T =

(ΓNi
)T(V d

Ni
)T − (ΓN1

)T(V d
N1

)T. (7)

记 ξi = (V d
Ni
)T, Ei = (ΓNi

)T,其中 i = 1, 2, . . . ,m;
记b = (bT

2 , b
T
3 , . . . , b

T
m)T,其中bi = (V ⋉ FT

Ni
− V ⋉

FT
N1

)T, i = 2, 3, . . . ,m.则式 (7)可以表示成一个线性
系统

EGξ = b. (8)

其中

EG =


−E1 E2 0 . . . 0

−E1 0 E3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−E1 0 0 . . . Em

 ,

且ξ = (ξT
1 , ξ

T
2 , . . . , ξ

T
m)T.
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定理1 一个有限博弈G ∈ G[n;k1,...,kn]是关于

群组 (1)的基于群的势博弈,当且仅当势等式 (8)至少
有一个解.如果解存在,则势函数P的结构向量为

VP = V ⋉ FT
N1

− ξT
1 ΓN1

.

注1 该部分给出的判别一个有限博弈是否是

基于群的势博弈的充分必要条件与文献 [23]中给出
结果的形式不同,在本文给出的判别条件形式下,考
虑基于群的非完整局势势博弈更为方便简洁.下面
证明以上结论的有效性.
例1 为了与文献 [23]进行对比,在这里采用文

献 [23]中例3.8给出的收益矩阵以及分组.考虑博弈
G,该博弈的收益矩阵如表1所示.

表 1 例1的收益矩阵

Vi

s

111 112 121 122 211 212 221 222

V1 26 9 12 4 14 6 14 6
V2 −5 −5 2 2 2 2 4 4
V3 18 10 4 5 7 8 7 8

群组N1 = {1, 2}, N2 = {2, 3}, N3 = {3}.利用
定理1,记V = [V1, V2, V3],可以计算得到

b2 = [−8, 1,−8, 1,−7, 2,−7, 2]T,

b3 = [−3, 6,−10,−1,−9, 0,−11,−2]T,

EG =

[
−E1 E2 0

−E1 0 E3

]
=[

−12 ⊗ 12 ⊗ I2 I2 ⊗ 12 ⊗ 12 0

−12 ⊗ 12 ⊗ I2 0 I2 ⊗ I2 ⊗ 12

]
.

由此可得

E1 =



1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

0 1


, E2 =



1 0

1 0

1 0

1 0

0 1

0 1

0 1

0 1


, E3 =



1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1


.

令ξ ∈ R8,解线性等式EGξ = b可得

ξ = c[1T
2 , 1

T
2 , 1

T
4 ]+

[0,−9,−8,−7,−3,−10,−9,−11],

其中c是任意常数.由此可得势函数的结构向量为

VP = V ⋉ FT
N1

− ξT
1 ΓN1

=

− c1T
8 + [21, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

例1证明了该博弈是基于群的势博弈,这与文献
[23]的结果一致.

2.2 基于强群的势博弈

定义9 [23] 一个有限博弈G被称为关于群组 (1)
的基于强群的势博弈,如果存在一个函数P : S → R

满足对于任意的j ∈ Ni, x−Ni ∈ S−Ni , x, y ∈ SNi
,

i = 1, 2, . . . ,m,都有下式成立:

cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni) = P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni),

其中Nl

∩
Nq = ∅(l ̸= q, l, q = 1, 2, . . . ,m).

引理5 [23] 一个有限博弈G ∈ G[n;k1,...,kn]是一

个关于群组 (1)的基于强群的势博弈,当且仅当存
在一个函数集 dj(x̂Ni

, x−Ni),满足对于任意的 j ∈
Ni, xNi

∈ SNi
, x−Ni ∈ S−Ni ,都有下式成立:

cj(x1, x2, . . . , xn) =

P (x1, x2, . . . , xn) + dj(x̂Ni
, x−Ni). (9)

其中:P 表示一个势函数, x̂Ni
表示没有该项, i =

1, 2, . . . ,m.
将式(9)转化为如下向量形式:

Vj ⋉n
l=1 xl = VP ⋉n

l=1 xl + V d
j ⋉l/∈Ni

xl.

其中: j ∈ Ni, i = 1, 2, . . . ,m;Vj、VP和V d
j 分别是cj、

P 和 dj 的结构向量.
假设 i ∈ Nli , i = 1, 2, . . . , n.因为xl ∈ ∆kl

(l =

1, 2, . . . , n)是任意的,利用式(2)有

Vj = VP + V d
j ΓN

lj
, j = 1, 2, . . . , n. (10)

同样地,记 ξi = (V d
i )

T, Ei = (ΓNli
)T,其中 i =

1, 2, . . . , n;记b = (bT
2 , b

T
3 , . . . , b

T
n )

T,其中bi = (Vi −
V1)

T, i = 2, 3, . . . , n.则式 (10)可以表示成一个线性
系统

ESξ = b. (11)

其中

ES =


−E1 E2 0 . . . 0

−E1 0 E3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−E1 0 0 . . . En

 ,

且ξ = (ξT
1 , ξ

T
2 , . . . , ξ

T
n )

T.
定理2 一个有限博弈G ∈ G[n;k1,...,kn]是关于

群组(1)的基于强群的势博弈,当且仅当势等式 (11)

至少有一个解.如果解存在,势函数P的结构向量为

VP = V1 − ξT
1 ΓNl1

.

注2 该部分给出的判别一个有限博弈是否是

基于强群的势博弈的充分必要条件与文献 [23]中给
出结果的形式不同.

3 基于群的非完整局势势博弈

本节给出非完整局势正规形式博弈和基于群的

非完整局势势博弈的定义及判别定理.
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3.1 非完整局势正规形式博弈

定义10 [24] 考虑一个正规形式博弈G = (N,S,

C),假设可行集Ω是S的真子集,则G被称为一个非

完整局势正规形式博弈,被记为G = (N,S,C,Ω),它
的动态为

x1(t+ 1) = f1(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),
...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

其中:xi(t) ∈ Dki
是玩家 i在 t时刻的策略,策略局势

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω; fi :

n∏
j=1

Dkj
→ Dki

, i = 1, 2,

. . . , n,是混合值逻辑函数.
记一个非完整局势正规形式博弈G = (N,S,C,

Ω)的结构矩阵为LΩ ∈ Mk×k,其中Col(LΩ) ⊂

∆k

∪
{0k}, k =

n∏
i=1

ki.

引理6 [24] 非完整局势正规形式博弈G = (N,

S,C,Ω)的代数状态表示为

x(t+ 1) = LΩx(t),

其中Coli(LΩ) = 0k,当且仅当δik ∈ S\Ω.

3.2 基于群的非完整局势势博弈

定义 11 一个非完整局势正规形式博弈G =

(N,S,C,Ω)被称为关于群组 (1)的基于群的势博弈,
如果存在一个函数P : Ω → R满足对于任意的x−Ni

∈ S−Ni , x, y ∈ SNi
, i = 1, 2, . . . ,m, (x, x−Ni) ∈ Ω,

(y, x−Ni) ∈ Ω,都有下式成立:∑
j∈Ni

[cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni)] =

P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni). (12)

命题1 假设一个非完整局势正规形式博弈是

基于群的势博弈,则势函数在容许一个常数差的意义
下唯一.
证明 假设可行集为Ω0的基于群的势博弈G

存在两个势函数P1 ̸= P2,则对于任意的(x, x−Ni) ∈
Ω0, (y, x

−Ni) ∈ Ω0,有∑
j∈Ni

[cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni)] =

P1(x, x
−Ni)− P1(y, x

−Ni) =

P2(x, x
−Ni)− P2(y, x

−Ni) ⇔

P1(x, x
−Ni)− P2(x, x

−Ni) =

P1(y, x
−Ni)− P2(y, x

−Ni).

如果P1 − P2不是一个常数,则至少存在两种局
势s∗1, s

∗
2 ∈ Ω0,使得
P1(s

∗
1)− P2(s

∗
1) ̸= P1(s

∗
2)− P2(s

∗
2).

这与G是基于群的非完整局势势博弈的定义矛盾,证
明成立. 2

命题2 一个非完整局势正规形式博弈G = (N,

S,C,Ω)是一个基于群的势博弈,当且仅当存在一个
函数集dNi

(x̂Ni
, x−Ni),满足对于任意的xNi

∈ SNi
,

x−Ni ∈ S−Ni , i = 1, 2, . . . ,m,以及 (xNi
, x−Ni) ∈

Ω,有下式成立:∑
j∈Ni

cj(x1, x2, . . . , xn) =

P (x1, x2, . . . , xn) + dNi
(x̂Ni

, x−Ni), (13)

其中 x̂Ni
表示没有该项.

证明 在一个基于群的势博弈中∑
j∈Ni

[cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni)] =

P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni) ⇔∑
j∈Ni

cj(x, x
−Ni)− P (x, x−Ni) =

∑
j∈Ni

cj(y, x
−Ni)− P (y, x−Ni),

其中x, y ∈ SNi
.

由此可知,该等式与群Ni的策略局势SNi
无关,

因此将它记为dNi
(x−Ni),可得等式(13). 2

下面考虑等式 (13)的矩阵表示.
假设可行集Ω := {δijk |j = 1, 2, . . . , s},其中

i1 < i2 < . . . < is,且 |Ω| = s.由此定义一个矩阵

∆Ω := [δi1k , δi2k , . . . , δisk ] ∈ Mk×s.

对于等式(8)中的元素,定义(V ⋉FT
Ni
)Ω := (V ⋉FT

Ni
)

∆Ω, (E
Ω
i )T = ET

i ∆Ω .由此,等式 (13)可以表示成如
下矩阵形式:

−EΩ
1 EΩ

2 0 . . . 0

−EΩ
1 0 EΩ

3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−EΩ
1 0 0 . . . EΩ

m




ξ1

ξ2
...
ξm

 =


bΩ2

bΩ3
...
bΩm

 , (14)

其中bΩi = ((V ⋉ FT
Ni
)Ω − (V ⋉ FT

N1
)Ω)T, i = 2, 3,

. . . ,m.式(14)可被简记为EΩ
G ξ = bΩ .

定理 3 一个非完整局势正规形式博弈G =

(N,S,C,Ω)是基于群的势博弈,当且仅当势等式(14)
至少有一个解.如果解存在,则势函数的结构向量为

V Ω
P = (V ⋉ FT

N1
)Ω − ξT

1 E
T
1 ∆Ω.

证明 1)由命题2可知,若等式 (14)至少有一个
解ξ∗,则等式 (13)对于任意的j ∈ Ni(i = 1, 2, . . . ,m)

和任意的 (xNi
, x−Ni) ∈ Ω均成立,因此该博弈是基

于群的非完整局势势博弈.
2) 不失一般性,取玩家1计算势函数,对于一个
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基于群的非完整局势势博弈,等式 (13)可以被写成向
量形式

V Ω
P = (V ⋉ FT

N1
)Ω − (V d

N1
ΓN1

)Ω =

(V ⋉ FT
N1

)Ω − ξT
1 E

T
1 ∆Ω. 2

命题3 假设G = (N,S,C)是一个基于群的势

博弈,且可行集Ω ∈ S,则G
′
= (N,S,C,Ω)是一个基

于群的非完整局势势博弈.
证明 G是一个基于群的势博弈,因此对于任意

的x−Ni ∈ S−Ni和任意的x, y ∈ SNi
, i = 1, 2, . . . ,m,

(x, x−Ni), (y, x−Ni) ∈ S,都有
∑
j∈Ni

[cj(x, x
−Ni) −

cj(y, x
−Ni)] = P (x, x−Ni) − P (y, x−Ni)成立.又因

为Ω ∈ S,上式对于任意的 (x, x−Ni), (y, x−Ni) ∈ Ω

均成立. 2
命题3反之不成立.下面给出例子证明如果一个

博弈不是基于群的势博弈,则它可以有一个子博弈是
基于群的非完整局势势博弈.
例2 考虑一个博弈G = (N,S,C),它的收益矩

阵如表2所示.

表 2 例2的收益矩阵

Vi

s

111 112 121 122 211 212 221 222

V1 2 1 2 1 0 2 0 3
V2 1 2 2 1 2 3 2 2
V3 1 3 1 3 2 5 2 8

下面证明G不是一个关于群组N1 = {1, 2},
N2 = {2}, N3 = {2, 3}的基于群的势博弈,但它有
一个子博弈是基于群的非完整局势势博弈.

1)由G的收益矩阵可以得到

E1 =



1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

0 1


, E2 =



1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1


, E3 =



1 0

1 0

1 0

1 0

0 1

0 1

0 1

0 1


,

b2 = [−2,−1,−2,−1, 0,−2, 0,−3]T,

b3 = [−1, 2,−1, 2, 2, 3, 2, 5]T.

将它们代入式 (8),可知式 (8)无解,因此G = (N,S,

C)不是一个基于群的势博弈.
2)令Ω = ∆8\{δ68},由此可得

∆Ω = [δ18 , δ
2
8 , δ

3
8 , δ

4
8 , δ

5
8 , δ

7
8 , δ

8
8 ],

bΩ2 = [−2,−1,−2,−1, 0, 0,−3]T,

bΩ3 = [−1, 2,−1, 2, 2, 2, 5]T,

EΩ
1 =



1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

1 0

0 1


, EΩ

2 =



1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


, EΩ

3 =



1 0

1 0

1 0

1 0

0 1

0 1

0 1


.

将它们代入式(14),可知式(14)的解为

ξ = c1T
8 + [2,−1, 0,−2, 2,−4, 1, 4].

由此,G′
= (N,S,C,Ω)是一个基于群的非完整局势

势博弈,G′
的势函数的结构向量为

V Ω
P = c1T

7 + [2,−1, 2,−1, 2, 2,−1].

例2证明了如果一个有限博弈不是基于群的势
博弈,则它可以有一个子博弈是基于群的非完整局势
势博弈.

3.3 基于强群的非完整局势势博弈

定义12 一个非完整局势正规形式博弈G =

(N,S,C,Ω)被称为关于群组 (1)的基于强群的势博

弈,如果存在一个函数P : Ω → R满足对于任意的

j ∈ Ni, x
−Ni ∈ S−Ni , x, y ∈ SNi

, i = 1, 2, . . . ,m,且

(x, x−Ni) ∈ Ω, (y, x−Ni) ∈ Ω,有下式成立:

cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni) =

P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni),

其中Nl

∩
Nq = ∅(l ̸= q, l, q = 1, 2, . . . ,m).

命题4 假设一个非完整局势正规形式博弈是

基于强群的势博弈,则势函数在容许一个常数差的意
义下唯一.

证明 假设可行集为Ω0的基于强群的势博弈G

存在两个势函数P1 ̸= P2,则对于任意的(x, x−Ni) ∈
Ω0, (y, x

−Ni) ∈ Ω0,有

cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni) =

P1(x, x
−Ni)− P1(y, x

−Ni) =

P2(x, x
−Ni)− P2(y, x

−Ni) ⇔

P1(x, x
−Ni)− P2(x, x

−Ni) =

P1(y, x
−Ni)− P2(y, x

−Ni).

如果P1 − P2不是一个常数,则至少存在两种局势
s∗1, s

∗
2 ∈ Ω0,使得

P1(s
∗
1)− P2(s

∗
1) ̸= P1(s

∗
2)− P2(s

∗
2).

这与G是基于强群的非完整局势势博弈矛盾,证明成
立. 2
命题5 一个非完整局势正规形式博弈G = (N,
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C, S,Ω)是基于强群的势博弈,当且仅当存在一个
函数集dNi

(x̂Ni
, x−Ni),满足对于任意的xNi

∈ SNi
,

x−Ni ∈ S−Ni , i = 1, 2, . . . ,m,以及(xNi
, x−Ni) ∈ Ω,

有下式成立:

cj(x1, x2, . . . , xn) =

P (x1, x2, . . . , xn) + dj(x̂Ni
, x−Ni), (15)

其中 x̂Ni
表示没有该项.

证明 在一个基于强群的势博弈中

cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni) =

P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni) ⇔

cj(x, x
−Ni)− P (x, x−Ni) =

cj(y, x
−Ni)− P (y, x−Ni).

可知该等式与j所在的群Ni的策略局势SNi
无关,因

此将它记为d
j
(x−Ni),可得等式(15). 2

下面考虑等式 (15)的矩阵表示,对于等式 (11)中
的元素,定义V Ω

i := Vi∆Ω, E
Ω
i := ET

i ∆Ω .由此,等式
(15)可以表示成以下形式:

−EΩ
1 EΩ

2 0 . . . 0

−EΩ
1 0 EΩ

3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−EΩ
1 0 0 . . . EΩ

n




ξ1

ξ2
...
ξn

 =


bΩ2

bΩ3
...
bΩn

 , (16)

其中bΩi = (V Ω
i − V Ω

1 )T, i = 2, 3, . . . , n.等式 (16)可
被简记为 EΩ

S ξ = bΩ .
定理 4 一个非完整局势正规形式博弈G =

(N,S,C,Ω)是关于群组 (1)的基于强群的势博弈,当
且仅当势等式 (16)至少有一个解.如果解存在,则势
函数的结构向量为

V Ω
P = V Ω

1 − ξT
1 E

T
1 ∆Ω.

证明 1)由命题5可知,若等式 (16)至少有一个
解ξ∗,则等式 (15)对于任意的j ∈ Ni(i = 1, 2, . . . ,m)

和任意的 (xNi
, x−Ni) ∈ Ω均成立,因此该博弈是基

于强群的势博弈.
2) 不失一般性,取玩家1计算势函数,对于一个

非完整局势正规形式博弈,等式 (15)可以被写成向量
形式:

V Ω
P = V Ω

1 − (V d
1 ΓNl1

)Ω = V Ω
1 − ξT

1 (E
T
1 )∆Ω. 2

命题6 假设G = (N,S,C)是一个基于强群的

势博弈,且可行集Ω ∈ S,则G
′
= (N,S,C,Ω)是一个

基于强群的非完整局势势博弈.
证明 G是一个基于强群的势博弈,因此对于任

意的x−Ni ∈ S−Ni , x, y ∈ SNi
, i = 1, 2, . . . ,m,且(x,

x−Ni), (y, x−Ni) ∈ S,都有下式成立:

cj(x, x
−Ni)− cj(y, x

−Ni) =

P (x, x−Ni)− P (y, x−Ni).

又因为Ω ∈ S,上式对于任意的 (x, x−Ni), (y, x−Ni) ∈
Ω均成立,证明成立. 2
注3 命题6反之不成立.

3.4 算 法

假设一个博弈G = (N,S,C)不是基于群的势博

弈,该部分的主要目的是设计一个算法,找到最小的
不可行局势集Ωc,使得G

′
= (N,S,C,Ω)是基于群

的非完整局势势博弈.
step 1: 考虑 |Ωc| = 1时的情况,记NP1 = [1, 2,

. . . , k],则相应地有∆Ω = S\{δik},其中i ∈ NP1.
按照NP1中元素的顺序,找到相应的∆Ω ,解方程

EΩ
G ξ = bΩ .若存在 j ∈ NP1,∆Ω = S\{δjk},使得

EΩ
G ξ = bΩ有解,则算法结束,此时Ωc = {δjk};否则,
进行下一步.

step 2:考虑 |Ωc| = 2时的情况,记NP2 = [12, 13,

. . . , 1k, 23, 24, . . . , 2k, . . . , (k − 1)k],则∆Ω = S\{δik,
δjk},其中i, j ∈ NP2.

按照NP2中元素的顺序,找到相应的∆Ω ,解方程
EΩ

G ξ = bΩ .若存在p, q ∈ NP2,∆Ω = S\{δpk, δ
q
k},使

得EΩ
G ξ = bΩ有解,则算法结束,此时Ωc = {δpk, δ

q
k};

否则,进行下一步.
step k − 1: 考虑 |Ωc| = k − 1时的情况,记

NP (k−1) = [123 . . . (k−2)(k−1), 123 . . . (k−2)k, . . . ,

234 . . . (k − 1)k],则 |∆Ω| = 1.在这种情况下,方程
EΩ

G ξ = bΩ 必然有解,算法结束.
注4 在该算法进行到k − 1步之前必然能够找

到一个最小的Ωc,使得有限博弈G在剩余局势下是

一个基于群的非完整局势势博弈,但该算法存在计算
复杂度过大的问题,接下来将会继续考虑如何降低计
算复杂度的问题.
将所提算法运用到例2中,可以得到最小的不可

行局势集为Ωc = {δ68}.由例2可知,在剩余局势下,
有限博弈G

′
= (N,S,C,Ω)是基于群的非完整局势

势博弈.

4 结 论

本文研究了基于群的非完整局势势博弈,即带有
不可行局势的基于群的势博弈.利用矩阵半张量积
理论,分析基于群的非完整局势势博弈的结构,给出
判别一个有限博弈G是否是基于群的非完整局势势

博弈的充分必要条件,同时给出一个算法,找到最小
的不可行局势集,使得有限博弈G在剩余局势下是基

于群的非完整局势势博弈.
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