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动态多目标优化：测试函数和算法比较

武 燕1†, 石露露1, 周 艳2

(1. 西安电子科技大学数学与统计学院，西安 710126；2. 陆军边海防学院基础部，西安 710108)

摘 要: 生活中存在大量的动态多目标优化问题,应用进化算法求解动态多目标优化问题受到越来越多的关注,
而动态多目标测试函数对算法的评估起着重要的作用.在已有动态多目标测试函数的基础上,设计一组新的动态
多目标测试函数. Pareto最优解集和Pareto前沿面的不同变化形式影响着动态多目标测试函数的难易程度,通过
引入Pareto最优解集形状的变化,结合已有的Pareto最优解集移动模式,设计一组测试函数集.基于提出的测试函
数集,对3个算法进行测试,仿真实验结果表明,所设计的函数给3个算法带来了挑战,并展现出算法的优劣.
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Dynamic multi-objective optimization: Test function and algorithm
comparisons
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Abstract: In real world, there are many dynamic multi-objective optimization problems. In the field of evolutionary
algorithms, there is a rapid increase in research work dealing with dynamic multi-objective optimization problems.
However, dynamic multi-objective test functions play an important role in measuring algorithms performance. This paper
proposes a set of new dynamic multi-objective test functions to evaluate the performance of algorithms based on the
existing dynamic multi-objective test functions. The difficulty of dynamic multi-objective test functions is affected by
shapes of Pareto-optimal solutions and Pareto-optimal front. According to this idea, a set of test functions is designed by
introducing the change shape of Pareto-optimal solutions and combining with the existing shift mode of Pareto-optimal
solutions. Three algorithms are tested on the proposed test functions. The simulation results show that the designed
functions bring challenges to the algorithms and reveal the advantages and disadvantages of the algorithms.
Keywords: dynamic multi-objective optimization；evolutionary algorithm；test function；performance comparison

0 引 言

现实生活中的许多优化问题都是动态多目标优

化问题(dynamic multi-objective optimization problems,
DMOPs),这类问题广泛存在于工业应用和科学研究
领域,如证券投资优化、控制器优化、医院资源管理
以及机器学习.因此,解决动态多目标优化问题具有
重要的实际意义.但目前的算法,还不能直接应用于
实际问题,动态多目标测试函数的设计就显得尤为重
要.本文设计一组新的测试函数集,帮助研究者分析
算法性能的优缺点.这有助于研究者进一步对算法
作出改进,进而提升算法性能,推进算法在现实生活

的应用.
动态多目标问题的模型[1]如下:

min F (x, t) = (f1(x, t), ..., fM (x, t))T.

s.t. hi(x, t) = 0, i = 1, 2, . . . , nh;

gi(x, t) ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , ng;

x ∈ Ωx, t ∈ Ωt. (1)

其中:M是目标个数,F (x, t) : Ωx × Ωt → RM是时

间t下x的目标函数值,nh和ng分别是等式和不等式

约束的个数,x是决策变量,Ωx是决策空间, t是时间
变量,Ωt是时间空间.
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对于某一确定的环境 t,如果不存在解x′ ∈ Ωx,
使得 fj(x

′) ⩽ fj(x)(j = 1, 2, . . . ,M)且F (x) ̸=
F (x′),则称x ∈ Ωx为Pareto最优解集,记作PS.称
Pareto最优解集对应的目标函数值为Pareto前沿面,
记作PF.

由模型 (1)可以看出,其决策变量、约束函数、目
标函数均可能随时间发生变化,导致Pareto最优解集
和Pareto前沿面随时间发生变化.这要求算法能够在
环境变化后快速跟踪到新的PF和PS.文献 [1]依据
PS与PF是否随时间变化,将DMOPs分成了以下4种
类型.
类型1: PS随时间变化,而PF不随时间变化;
类型2: PS和PF都随时间变化;
类型3: PS不随时间变化,而PF随时间变化;
类型4:目标函数随时间变化,但PS和PF都不随

时间变化.
对于DMOPs,测试函数的难易程度不一, PS和

PF的不同变化形式是影响测试函数难易程度的重
要因素, PS变化越复杂测试函数就越难求解.通过引
入不同的PF变化和PS变化的方式,研究者们已经设
计出了一些动态多目标优化测试函数.

基于静态多目标问题DTLZ[2]和ZDT[3],文献 [1]
设计了一套FDA动态多目标测试函数集, FDAs中
决策变量之间无相关性, PS和PF的变化都较为简
单. FDAs测试函数的PS形状无变化, PF的形状有轻
微变化,且PS和PF的移动模式为垂直移动.
在文献 [4]中,作者引入随机性的动态变化构造

了一组测试函数dMOPs,使得所设计的测试函数更
接近现实问题.在2013年,文献 [5]引入决策变量的
相关性使得动态问题的求解更加复杂,同时作者引
入新的PS的移动模式来丰富测试函数的动态变化形
式,依据FDA问题设计了一组新的动态多目标函数
ZJZs.其中PS的移动模式有“花瓣”型,“水平8字”型
和“水平心”型.文献[6]在测试函数中引入了新的动
态变化方式,使得PF的移动模式增多,如垂直移动、
水平移动、对角移动和旋转,并基于静态测试函数
UFs[7]的正弦曲线和多项式两种PS类型,设计出了一
些新的测试函数UDFs.在文献 [8]中,为了使测试问
题更具复杂性和挑战性,作者从增加PF形状变化的
角度出发,提出了一套新的测试函数集 JYs,使得PF
的形状变化变得更加复杂.除了提到的这些测试函
数集,还有一些其他的动态多目标优化测试函数[9-15].
在所提出的测试函数中, FDAs存在简单的PF和

PS移动模式, dMOPs通过引入随机变量使PS的改变
具有随机性, ZJZs在PS的移动模式上作出了改进,

UDFs则侧重于PF移动模式的改进,而 JYs更测重于
PF形状变化的改进.研究发现, PS的形状变化几乎没
有被引入到测试函数的设计中,而PS形状的变化同
样影响着测试函数的难度,因此将PS的形状变化加
入动态多目标测试函数的设计中非常有意义.

考虑到PS形状变化的重要性,在PS移动的基础
上,结合PS形状的变化,本文设计一组新的测试函数
集.本文利用新设计的动态多目标测试函数集,结合
两个性能指标,通过实验来测评3个动态多目标优化
算法的性能.

1 测试函数

现有的动态多目标测试函数通过引入不同的动

态变化方式,如ZJZs增加PS的移动模式, UDFs丰富
了PF的移动模式, JYs引入了PF形状的不同变化形
式,使测试函数更加接近现实问题.然而,研究者对
PS形状变化的研究并不多,而PS形状的变化同样影
响着动态多目标优化测试函数的难易程度.因此,考
虑到PS形状变化对测试函数的重要性,基于PS的不
同形状变化和移动模式,本文将提出一组PS移动与
PS形状变化相结合的测试函数集.

SW :


min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T;

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t)),

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t)).

(2)

基于式 (2)所示的框架,本文设计一些新的测试
函数,其中gI(x, t)和gII(x, t)均是与决策变量x和时

间 t相关的非负函数,且gI(x, t)和gII(x, t)的最小值

都为0.变量a、b和H是与时间 t相关的变量,且 t =

(1/nt)⌊(τ/τt)⌋.其中: nt为环境变化的强度,nt越大

意味着环境变化的强度越小; τ为进化代数, τt为环
境变化的频率, τt越大环境变化越慢, τt越小则环境
变化越快.测试函数框架SW的PF随时间变化,且PF
为f

1/H
1 + f

1/H
2 = b, 0 ⩽ f

1/H
1 ⩽ b.本文设计的测

试函数中的参数b和H是固定的,故所有测试函数的
PFs是同一个.本文所设计的测试函数的PFs如图1所
示.
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图 1 测试函数的PFs
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本文的测试函数主要是通过修改函数

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

(x2k+1 − |A sin(wπx1)|α − λtx1)
2, (3)

gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

(x2k − |A sin(wπx1)|α − λtx1)
2 (4)

来引入不同的PS 形状变化和PS移动模式,且最小值
都为0,故PS为a ⩽ x1 ⩽ a+b, xi = |A sin(wπx1)|α+
λtx1, i = 2, 3, . . . , n,其中a和 b是与时间 t相关的变

量.
下面介绍 3种PS形状变化形式和一种PS移动

形式.首先固定A = 0.5, λt = 0, α = 1,取w =

⌊6 sin(0.5πt)⌋,图 2(a)给出了x2和x1的PS形状波形
数量的变化图,为了更清楚地观察曲线变化,对x2加

5t.由图2(a)可以观察到, PS形状的波形数量变化随
时间发生变化,当w增大时, PS的波形数量增多,反
之,w越小, PS的波形数量跟着减少.固定w = 2, α =

1和λt = 0, A为时间相关变量,不同的A会影响PS曲
线的振幅值,从而会有不同的PS形状.图2(b)为x2和

x1的PS振幅的变化图,当A增大时,振幅也增大,反
之,A变小时,振幅也跟着减小.固定w = 1.5, A = 1

和λt = 0, α随着时间的变化而变化,图2(c)为α不

同时的x2和x1的PS形状变化图.为了更清楚地观察
曲线变化,对x2加2t,由图2(c)可以看出,随着α的改

变, PS形状也发生着变化.固定w和A均为0,且α =

1, λt为时间相关变量,λt变化时,x2和x1的PS随时
间旋转,如图2(d)所示.
在PS的不同移动方式的基础上,结合PS不同的

形状变化形式,介绍本文提出的9个动态多目标优化
测试函数,表1展示了它们具有的特性.下面对这些
测试函数进行具体描述.
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图 2 PS的新变化方式

表 1 测试函数SW1∼SW9的特性

测试函数 变量相关性 PS移动变化 PS形状变化 随机性变化

SW1 无 无 无 无

SW2 无 垂直移动 无 无

SW3 有 无 波形数量变化 无

SW4 有 垂直移动 振幅变化 无

SW5 有 “水平8”型 波形数量变化 无

SW6 有 “花瓣”型 幂值变化 无

SW7 有 旋转 振幅变化 无

SW8 有 垂直移动 波形数量变化和幂值变化 有

SW9 有 旋转 无 有
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SW1 :



min F (x, t) = (f1(x, t), ..., fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(1.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt), yi = xi;

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [−1, 1], i = 2, 3, . . . , n.

(5)

如式 (5)所示, SW是一个类型2的问题,即PS和
PF随时间变化,其中PS为a ⩽ x1 ⩽ a+ b, xi = 0, i =

2, 3, . . . , n. SW1的x2与x1的PS如图3(a)所示,为了
便于观察,对x2加2t图示,从图中可以发现,不同时间
变量t下的PS的长度不同.

SW2 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(1.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi −G(t), G(t) = sin(0.5πt);

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [−1, 1], i = 2, 3, . . . , n.

(6)

如式 (6)所示,测试函数SW2的PS是a ⩽ x1 ⩽
a + b, xi = G(t) = sin(0.5πt), i = 2, 3, . . . , n.决策
变量x2与x1的PS变化如图3(b)所示,随着时间变量t

值的改变,图中PS在做有规律的垂直移动,这是因为
G(t)函数具有周期性.

SW3 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(1.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi − | sin(wπx1)|, w = ⌊6 sin(0.5πt)⌋;

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [−1, 1], i = 2, 3, . . . , n.

(7)

如式 (7)所示的测试函数 SW3增加了变量之

间的相关性,xi(i = 2, 3, . . . , n)的取值受 x1取值

的影响. SW3的 PS为 a ⩽ x1 ⩽ a + b, xi =

| sin(wπx1)|, i = 2, 3, . . . , n.图3(c)所示为SW3的x2

与x1的PS变化图,为了更好地观察SW3的PS变化,
对x2加3t图示.由图3(c)观察得,x2与x1的PS曲线
有波形数量的变化,因为w是一个时间相关变量,不
同的w影响了x2与x1的PS形状,w值增大PS曲线波
形数量增多,w值减小PS曲线波形数量减少. PS的波
形数量变化使得问题的解的多样性也在发生变化,因
此,算法不仅要克服变量相关性的影响,还要在动态
环境下维持解的多样性.
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图 3 SW1∼SW4的x2和x1的PS图
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SW4 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(1.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi − |A cos(2πx1)| −G(t);

A = ⌊|6 sin(πt)|⌋, G(t) = sin(0.5πt);

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [−1, 2], i = 2, 3, . . . , n.

(8)

测试函数SW4如式 (8)所示,其PS为a ⩽ x1 ⩽
a + b, xi = |A cos(2πx1)| + G(t), i = 2, 3, . . . , n. PS
不仅在做垂直移动,且其波形的振幅也发生变化,这
两种 PS变化的结合丰富了测试函数的 PS变化形
式. SW4在 t = 0, 0.1, . . . , 1上的x2与x1的PS变化
如图3(d)所示.变量A是个时间相关变量,且决定着
PS曲线的振幅,A越大振幅越大,A越小振幅越小,从
图3(d)中可以清晰地看到PS形状的振幅变化. PS形
状的振幅变化与PS垂直移动的结合使得算法解决
SW4测试函数变得更有难度.

SW5 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = 1 + cos(1.5πt), b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi + | sin(wπx1)|| −G(t);

w = ⌊|6 sin(0.5πt)|⌋, G(t) = sin(3πt) + 2;

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 4], xi ∈ [0, 3], i = 2, 3, . . . , n.

(9)

式 (9)所示的是测试函数SW5,其PS为a ⩽ x1 ⩽
a + b, xi = G(t) − | sin(wπx1)|, i = 2, 3, . . . , n.为了
增加测试函数的难度,该测试问题将PS形状变化和
PS的“水平8”移动方式结合在一起.其中w值决定

了PS曲线的波形数量,w值越大PS曲线波形数量越
多.如图4(a)和图4(b)是SW5在 t = 0, 0.1, . . . , 1.6时

PS均值点和x2与x1的PS图.在PS形状变化基础上
增加PS移动方式的测试函数,无疑更考验算法快速
应对复杂环境变化的能力和动态环境下算法的收敛

能力.
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图 4 SW5、SW6的x2和x1的PS图

SW6 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = 1 + cos(1.5πt) sin(0.5πt);
b = 1 + | cos(2πt)|, H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi + | cos(1.5πx1)|α −G(t);

α = | sin(1.5πt)|;
G(t) = cos(1.5πt) cos(0.5πt) + 2;

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 4], xi ∈ [0, 3], i = 2, 3, . . . , n.

(10)
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如式 (10)所示,测试函数SW6的PS为a ⩽ x1 ⩽
a+b, xi = G(t)−| cos(1.5πx1)|α, i = 2, 3, . . . , n. SW6
结合了PS的“花瓣式”移动和PS形状变化,随时间
变化的α影响着PS形状.图4(c)和图4(d)是SW6在
t = 0, 0.1, . . . , 2时PS均值点图和x2与x1的PS图,由
图4(c)和图4(d)可知PS随时间发生着变化.

SW7 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(1.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi − λtx1 − |A cos(3πx1)|;

A = sin(πt), λt = |2 cos(1.5πt)|;

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [0, 5], i = 2, 3, . . . , n.

(11)

测试函数SW7如式 (11)所示, PS为a ⩽ x1 ⩽
a + b, xi = λtx1 + |A cos(3πx1)|, i = 2, 3, . . . , n,其
中λt ⩾ 0是一个时间相关变量.它影响着 x2与x1

的PS曲线的斜率,λt越大曲线越陡,λt越小曲线越平

缓,因此产生了PS移动模式之一旋转.图5所示的是
SW7的x2与x1的PS图,由图5可知, SW7结合了PS
形状的振幅变化和PS的旋转,两者的结合无疑增加
了测试问题的难度.

SW8 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(1.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi − | sin(wπx1)|α − 1−G(t);

w =
R1

2
, α =

R2

10
, G(t) = sin(0.5πt);

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [0, 3], i = 2, 3, . . . , n.

(12)
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图 5 SW7在t = 0, 0.1, . . . , 1时x2和x1的PS图

如式 (12)所示, SW8中引入了随机整数R1 ∈ (0,

10]和R2 ∈ [0, 30],使得x2与x1的PS曲线的周期变
化和幂变化具有随机性.当环境发生一次变化,随机
数R1和R2便改变一次,它们会影响PS的形状,这个
随机机制使得算法处理这个问题变得更加困难.当
R2 = 0时,变量之间保持独立性,此时, PS为xi =

2 +G(t), i = 2, 3, . . . , n;当R1 ̸= 0且 R2 ̸= 0时,变量
之间有相关性,此时的PS变为xi = | sin(wπx1)|α +

1 + G(t), i = 2, 3, . . . , n.由于变化的随机性,本文无
法画出SW8的PS图形.
前面提到的测试函数SW3∼SW8的PS曲线类

型是正弦曲线类型,下面提出的测试函数的PS类型
是多项式类型.

SW9 :



min F (x, t) = (f1(x, t), . . . , fM (x, t))T.

f1(x, t) = |x1 − a|H(1 + gI(x, t));

f2(x, t) = |x1 − a− b|H(1 + gII(x, t));

a = | sin(0.5πt)|, b = 1 + | cos(2πt)|;

H = 0.5 + sin2(0.5πt);

yi = xi − 3−G(t) + λtx
α
1 ;

λt =
R1

10
, α =

R2

10
, G(t) = sin(0.5πt);

gI(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k+1, gII(x, t) =

⌊2/n⌋∑
k=1

y22k;

x1 ∈ [0, 3], xi ∈ [−1, 4], i = 2, 3, . . . , n.

(13)

SW9如式 (13)所示,结合了PS的垂直移动及旋
转和PS形状的变化,变量λt决定了x2与x1的PS曲
线的倾斜角度,α则决定着PS形状的弯曲程度. SW9
中引入了两个随机整数R1 ∈ (0, 10]和R2 ∈ (0, 10],
当环境变化一次,随机数R1和R2也会重新选取随机

数.当R1 = 0时,变量之间保持独立性,此时的PS为
xi = 3 +G(t), i = 2, 3, . . . , n;当R1 ̸= 0时,变量之间
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存在相关性,此时的PS变为xi = 3+G(t)−λtx
α
1 , i =

2, 3, . . . , n.

2 比较算法和性能指标

2.1 比较算法

本文使用新提出的测试函数来测评3个动态多
目标优化进化算法的性能.这3个算法分别是PPS[5]、

SGEA[16]和 DSS[17]算法.
PPS算法是文献 [5]提出的一种基于预测的方

法.首先, PS的信息被分为两部分:群体中心和流
形.基于群体中心和流形的历史信息, PPS利用一个
单变量自回归模型来预测下一代群体的中心和流

形.当环境发生变化时,根据预测的群体中心和流
形, PPS会产生新环境下的初始群体.

当检测到环境变化时, SGEA算法利用新旧环境
信息,预测下一群体的移动方向.环境变化后, SGEA
利用预测方向和最远距离选择方法重新初始化群

体.与传统的遗传算法一样, SGEA利用环境选择来
保护下一代的好解.

DSS算法利用旧信息预测下一个群体的移动方
向,当检测到环境变化后, DSS通过预测方向和局部
搜索重新初始化群体.另外, DSS中引入了一个类似
于梯度的加速策略,提高了算法的收敛性.

2.2 性能指标

好的比较实验能够帮助研究者更好地比较算法

的性能和测评测试函数的难度.本实验中选用了两
个多目标优化中的性能度量 IGD[18]和HVD[19]的改

进指标 IGD[5]和HVD,用来度量动态多目标优化进
化算法的性能并评价所提出测试函数的难度,这两个
性能度量能够同时度量算法的收敛性和分布性.

2.2.1 改进指标IGD
设PF∗是真实的Pareto前沿面的一组均匀分布

的点, PF是获得的Pareto前沿面的一组近似解. IGD
的计算方法如下:

IGD =
1

nPF∗

nPF∗∑
i=1

di. (14)

其中:nPF∗ = |PF∗|, di是PF∗的第 i个成员与PF的
欧氏距离. IGD测量算法所得的解的收敛性和分布
性, IGD值越小越好.一个好的 IGD值说明一个算法
同时在分布性和收敛性两方面表现好.

为了度量动态多目标优化算法的性能,文献 [5]
将IGD度量改进为

IGD =
1

Tn

Tn∑
T=1

IGD(T ). (15)

其中: IGD(T )是在第T个环境下的 IGD值,Tn是环

境总数.

2.2.2 改进指标HVD
HVD测量的是算法得到的Pareto前沿面和真实

Pareto前沿面的HV的差,其中HV表示的是由解集中
的个体与参考点在目标空间中所围成的超立方体的

体积. HVD值越小越好,越小说明得到的Pareto前沿
面越接近真实Pareto前沿面. HVD的计算方法如下:

HVD = HV(PF)− HV(PF∗). (16)

其中: HV(PF)是算法求得的Pareto前沿面的HV值,
HV(PF∗)是真实Pareto前沿面的HV值, HVD的参考
点为(z1 +0.5, z2 +0.5, . . . , zM +0.5),其中zj是真实

Pareto前沿面PF∗的第j个目标的最大值,M是目标
函数个数.
同样, HVD的度量改进为

HVD =
1

Tn

Tn∑
T=1

HVD(T ). (17)

其中HVD(T )是在第T个环境下的HVD值.

3 仿真实验研究

3.1 参数设置

本文实验中所使用的动态多目标优化算法的参

数与文献 [5,16-17]的参数一致.下面将一些统一的
参数作一说明:实验中,测试函数的决策变量个数n

均为11. 3个算法的种群规模N均取100.实验的终
止条件是进化代数τ达到50 + 3ntτt,实验中统一取
环境变化频率τt = 10,环境变化强度nt = 10.每个
算法对每个提出的测试函数都进行20次独立实验.

3.2 实验结果分析

基于新提出的测试函数,表 2和表 3分别记录
了算法PPS、SGEA和DSS在两种性能度量 IGD和
HVD上的实验结果,表中加粗的值是这3个算法在
该测试函数上表现最优的度量值.
表2是3个算法在仿真实验中得到的 IGD的均

值和方差, IGD的均值反映了一个算法所得解的多
样性和收敛性.通过观察表中的实验结果可知,除了
在测试函数SW1上的SGEA结果略优于DSS外,在一
些更复杂的问题上, DSS的 IGD值总是最好的,而表
现最差的是PPS.这说明DSS算法的收敛性和多样性
在这3个算法中是最好的.由表2还可知, 3个算法在
这些具有不同难度的问题上的表现基本具有一致性:
测试函数难度增加, 3个算法的结果都会变差.
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表 2 PPS、SGEA和DSS算法运行20
次后的 IGD度量的均值和方差

测试函数 PPS SGEA DSS

SW1 0.033 4(0.008 4) 0.012 4(0.001 2) 0.018 8(0.001)

SW2 0.113 1(0.059) 0.021 2(0.000 8) 0.019 2(0.003 1)

SW3 0.180 8(0.025 8) 0.122 4(0.020 2) 0.097 1(0.029 8)

SW4 1.794 7(0.185 7) 0.199 9(0.026 9) 0.146 (0.045 1)

SW5 0.477 7(0.05) 0.210 2(0.028 9) 0.042 9(0.174 2)

SW6 0.324 7(0.031 7) 0.133 6(0.010 9) 0.055 4(0.006 3)

SW7 0.793 6(0.053) 0.629 2(0.055 3) 0.045 5(0.021 2)

SW8 0.283(0.039 7) 0.154 3(0.043 7) 0.040 3(0.014)

SW9 0.400 2(0.061 9) 0.183 5(0.060 9) 0.061 4(0.013 6)

表 3 PPS、SGEA和DSS算法运行20
次后的 HVD度量的均值和方差

测试函数 PPS SGEA DSS

SW1 0.118 4(0.030 3) 0.059 5(0.006 6) 0.067 7(0.003 6)

SW2 0.439 3(0.277) 0.069 9(0.003 9) 0.060 3(0.008 2)

SW3 0.741 3(0.121 4) 0.565(0.077 3) 0.597 5(0.163 3)

SW4 19.286 8(3.427 2) 2.366 5(0.700 5) 1.081 6 (0.694)

SW5 2.495 2(0.400 7) 0.953 8(0.158 7) 0.204 4(0.036 7)

SW6 1.647 5(0.235 2) 0.742 4(0.059 1) 0.215 6(0.053 3)

SW7 7.959 2(1.388 2) 3.573 5(1.498 8) 0.171 9(0.075 6)

SW8 1.455 5(0.286 7) 0.748 1(0.163 3) 0.138 9(0.058 9)

SW9 2.038 2(0.57) 0.641 4(0.245 6) 0.244 7(0.089 2)

测试函数增加PS形状变化、PS移动模式变化和
随机性,会使函数的求解难度增加,也会给算法带来
挑战.对于SW1和SW2,由于SW2增加了PS垂直移
动, SW2的求解显然比SW1更难.由表2中的数据可
知, 3个算法求解SW2问题的结果显然差于SW1的结
果. SW3在SW1的基础上增加了PS波形数量的形状
变化,增加PS形状变化会提升函数的难度,表中实验
结果显示, 3个算法在SW3上的表现均差于SW1.同
样地, SW4在SW2的基础上增加了PS的振幅形状变
化,实验结果也验证了SW4的求解难度大于SW2.相
比SW3和SW5增加了“水平8”的PS移动变化, 3个
算法在SW5上的实验结果都劣于在SW3上的实验
结果. SW4∼SW7测试函数均结合了PS的形状变化
和PS移动,由表2中的实验数据可知,相比只增加PS
移动或PS形状变化, PS形状变化和PS移动的结合

使问题变得更有难度. SW8和SW9中均引入了随机
性, SW8中引入的是形状随机,相比SW3的实验结果
可得,测试函数中引入形状随机比引入有规律的形状
变化对算法而言更具有挑战性. SW9中增加了移动
随机,相比SW2在表2中的数据可知,对算法而言,测
试函数中引入随机移动比引入固定的移动模式更具

有挑战性.
相比SW1和SW2,测试函数SW3∼SW9均存在

变量相关性的特性.观察表2可知, PPS、SGEA和DSS
在SW3∼SW9上的实验结果均比在SW1、SW2上的
结果差.这说明,变量相关性对算法也是一个挑战.
表3是PPS、SGEA和DSS这3个算法在实验中

获得的HVD的均值和方差. 3个算法在HVD上的表
现和在 IGD上的表现基本一致.与此同时,测试函数
难度的增加,如PS形状发生变化,使得算法的HVD
值变差,这也与 IGD值保持一致.由表 3可知, DSS
在测试函数SW2和SW4∼SW9上的表现优于PPS
和SGEA.但在测试函数SW1和SW3上,算法SGEA
的表现要比DSS和PPS好.由表 3中的数据可以看
出,虽然SGEA在SW1和SW3上的结果比DSS好,但
DSS的结果与SGEA的结果很接近.

4 结 论

动态多目标优化测试函数的设计是动态多目标

优化研究的一个重要方向.本文从PS形状变化的角
度,结合已有的PS移动模式,设计了一组新的测试函
数集.本文利用所提出的测试函数集对3个具有代表
性的算法进行了测试,仿真实验结果与已有文章的
结论一致,这说明所设计的测试函数能够有效地对算
法进行评估.实验结果同样说明,引入PS形状的复杂
变化,使动态多目标优化测试函数的求解变得更加困
难,且这些测试函数给算法带来了挑战.在未来的研
究工作中,动态多目标优化测试函数的设计不仅要考
虑动态问题的复杂性,还要考虑动态问题是否更接近
现实.
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