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双层多态加权k/n系统可用性模型与冗余设计优化

李 婧1, 陈光宇1†, 唐 菱2, 王瑞琦1

(1. 电子科技大学经济与管理学院，成都 611731；
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摘 要: 鉴于当前多态系统可用性模型刻画分层性能要求的不足,定义一种更加通用的双层多态加权k/n系统,
提出新的分层运算符结合通用生成函数的方法解决权重的跨层次依赖问题,建立系统可用度模型;针对多态系统
冗余设计面临的“子系统和部件综合选择问题”,构建可用度约束下的系统总成本优化模型,利用遗传算法编程获
取各子系统和部件的经济数量;以某供电系统为例验证所提出模型及方法的正确性和有效性,并对比说明双层性
能要求对系统可用性和经济性的影响. 研究成果可为复杂系统在不同性能要求下的设计优化提供决策支持.
关键词: 多态系统；可用性；双层性能要求；通用生成函数；设计优化

中图分类号: TP273 文献标志码: A

DOI: 10.13195/j.kzyjc.2018.1752 开放科学 (资源服务)标识码 (OSID):

引用格式: 李婧,陈光宇,唐菱,等.双层多态加权 k/n系统可用性模型与冗余设计优化 [J]. 控制与决策, 2020 ,
35 (11 ): 2752-2760.

Availability modeling and redundancy design optimization of dual
hierarchical multi-state weighted k-out-of-n system
LI Jing1, CHEN Guang-yu1†, TANG Ling2, WANG Rui-qi1

(1. School of Management and Economics，University of Electronic Science and Technology of China，Chengdu 611731，
China；2. Research Center of Laser Fusion，China Academy of Engineering Physics，Mianyang 621900，China)

Abstract: Aiming at the limitations of present multi-state systems in characterizing hierarchical performance
requirements, a more general dual hierarchical multi-state weighted k-out-of-n system is defined. A new method
combining hierarchical operators with universal generation functions is developed to solve the problem of weight
dependencies across the different levels to access the availability of the proposed system. Then, the system total cost
optimization model under the availability constraint is constructed to study the problem of integrated selection of
subsystems and components in system design. The genetic algorithm is adopted to obtain the economic quantities of
various subsystems and components. Finally, a power system is demonstrated for the correctness of the presented
approach and the effects of the dual hierarchical performance requirements on system availability and cost. The results
can offer implications for the design optimization of complex systems under different performance requirements.
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0 引 䀰

随着复杂系统可靠性研究的深入,人们发现系统
及组成单元在失效演化过程中会呈现不同性能水平

或多个失效模式,如供电系统、计算机系统及运输系
统等[1-2].常规二态可靠性理论不能准确描述此类系
统的复杂失效过程,迫切需要开展多态可靠性理论研
究.多态可靠性理论能揭示复杂系统多状态的本质
特征,客观反映系统状态的演变规律,避免系统性能

分析与可靠性分析相脱节,具有重大的科学意义和工
程价值[3].其中,可用度作为综合反映系统可靠性、维
修性和保障性的重要参数,表征满足特定性能要求的
能力[4].

多态系统的非布尔逻辑属性增加了可用性

建模的难度.通用生成函数 (universal generating
function, UGF)方法作为一种简洁、高效的离散随机
变量组合运算方法,已广泛应用于多态系统的可靠性
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或可用性研究中[5].相比扩展布尔模型、递归算法及
随机仿真等方法, UGF方法运算速度快,便于数值实
现,可评价具有不同拓扑结构、不同要素间相互作用、
不同物理性能指标的系统可靠度或可用度[6].例如:
文献 [7]利用UGF方法结合模糊集技术近似计算了
多态加权k/n系统可靠度;文献 [8-9]通过UGF方法
评价了具有性能共享机制的多态串并联系统可用度;
文献 [10]将通用生成函数方法与全概率理论相结合,
建立了多阶段任务多态串并联系统的可用度模型.
现有多态系统可用性模型多考虑单一性能要求,

其状态概率为系统权重阈值的函数.其中“权重”表
示部件或系统的性能水平.文献 [11]提出了多态加
权k/n系统模型,规定系统状态概率为部件权重之和
不小于系统该状态权重阈值的概率;在多态串并联
系统的研究中,文献 [12-13]定义当且仅当最小子系
统权重不小于系统权重阈值时,系统可用;针对多态
桥联系统,文献 [14]将系统可用度定义为系统总权重
不小于系统权重阈值的概率.以上研究为多态系统
可用性分析与性能分析相结合提供了基础和思路,
给出了单一性能要求情形下系统的可用度定义,但
无法应用于具有双层性能要求的复杂多态系统.例
如,某飞机发电系统由多个并联发电子系统构成,子
系统由若干个发电机组组成.由于机械零件和电气
组件的老化和衰退使发电机组在寿命期内具有多个

不同的工作效率,发电系统有不同的输出功率 (性能
水平).为保证系统持续稳定供电,要求系统总输出功
率不低于整体负荷,同时各发电子系统输出功率应满
足相应的低压和高压配电系统负荷[15].文献 [16]在
城市基础设施系统的可靠性研究中提到政府通过制

定系统各层单元的性能要求判断系统的老化程度以

便维护,但在其系统状态定义和可靠性建模中只考虑
了系统层的性能要求;引入子系统层性能要求,文献
[17]推导了双层加权k/n系统可靠度边界的解析式,
但没有考虑部件的多态特性.针对上述问题,本文在
多态加权k/n系统的基础上,将单层k/n结构扩展为

双层,综合考虑系统层和子系统层性能要求,构建双
层多态加权k/n系统可用度模型,以此研究其设计优
化问题.本文系统状态定义不仅涵盖了传统单一性
能要求的情形,还考虑了多性能要求以及不同性能要
求的层次性特征,具有普遍的适用性.

目前,多态系统的设计优化较少涉及双层性能要
求,且多关注系统底层的“部件选择问题”.以系统可
靠度或可用度为目标函数,文献 [18]通过构建已知部
件状态概率上下界的多态串并联系统冗余优化模型,

在成本约束下得到满足可用度边界的各子系统所需

部件的最优数量;文献 [19]研究了部件失效率服从威
布尔分布的多态串并联系统的冗余分配问题,在系
统总成本约束下最大化系统可靠度,决策变量为不同
类型部件的数量;文献 [20]在子系统部件不同质的情
形下建立了系统混合冗余优化模型,得到满足系统成
本及性能约束的最优活动及备用部件的类型和数量;
以系统成本为目标函数,文献 [10]研究了随机重构的
可修多态串并联系统的冗余优化问题,在可用度约束
下优化部件数量以最小化系统运行成本;文献 [14]在
多态桥联系统可用度和性能水平的约束下构建了系

统总成本优化模型,得到各子系统部件的最优类型及
数量;文献 [21]将多态加权k/n系统期望可用度及其

成本的差值作为净现值函数,以最大化净现值函数为
目标求解部件配置类型及数量;文献 [22]考虑了管理
技术和组织行为对多态串并联系统可靠度的影响,得
到满足可靠度约束的最优部件数量及子系统层和部

件层管理技术和组织行为.上述研究解决了不同约
束和目标函数下的“部件选择问题”,但都无法同时
优化子系统及部件的类型及数量,为系统工程师提供
完整的设计优化方案.特别是在多态串并联系统的
优化研究中,多假设子系统类型及数量已知.
综上,本文考虑系统层及子系统层权重阈值定义

一种新的多态系统,基于UGF建立其可用度模型;并
针对“部件和子系统的综合选择问题”,构建可用度
约束下的系统总成本优化模型,以获取各单元类型及
数量的合理配置.最后,通过具体算例验证模型及算
法的有效性,并分析双层权重阈值对系统可用性及设
计优化结果的影响.

1 系统描述

1.1 多态部件

多态部件从性能水平和失效模式角度可分为两

类,主要区别为是否具有内在顺序[23].本文考虑部件
多性能水平的情形,设部件j(j ⩾ 1)有M + 1个不同

的状态,处于状态m(m = 0, 1, . . . ,M )的性能水平和
概率为 gmj

, pmj
.当部件处于较好状态时,性能水平

较高;完全失效时性能水平为零,即g0j = 0.
马尔科夫模型被广泛应用于多态部件或系统状

态转移随机过程的建模[1].假设部件间统计独立,其
失效和维修时间均服从指数分布,且不同状态间转移
只发生在相邻状态.部件的马尔科夫状态转移图如
图1所示.
在图1中:λα,β(α, β = 0, 1, . . . ,M, α > β)为部

件的失效率;µα,β(α, β = 0, 1, . . . ,M, α < β)为修复
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图 1 多态部件的马尔科夫状态转移图

率.部件j的状态转移速率矩阵Ej为

Ej =


a0,0 a0,1 . . . a0,M

a1,0 a1,1 . . . a1,M
...

...
. . .

...
aM,0 aM,1 · · · aM,M

 .

aα,β =


λα,β, α > β;

µα,β, α < β;

−
∑
α̸=β

aα,β, α = β.

(1)

1.2 系统状态定义

在部件多性能水平情形下,文献 [11]提出了多态
加权k/n系统,规定当系统权重不小于顶层权重阈值
km时,系统处于状态m及以上.基于此,本文综合考
虑系统顶层和子系统层权重阈值,定义一种新的双层
k/n结构的多态系统.
该系统及其子系统都为表决结构.系统层和子

系统层分别由N和n(n,N ⩾ 1)个不同子系统和部

件组成.其中子系统和部件分别有I和J(I, J ⩾ 1)种

类型.子系统i(i = 1, 2, . . . , I)的数量为Ni(0 ⩽ Ni ⩽
N),由ni(0 ⩽ ni ⩽ n)个多态部件组成,其中部件
j(j = 1, 2, . . . , J)的数量为nij(0 ⩽ nij ⩽ ni).系统
的可靠性框图如图2所示.
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图 2 双层多态加权k/n系统可靠性框图

由于并联子系统与部件共同承担任务,系统权重
为各子系统权重之和,子系统权重为所含部件权重
之和.规定当且仅当系统及各子系统权重都不小于
相应的权重阈值时,系统处于状态m及以上,视为系

统可用.令随机变量G和Gi表示系统及子系统i的权

重,则系统可用度为

A(km, kmi
) = pr{ϕ ⩾ m} =

pr{G ⩾ km
∩
G1 ⩾ km1

∩
. . .

∩
GI ⩾ kmI

} =

pr{B
∩
B1

∩
. . .

∩
BI}. (2)

其中:系统及子系统 i处于状态m的权重阈值km和

kmi
都为不小于 0的正实数;系统最差状态为 0,则

pr{ϕ ⩾ 0} = 1;事件B、Bi分别表示系统、子系统

i的权重不低于阈值.
事实上,单一权重阈值的多态系统是上述系统的

特例.当km1
= km2

= . . . = kmI
= 0且km ̸= 0时,

为多态加权k/n系统;当km1
= km2

= . . . = kmI
且

km = 0时,为多态串并联系统.
与传统多态系统类似,上述系统权重及其子系统

权重具有依赖性,满足以下关系式:

G =

I∑
i=1

Ni ·Gi. (3)

当仅考虑系统权重阈值时,可基于式 (3)得到系
统通用生成函数,并通过定义运算符求解令事件B成

立的系统概率分布,如文献 [11].但当系统层和子系
统层都有权重阈值时,由于权重具有跨层次依赖性,
且系统顶层权重阈值无法具体表征各子系统权重阈

值,事件B与Bi互不独立且不能彼此映射.此时,单
纯基于系统层通用生成函数难以筛选令事件B和Bi

同时成立的状态概率分布.显然,权重的跨层次依赖
性及权重阈值的分层性增加了系统可用度建模的复

杂性和困难度.

2 系统可用度模型

为解决权重的跨层次依赖问题,明确依赖性与层
次性的对应关系,借鉴文献 [24]的层次化分解思想,
通过分层运算符结合UGF的方法评价系统可用度.
文献 [6]详细论述了UGF方法及其应用,其基本

原理是将离散随机变量表示为多项式形式,根据离
散随机变量的运算法则定义多项式的组合算子,并
通过组合运算得到最终离散随机变量的多项式.以
下基于UGF原理,根据部件多态属性及系统结构,
通过组合算子自下而上逐层递归生成子系统及系

统UGF;然后定义系统层及子系统运算符,分层筛选
UGF中不小于权重阈值的状态概率分布,求解系统
可用度.解决权重跨层次依赖问题的关键是,通过
分层运算符逐层分解权重阈值,实现在事件Bi成立

的前提下筛选令事件B成立的系统权重及概率分

布.具体步骤如下.
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step 1:计算部件状态概率生成部件UGF.
令pj(t) = (p0j (t), p1j (t), . . . , pMj

(t))表示t时刻

部件 j在状态 0, 1, . . . ,M的概率向量.根据式 (1)的
状态转移速率矩阵Ej建立部件的Kolmogorov微分
方程式

dpj(t)

dt = pj(t) ·Ej . (4)

在任意时刻t,部件所有状态概率之和为1,即

pj(t)
T · 1 = 1. (5)

结合初始条件 p0j (0) = 0, p1j (0) = 0, . . . ,

p(M−1)j
(0) = 0, pMj

(0) = 1,求解式 (4)和 (5),并令
t → ∞,可得部件处于状态m的概率为pmj

.已知部
件j处于状态m的权重为gmj

,生成部件j的UGF为

Uj(z) =
M∑

m=0

pmj
zgmj . (6)

step 2:定义子系统层运算符生成子系统UGF.
初始UGF由部件UGF经组合算子进行组合运

算得到.利用并联组合算子Ω
[6]
par可生成子系统 i的初

始UGF,用U0
i (z)表示为

U0
i (z) = Ωpar(U1(z), U2(z), . . . , UJ(z)) =

Ωpar

( M∑
m=0

pm1
zgm1 ,

M∑
m=0

pm2
zgm2 , . . . ,

M∑
m=0

pmJ
zgmJ

)
=

M∑
m=0

. . .

M∑
m=0

( J∏
j=1

(pmj
)nijzφi(gmj

)
)
. (7)

U0
i (z)以多项式的形式给出了子系统 i所有可能

的权重值及其概率分布.基于此,考虑系统运行对子
系统层的性能要求,定义子系统 i的运算符δi,在初始
UGF中筛选令事件Bi成立的状态权重及概率,生成
子系统UGF,记为

Ui(z) = δi(U
0
i (z), kmi

) =

δi

( M∑
m=0

. . .

M∑
m=0

( J∏
j=1

(pmj
)nijzφi(gmj

)
)
, kmi

)
=

M∑
m=0

. . .
M∑

m=0

( J∏
j=1

(pmj
)nijzφi(gmj

)
)
·

1(φi(gmj
) ⩾ kmi

) =( M∑
m=0

pmi
zgmi

)
· 1(gmi

⩾ kmi
). (8)

其中: gmj
= (gm1

, gm2
, . . . , gmj

)为子系统 i中部件的

权重向量; pmi
和 gmi

为子系统 i处于状态m的概率

和权重; 1(·)为效用函数, 1(TRUE) = 1; 1(FALSE)
= 0; φi(·)为子系统 i的结构函数,在并联结构中表示
所含部件权重之和,即

φi(gmj
) =

J∑
j=1

nij · gmj
. (9)

step 3:组合运算子系统UGF生成系统UGF.
利用组合算子 Ωpar,由子系统 UGF得到系统

UGF,有

U(z) = Ωpar(U1(z), U2(z), . . . , UI(z)) =

Ωpar

(( M∑
m=0

pm1
zgm1

)
· 1(gm1

⩾ km1
), . . . ,

( M∑
m=0

pmI
zgmI

)
· 1(gmI

⩾ kmI
)
)
=

M∑
m=0

· · ·
M∑

m=0

( I∏
i=1

(pmi
)
Ni · 1(gmi

⩾ kmi
)
)
· zφ(gmi

).

(10)

其中: gmi
= (gm1

, gm2
, . . . , gmI

)为子系统的权重向

量; pm和gm为系统处于状态m的概率和权重;系统
的结构函数为

φ(gmi
) =

I∑
i=1

Ni · gmi
. (11)

step 4:定义系统层运算符构建可用度模型.
考虑系统层性能要求,通过定义系统层运算符δ

筛选令事件B成立的系统状态概率,得到系统处于状
态m或以上的概率,即可用度为

A(km, kmi
) = δ(U(z), km) =

δ
( M∑

m=0

· · ·
M∑

m=0

( I∏
i=1

(pmi
)
Ni · 1(gmi

⩾ kmi
)
)
·

zφ(gmi
), km

)
=

M∑
m=0

pm · 1(φ(gmi
) ⩾ km). (12)

以上建模方法也适用于单一权重阈值的多态系

统.以文献 [22]的多态串并联系统为例,其可用度为
最小子系统权重不小于权重阈值w的概率,即所有子
系统权重都不小于w的概率.根据上述算法步骤可
得其系统UGF及可用度为

U(z) = Ωpar(U1(z), U2(z), . . . , UI(z)) =

M∑
m=0

· · ·
M∑

m=0

( I∏
i=1

(pmi
)
Ni · 1(gmi

⩾ w)
)
· zφ(gmi

),

(13)
A(0, w) = δ(U(z), 0) =

δ
( M∑

m=0

· · ·
M∑

m=0

( I∏
i=1

(pmi
)
Ni · 1(gmi

⩾ w)
)
·

zφ(gmi
), 0

)
=

M∑
m=0

pm. (14)
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上述分层运算符结合UGF的可用度建模方法,
综合考虑了系统层和子系统层的权重阈值,克服了权
重的跨层次依赖问题.较单一权重阈值下的建模方
法适用范围更广,能更有效支撑系统的设计优化.

3 系统设计优化

可用度和成本是系统设计优化中的两个重要评

价指标[4].本文以最小化系统总成本为目标,在满足
系统可用度约束的条件下,研究系统中“子系统和部
件的综合选择问题”,即在有限类型的子系统和部
件中选择经济效益较高的组合,并确定组合中各类
型单元的冗余度.优化问题的决策变量为组成单元
的类型及其数量.设决策向量为X = (X1,X2).其
中:X1 = (x1,x2, . . . ,xI)为部件层决策向量,xi =

(ni1, ni2, . . . , niJ);X2 = (N1, N2, . . . , NI)为子系统

层决策向量.
文献 [13,22]的多态系统成本为部件成本及其数

量的函数.其中,部件成本由单位成本与间接成本组
成.本文逐层迭代将上述成本函数进行扩展.具体地,
设子系统 i的成本由单位成本Ci

0与间接成本Ci
u(xi)

组成,即

Ci(xi) = Ci
0 + Ci

u(xi), (15)

Ci
u(xi) = Cij

0 +

J∑
j=1

nij · Cij
u . (16)

其中:Ci
0为固定不变的值,Ci

u(xi)为所含部件单位成

本Cij
0 及间接成本Cij

u 的函数.
系统总成本为各子系统成本之和,即

C(X) =

I∑
i=1

Ni · Ci(xi). (17)

基于所提系统可用度模型及总成本函数,建立以下优
化模型:

y = min C(X); (18)

s.t. A(km, kmi
) ⩾ Â, (19)

0 ⩽ nij ⩽ Nij , (20)

Ni ⩾ 1, (21)

nij , Ni∈Z, i=1, 2, . . . , I, j=1, 2, . . . , J. (22)

模型中,目标函数为系统总成本.约束条件 (19)确保
系统可用度不小于设计要求值 Â;约束条件 (20)限定
子系统 i中部件j的数量不能高于Nij ,Nij为常数,表
示系统中各子系统配置部件数量的最大值;约束条
件(21)确保系统中子系统i的数量不低于1;约束条件
(22)确保各类型子系统和部件数量为整数.

上述优化问题为非线性整数规划问题,且可行解

随系统层次和单元数量的增加呈指数级增长.遗传
算法 (genetic algorithm, GA)作为一种启发式搜索算
法,对目标函数的可导性和连续性要求较低,且全局
收敛性较快,适用于较大规模系统的优化[25].本文采
用遗传算法,利用Matlab编程求解优化问题,基本步
骤如下.

step 1:根据决策变量取值范围初始化种群.由于
优化模型的决策变量均为正整数,采用整数编码.设
置染色体种群规模N-num,随机产生N-num个初始可
行解个体,记为V0 = (v1 . . . , vl, . . . , vN-num).染色体
vl表示可行解个体,其形式为

vl = (n11, . . . , n1J , . . . , nI1, . . . , nIJ , N1, . . . , NI).

step 2:根据个体适应度大小评估种群中个体的
优劣,对个体进行选择,以保证适应性能好的个体有
更多的机会繁殖后代,使优良性得以遗传.由于优化
模型为有约束问题,利用惩罚因子将目标函数与非线
性约束函数结合转化为无约束问题.个体 vl对应的

GA适应度函数为

fl = Cl + η1 · max (Â−Al(km, kmi
), 0)+

η2 ·
I∑

i=1

J∑
j=1

max(nij −Nij , 0)+

η3 ·
I∑

i=1

max(1−Ni, 0), (23)

其中η1, η2, η3为惩罚因子.当约束条件满足时不予以
惩罚,个体vl的适应度为Cl;否则予以惩罚.

step 3:父代种群经过选择、交叉、变异之后产
生新一代种群.根据个体适应度对初始种群采用轮
盘赌选择方式执行选择操作,确定父代种群.对父代
种群作交叉概率为Pc的多点交叉运算,产生种群Vlc,
再对种群Vlc以变异概率Pm作变异运算产生新种群

Vl+1.
step 4:判断迭代次数或种群平均适应度变化程

度是否达到预设值:若达到,则终止计算,输出结果;
否则返回执行step 2.
与文献 [13, 22]中仅优化底层部件不同,本文的

优化模型可同时优化系统各层次单元的配置类型及

数量.

4 算例分析

借鉴文献 [22]的供电系统数据验证本文模型及
方法的正确性和有效性.该系统包含N = 3个并联

子系统1和子系统2,分别由不同型号的电源组成.依
据各型号电源性能水平 (输出功率)在充放电过程中
的退化程度不同,将子系统1中的电源状态划分为0、
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1、2,子系统2的电源状态为0、1.其中,状态0为完
全失效状态,输出功率 g0i = 0MW.系统处于状态
m = 1及以上时视为可用.此时,系统运行的整体性
能要求为k1 = 1400MW,子系统1和子系统2的性能
要求分别为k11 = 350MW, k12 = 400MW.依据以上
描述,该系统为典型的双层多态加权k/n系统.供电
系统中子系统及电源的相关参数如表1所示.

表 1 供电系统中组件及电源相关参数

子系统 Ni 电源 nij g1i
/ MW g2i

/ MW λ1,0 λ2,1 µ0,1 µ1,2

1 2 1 6 50 100 0.08 0.09 0.4 0.5

2 1
1 4 80 − 0.05 − 0.30 −
2 3 100 − 0.06 − 0.35 −

4.1 供电系统可用度

依据第 2节的建模步骤评价供电系统的可用
度.利用Matlab编程求解式 (4)的微分方程,并令 t →
∞,计算子系统1中电源1的稳态概率分布.由式 (6)
得到其UGF为

U1(z) = 0.021 2z0 + 0.105 8z50 + 0.873z100.

类似地,子系统2中电源1和电源2的UGF分别为

U1(z) = 0.142 3z0 + 0.857 7z80,

U2(z) = 0.146 6z0 + 0.853 4z100.

基于电源UGF,利用并联组合算子Ωpar分别生

成子系统1和子系统2的初始UGF.其中子系统1由
n12 = 6个电源1并联组成,有

U0
1 (z) =

Ωpar(U1(z), U1(z), U1(z), U1(z), U1(z), U1(z)) =

0.000 1z250 + 0.000 5z300 + 0.003 1z350+

0.014 8z400 + 0.054 8z450 + 0.162z500+

0.321 9z550 + 0.442 7z600.

类似地,由n21 = 4个电源1和n22 = 3个电源2
并联组成的子系统2的初始UGF为

U0
2 (z) = Ωpar(U1(z), U1(z), U1(z), U1(z),

U2(z), U2(z), U2(z)) =

0.000 3z160 + 0.000 5z180 + 0.000 1z200+

0.001 1z240 + 0.004 9z260 + 0.003 2z280+

0.000 3z300 + 0.001 7z320 + 0.019 8z340+

0.028 6z360 + 0.006 1z380 + 0.029 8z420+

0.115z440 + 0.055 6z460 + 0.173 3z520+

0.223 2z540 + 0.336 4z620.

由式 (8)的运算符δ1和δ2得到子系统1和子系统

2的UGF为

U1(z) = δ1(U
0
1 (z), 350) =

0.003 1z350 + 0.014 8z400 + 0.054 8z450+

0.162z500 + 0.321 9z550 + 0.442 7z600,

U2(z) = δ2(U
0
2 (z), 400) =

0.029 8z420 + 0.115z440 + 0.055 6z460+

0.173 3z520 + 0.223 2z540 + 0.336 4z620.

由式(10)生成系统UGF,即

U(z) = Ωpar(U1(z), U1(z), U2(z)) =

0.000 3z1 290 + . . .+ 0.004 1z1 420+

0.010 8z1 440 + . . .+ 0.063 6z1 690+

0.117 1z172 0 + . . .+ 0.065 9z1 820.

最后,由式(12)的运算符δ得到系统可用度为

A(1 400, 350, 400) = δ(U(z), 1 400) =

0.004 1z1 420 + . . .+ 0.117 1z1 720+

0.043 7z1 740 + . . .+ 0.065 9z1 820 = 0.932 1.

为进一步研究双层权重阈值对系统可用度的影

响,利用Matlab编程求解给定权重阈值下的系统可
用度,并绘制系统可用度A(k1, k1i)随系统层权重阈

值k1及子系统层权重阈值k1i变化的三维趋势图,如
图3所示.

0
0 200 400 600 1.0

1 5.
2.0

0.2

0.4
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k1i
/ MW k1 / MW10
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i

图 3 双层权重阈值下系统可用度的变化

图3展示了双层权重阈值下系统可用度变化的
完整过程,说明系统层权重阈值和子系统层权重阈值
都会影响系统可用度,且随着阈值的升高,系统可用
度呈非线性下降趋势.
为了更直观地对比单一权重阈值与双层权重阈

值下的可用度,将单一系统层权重阈值 (k11 = k12 =

0MW)和子系统层权重阈值 (k1 = 0MW)两种情形
下的可用度与给定双层权重阈值下的可用度进行对

比,如图4所示.
由图4可知: 1)相比考虑单一权重阈值的两种情

形 (实线所示),双层权重阈值下的系统可用度 (虚线
所示)较低,这是因为双层权重阈值的约束性更强,系
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统可用性要求更严格; 2) 双层权重阈值情形下,系统
层权重阈值或子系统权重阈值的升高会导致系统可

用度降低; 3) 单一系统层权重阈值的情形 (k11 = k12

= 0MW且k1 ̸= 0MW)下,系统简化为多态加权k/n

系统,此时可用度随系统层权重阈值的升高而降低,
这与文献 [4]的结论一致.以上结果验证了本文可用
度建模方法的正确性及解决权重跨层次依赖问题的

有效性,进一步表明了研究双层权重阈值的必要性.
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图 4 单一权重阈值与双层权重阈值的可用度对比

4.2 供电系统冗余设计

现系统工程师需要扩大当前供电系统规模以满

足更高的配电负荷.已知高配电负荷下新系统及其
子系统的性能要求为k1 = 3000MW, k11 = k12 =

500MW.可选子系统及电源的相关参数见表2.
设计的目的是在满足可用度约束的条件下,优

化选择子系统及电源的类型和冗余度 (数量),以
使系统总成本最低.决策变量为 n11, n12, n13, n21,

n22, n23, n24, N1, N2.
由式(17)和(18)可得上述优化问题的GA适应度

函数

f =
I∑

i=1

Ni ·
(
Ci

0 + Cij
0 +

J∑
j=1

nij · Cij
u

)
+

η1 · max (Â−A(km, kmi
), 0)+

η2 ·
I∑

i=1

J∑
j=1

max(nij −Nij , 0)+

η3 ·
I∑

i=1

max(1−Ni, 0). (24)

其中: η1= η2 = η3 = 10 000,Nij = 5, i = 1, 2, j = 1,
2, 3, 4.
利用Matlab执行GA,设置种群规模N-num =

500,交叉率Pc = 0.8,变异率Pm = 0.1,最大迭代次
数Nmax-gen = 200.为避免遗传算法的随机性问题,
重复运行20次取最好结果作为最优解,得到可用度
设计要求值 Â = 0.9, 0.95, 0.99时的优化结果见表

3.结果说明,随着可用度设计要求值的提高,系统总
成本升高.
为分析权重阈值对系统优化结果的影响,令Â =

0.9不变,分别考虑单一系统层和子系统层权重阈值
求解优化模型.当k11 = k12 = 0MW, k1 = 1000,

2 000, 3 000, 4 000, 5 000MW时,得到各子系统和部
件数量及系统总成本见表4;当k1 = 0MW, k11 = k12

= 250, 500, 750, 1 000, 1 250 MW时,给定子系统1和
子系统2的数量为N1 = N2 = 1,得到各部件数量
及系统总成本见表5.
表 4显示,系统层权重阈值越高,优化得到的子

系统或部件数量越多,系统总成本越高.与系统层权
重阈值类似,子系统层权重阈值的升高也会导致单元
数量增加,系统总成本升高,如表 5所示.因为权重阈

表 2 可选子系统及电源相关参数

子系统型号 电源型号 g1j
/ MW g2j

/ MW λ1,0 λ2,1 µ0,1 µ1,2 Ci
0/元 Cij

0 /元 Cij
u /元

1
1 50 100 0.08 0.09 0.4 0.5

100 50
18

2 30 60 0.04 0.05 0.4 0.6 25
3 60 120 0.05 0.06 0.4 0.7 40

2
1 80 − 0.05 − 0.30 −

120 60
30

2 100 − 0.06 − 0.35 − 35
3 180 − 0.03 − 0.45 − 60
4 210 − 0.02 − 0.40 − 80

表 3 不同可用度设计要求值下的优化结果

可用度设计要求值 Â
子系统数量 电源数量

总成本 /元 可用度

N1 N2 n11 n12 n13 n21 n22 n23 n24

0.90 2 1 1 5 4 3 3 3 1 1 541 0.943 6
0.95 2 1 3 4 3 4 4 2 2 1 568 0.951 5
0.99 2 1 3 3 4 5 3 3 1 1 573 0.998 5
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表 4 不同系统层权重阈值下的优化结果

系统层权重阈值 k1/ MW
子系统数量 电源数量

总成本 /元 可用度

N1 N2 n11 n12 n13 n21 n22 n23 n24

1 000 1 1 2 1 3 1 1 1 1 716 0.990 1
2 000 1 1 2 2 0 4 4 4 2 1 076 0.963 0
3 000 2 1 3 3 5 1 5 1 1 1 533 0.983 6
4 000 2 1 5 4 5 5 2 3 4 1 980 0.978 2
5 000 3 1 5 5 4 3 4 3 3 2 405 0.907 3

表 5 不同子系统层权重阈值下的优化结果

子系统层权重阈值k1i
/ MW

电源数量
总成本 /元 可用度

n11 n12 n13 n21 n22 n23 n24

250 1 2 1 1 1 1 1 643 0.970 1
500 1 5 2 2 2 2 1 788 0.988 0
750 4 4 3 2 2 1 1 892 0.972 4

1 000 4 4 4 1 2 4 1 1 082 0.941 0
1 250 5 4 5 2 2 3 5 1 430 0.982 3

值越高,系统可用性要求越严格,为了满足可用度约
束,需要配置更多的子系统或部件,从而需投入更高
的成本.上述结果表明,在设计优化过程中,系统层和
子系统层权重阈值都会影响单元数量及系统总成本,
仅考虑单一权重阈值是不够的.
为进一步明确双层权重阈值对系统总成本的影

响规律,并与单一权重阈值进行对比,令 Â = 0.90不

变,分别将单一系统层权重阈值 (k11 = k12 = 0MW)
和子系统层权重阈值 (k1 = 0MW)两种情形下的成
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图 5 单一权重阈值与双层权重阈值的成本对比

本与给定双层权重阈值情形下的成本进行对比,结果
如图5所示.图5表明: 1)系统层和子系统层权重阈值
的引入会影响系统总成本的优化结果,且随着权重阈
值的升高呈上升趋势; 2) 相比单一权重阈值 (实线所
示),双层权重阈值 (虚线所示)下优化后的系统总成
本更高.因为双层权重阈值的约束更强,导致优化后

的总成本更高.
综合表3∼表5可知,本文优化模型不仅能解决

系统设计中“子系统和部件的综合选择问题”,也能
解决已知子系统数量的“部件选择问题”.与文献[22]
中仅考虑部件数量的优化模型相比,本文优化模型的
通用性和灵活性更强.

5 结 论

复杂多态系统可用性与经济性的综合研究是系

统可靠性理论的重要组成部分.本文以双层多态加
权k/n系统为研究对象,提出了更灵活通用的系统可
用度模型和冗余设计优化方法.算例分析验证了方
法及模型的正确性和有效性,结果显示: 1) 权重阈值
越高,表明系统可用性要求越严格,会导致优化后的
系统总成本升高; 2) 相比单一权重阈值,考虑双层权
重阈值优化后的系统总成本更高,原因是双层权重阈
值的约束更强.因此,在有双层性能要求的系统设计
优化中,仅考虑放松的单一权重阈值的可用度约束条
件,将导致设计优化结果不能满足任务要求.上述研
究成果有助于系统工程师解决复杂系统设计中的性

能提升和经济规模的综合决策问题,具有一定工程应
用价值.
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