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基于反演算法的严格反馈非线性系统固定时间跟踪控制

陈 明†, 安思宇
(辽宁科技大学 电子与信息工程学院，辽宁 鞍山 114000)

摘 要: 针对一类严格反馈非线性系统,研究固定时间跟踪控制问题.基于反演控制策略及Lyapunov稳定性理论,
给出使系统全局固定时间稳定的充分条件和设计步骤.所提出的反演控制方案可以消除控制器存在的奇点问题,
保证系统的跟踪误差在固定时间内收敛于原点的一个小邻域内,且收敛时间与系统的初始状态无关.最后,通过
一个数值仿真示例验证了所提出设计方案的有效性.
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Fixed-time tracking control for strict-feedback nonlinear systems based
on backstepping algorithm
CHEN Ming†, AN Si-yu

(School of Electronic and Information Engineering，University of Science and Technology Liaoning，Anshan 114000，
China)

Abstract: The problem of fixed-time tracking control is investigated for a class of strict-feedback nonlinear systems.
Based on the backstepping control strategy and Lyapunov stability theory, the sufficient conditions and design steps for
globally fixed-time stable of the system are given. The proposed backstepping control scheme eliminates the singularity
problem that may occur in the controller design, and ensures that the tracking error converges to a small neighborhood of
the origin within fixed-time interval, meanwhile, the convergence time is independent of the initial states of the system.
Finally, the effectiveness of the proposed scheme is verified by a numerical simulation example.
Keywords: finite-time stability；fixed-time control；tracking control；backstepping control；virtual control laws；strict-
feedback nonlinear systems

0 引 䀰

在许多实际系统中 (如运载器姿态跟踪控制系
统等),人们除了对其稳定性感兴趣外,更关心的是系
统的瞬态性能.有限时间稳定,是人们为了改善系统
的瞬态性能而提出的、与通常意义下稳定性迥然不

同的概念.近年来,非线性系统有限时间稳定问题已
成为研究热点之一,并取得了很多相关成果[1-5].然
而,传统的有限时间控制虽然能保证系统在有限时
间内收敛,但其收敛时间通常与系统的初始状态有
关.系统的初始状态一旦远离系统的平衡点,往往使
得系统的收敛时间较长.目前,固定时间控制为解决
对初始状态依赖的快速收敛问题提供了一条新的有

效途径[6-9].
固定时间控制是改善系统瞬态性能的有效工具,

旨在保证系统具有快速的收敛性,收敛时间存在确
定上界且与系统的初始状态无关.基于有限时间稳
定理论, Polyakov等[8]首次提出了固定时间收敛控制

问题,并给出了固定时间稳定的定义.近年来,非线性
系统固定时间控制受到了广泛关注,多种研究方案
被相继提出[10-16].如:文献 [11]和文献 [12]分别针对
动量轮系统和二阶多智能体系统,提出了非奇异固
定时间控制策略,实现了固定时间收敛控制器设计;
文献 [13]提出了一种快速固定时间非奇异终端滑模
控制方法,并将其应用到电力系统中以抑制混沌震荡
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问题.另外,运动控制是实现各种控制任务的前提,其
中跟踪控制已成为最重要的技术之一.近年来,文献
[14-16]先后提出了很多不同的先进跟踪控制算法,
并已广泛应用于机器人跟踪控制、飞机轨迹跟踪、车

辆路径和速度跟踪控制等领域.
受上述文献启发,本文基于反演控制策略,将固

定时间控制与跟踪控制相结合,针对一类严格反馈非
线性系统,提出一种使系统全局固定时间稳定的控制
方案.该方法不仅可以消除控制器设计中存在的奇
点问题,而且也能保证系统的跟踪误差在固定的时间
内收敛于原点的一个小邻域内,且收敛时间与系统的
初始状态无关,同时使得闭环系统的所有信号都是有
界的.

1 问题᧿述及预༷知䇶

1.1 问题描述

考虑如下一类严格反馈非线性系统:

ẋi(t) = fi(x̄i(t)) + ψi(x̄i(t))xi+1(t),

1 ⩽ i ⩽ n− 1;

ẋn(t) = fn(x̄n(t)) + ψn(x̄n(t))u(t);

y(t) = x1(t).

(1)

其中: x̄i(t) = [x1(t), . . . , xi(t)]
T ∈ Ri (i = 1, 2, . . . ,

n), u(t) ∈ R, y(t) ∈ R分别是系统的状态变量、输入

变量和输出变量; fi(·)、ψi(·)表示系统原点邻域内的
光滑函数.

本文的主要控制目标:在固定时间内,跟踪误差
收敛于原点的一个小邻域内,且保证闭环系统内所有
信号有界.下面给出系统全局固定时间稳定的定义
及其他重要的引理和假设等.

1.2 预备知识

定义1 考虑系统

ẋ(t) = f(x(t)). (2)

其中:x(t) ∈ Rn是系统的状态变量, f(x(t))表示光滑
的非线性函数,x(0) = 0, f(0) = 0.假设系统 (2)为
Lyapunov意义下稳定,若存在有限收敛时间Ts(x0),
对于所有的 t ⩾ Ts满足x(t) = 0恒成立,则系统 (2)
是有限时间稳定的.

定义2 若系统 (2)为有限时间稳定,收敛时间存
在确定上界且上界值与状态变量无关,则称系统 (2)
是固定时间稳定的.
引理1 [17] 考虑系统 (2),若存在连续可微正定

函数V (x),正实数µ1、µ2, α ∈ (1,+∞)及β ∈ (0, 1),
有

V̇ (x) ⩽ −µ1V
α(x)− µ2V

β(x), (3)

则系统(2)是全局固定时间稳定的,且收敛时间满足

Ts ⩽
1

µ1(α− 1)
+

1

µ2(1− β)
. (4)

引理2 [18] 对于 x ∈ R以及任意正常数ε,满足

0 ⩽ |x| < ε+
x2√
x2 + ε2

. (5)

引理3 [19] 对于 xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n及 ι ∈
[0, 1],如下关系成立:

(|x1|+ . . .+ |xn|)ι ⩽ |x1|ι + . . .+ |xn|ι. (6)

引理4 对于xi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , n,满足

(x1 + . . .+ xn)
2 ⩽ n(x21 + . . .+ x2n). (7)

假设1 存在正常数 ψi ⩾ ψ
i
> 0,满足ψ

i
⩽

|ψi(·)| ⩽ ψi(1 ⩽ i ⩽ n − 1), |ψn(·)| ⩾ ψ
n
.不失一般

性,假设ψi(·)为严格正的.
假设2 期望输出信号yd连续、n阶可导且有界.

2 主要成果

2.1 固定时间控制器设计

基于反演算法,本节给出系统 (1)的固定时间跟
踪控制器设计方法.首先进行如下坐标变化:

z1 = x1 − yd, zi = xi − αi−1, i = 2, . . . , n, (8)

其中αi为第 i个子系统的虚拟控制函数.整个设计过
程分n步,前n − 1步设计虚拟控制律,最后一步设计
实际控制律u.具体递推设计过程如下.

step 1:根据式(8)及(1)的第1个子系统状态方程,
有

ż1 = ψ1z2 + ψ1α1 + f1 − ẏd. (9)

构造如下Lyapunov函数:

V1 =
1

2
z21 , (10)

对V1求导数,得

V̇1 = z1(ψ1z2 + ψ1α1 + f1 − ẏd). (11)

根据引理2, z1f1可以表示成

z1f1 ⩽ |z1f1| < ε1 +
(z1f1)

2√
(z1f1)2 + ε21

, (12)

其中ε1 > 0.将式(12)代入(11),得

V̇1 ⩽ z1ψ1z2 + z1ψ1α1 + ε1+

(z1f1)
2√

(z1f1)2 + ε21
− z1ẏd. (13)

定义ξ1 =
[ z1(f1)

2√
(z1f1)2 + ε21

, 0, . . . , 0
]T

2n×1
,这样,可将

(z1f1)
2√

(z1f1)2 + ε21
表示成

(z1f1)
2√

(z1f1)2 + ε21
= z1Eξ1, (14)
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其中E = [1 1 . . . 1]1×2n.根据引理2,得

z1Eξ1 < Φε1 +
Φz21ξ

T
1 ξ1√

z21ξ
T
1 ξ1 + ε21

. (15)

其中: ∥E∥ = Φ > 0, ∥·∥表示欧几里得范数.将式(15)
代入(14),有

V̇1 ⩽ z1ψ1z2 + z1ψ1α1 − z1ẏd+

(1 + Φ)ε1 +
Φz21ξ

T
1 ξ1√

z21ξ
T
1 ξ1 + ε21

. (16)

这里,设

α̃1 = − ẏd +K11

(1
2

) 3
4 Sz1

z1
+

K3
12

(1
2

)2

z31 +
Φz1ξ

T
1 ξ1√

z21ξ
T
1 ξ1 + ε21

. (17)

其中:K11、K12为大于零的设计参数;Sz1设计如下:

Sz1 =


(z21)

3
4 , |z1| ⩾ ε10 > 0;

n∑
j=1

aj(z
2
1)

j(ε210)
−j+ 3

4 .
(18)

aj(j = 1, 2, . . . , n)的各系数由如下方程计算求得:

1 1 . . . 1 1

1 2 . . . n− 1 n

0 2× 1 . . . (n− 1)(n− 2) n(n− 1)
...

...
. . .

...
...

0 0 . . .

n−2∏
j=0

(n− 1− j)

n−2∏
j=0

(n− j)


×



a1

a2

a3
...
an


=



b1

b2

b3
...
bn


.

其中: b1 = 1, b2 =
3

4
, b3 =

3

4

(3
4
− 1

)
, bn =

n−2∏
j=0

(3
4
−

j
)
.

根据式(16)和(17),得到

V̇1 ⩽ −K11

(1
2

) 3
4

Sz1 −K12

(1
2

)2

z41+

(1 + Φ)ε1 + z1ψ1z2 + z1ψ1α1 + z1α̃1. (19)

设计第1个子系统的虚拟控制律α1为

α1 = − z1α̃
2
1

ψ
1

√
z21α̃

2
1 + ε21

. (20)

利用式(20)、假设1及引理2, z1ψ1α1可以变换成

z1ψ1α1 ⩽ ε1 − z1ωα̃1. (21)

将式(21)代入(19),易得

V̇1 ⩽ −K11

(1
2

) 3
4

Sz1 −K12

(z22
2

)2

+ z1ψ1z2 + σ1,

(22)

其中σ1 = (2 + Φ)ε1 > 0.

当 |z1| ⩾ ε10时,将Sz1代入式(22),得到

V̇1 ⩽ −K11

(z21
2

) 3
4 −K12

(z21
2

)2

+ z1ψ1z2 + σ1;

(23)

当 |z1| < ε10时,可得

V̇1 ⩽ −K11

(z21
2

) 3
4 −K12

(z22
2

)2

+

z1ψ1z2 + σ1 +K11

(z21
2

) 3
4−

K11

(1
2

) 3
4
( n∑

j=1

aj(z
2
1)

j(ε210)
−j+ 3

4

)
. (24)

注1 当 |z1| < ε10时,与式 (23)相比较,式 (24)中
存在一个附加项,可以将其视为常数项σ1发生小的

增量变化.为了便于讨论,在如下分析过程中仅讨论
|zi| ⩾ εi0的情况;同时为了书写及表示方便,各式中
所有时间变量t均省略.

step i (2 ⩽ i ⩽ n− 1):计算zi的导数,有

żi = ψizi+1 + ψiαi + fi + χi−
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
(ψjxj+1 + fj), (25)

其中χi = −
i∑

j=1

∂jαi−1

∂y
(j)
d

y
(j)
d .

选择如下Lyapunov函数:

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i , (26)

对Vi求导,可得

V̇i ⩽ −
i−1∑
j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

i−1∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

+ zifi+

zi−1ψi−1zi + σi−1 + ziψizi+1 + ziψiαi+

ziχi − zi

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
(ψjxj+1 + fj). (27)

设计相应的虚拟控制律为

αi = − ziα̃
2
i

ψ
i

√
z2i α̃

2
i + ε2i

, (28)

α̃i =
(1
2

) 3
4

Ki1
Szi

zi
+

(1
2

)2

Ki2z
3
i+

χi +
Φziξ

T
i ξi√

z2i ξ
T
i ξi + ε2i

, (29)

以及

Szi =


(z2i )

3
4 , ∥zi∥ ⩾ εi0 > 0;

n∑
j=1

aj(z
2
i )

j(ε2i0)
−j+ 3

4 .
(30)
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其中:Kj1 > 0,Kj2 > 0(j = 2, . . . , i)为设计参数.利
用式(28)和(29),可有

ziψiαi ⩽ εi − ziᾱi. (31)

将式(30)和(31)代入(27),得

V̇i ⩽ −
i∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

i∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

−

Φz2i ξ
T
i ξi√

z2i ξ
T
i ξi + ε2i

+ ziψizi+1 + εi+

zi−1ψi−1zi + zifi − zi

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
ψjxj+1−

zi

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
fj + σi−1. (32)

与step 1相类似,下面不等式成立:

− zi

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
ψjxj+1 + zi−1ψi−1zi <

i−1∑
j=1

ψ̄
j
z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

x2j+1√
z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

x2j+1 + ε2i

+

ψ̄i−1z
2
i−1z

2
i√

z2i−1z
2
i + ε2i

+ εi

i−2∑
j=1

ψ̄j + 2εiψ̄i−1. (33)

对于式(32)中的zifi及−zi
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
fj ,有

zifi ⩽ |zifi| < εi +
(zifi)

2√
(zifi)2 + ε2i

, (34)

− zi

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
fj <

i−1∑
j=1

z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

f2
j√

z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

f2
j + ε2i

+ (i− 1)εi. (35)

进一步,将式(34)和(35)代入(32),得

V̇i ⩽

−
i∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

i∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

−

Φz2i ξ
T
i ξi√

z2i ξ
T
i ξi+ε

2
i

+ ziψizi+1+

(zifi)
2√

(zifi)2+ε2i
+

i−1∑
j=1

ψ̄
j
z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

x2j+1√
z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

x2j+1+ε
2
i

+

ψ̄i−1z
2
i−1z

2
i√

z2i−1z
2
i + ε2i

+

i−1∑
j=1

z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

f2
j√

z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

f2
j + ε2i

+

σi−1 + εi

(
2ψ̄i−1 + 1 + i+

i−2∑
j=1

ψ̄j

)
. (36)

定义

ξi =

[ zi

(∂αi−1

∂x1

)2

f2
1√

z2i

(∂αi−1

∂x1

)2

f2
1 + ε2i

,
ψ̄

j
zi

(∂αi−1

∂x1

)2

x22√
z2i

(∂αi−1

∂x1

)2

x22 + ε2i

,

zi

(∂αi−1

∂x2

)2

f2
2√

z2i

(∂αi−1

∂x2

)2

f2
2 + ε2i

, . . . ,

ψ̄
j
zi

(∂αi−1

∂xi−1

)2

x2i

z2i

(∂αi−1

∂xi−1

)2

x2i +ε
2
i

,
ψ̄

i−1
ziz

2
i−1√

z2i−1z
2
i +ε

2
i

,
zif

2
i√

z2i f
2
i +ε

2
i

]T
,

可得

(zifi)
2√

(zifi)2 + ε2i
+

i−1∑
j=1

ψ̄
j
z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

x2j+1√
z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

x2j+1 + ε2i

+

ψ̄
j
z2i−1z

2
i√

z2i−1z
2
i + ε2i

+

i−1∑
j=1

z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

f2
j√

z2i

(∂αi−1

∂xj

)2

f2
j + ε2i

=

ziEξi ⩽ Φ|zi|∥ξi∥ <

Φεi +
Φz2i ξ

T
i ξi√

z2i ξ
T
i ξi + ε2i

. (37)

最后,式(36)可以重新写成

V̇i ⩽ −
i∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

i∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

+

ziψizi+1 + σi,

其中σi = σi−1 + εi

(
2ψ̄i−1 + 1 + Φ+ i+

i−2∑
j=1

ψ̄j

)
.

stepn: 考虑最后一个子系统,引入 zn = xn −
αn−1,有

żn = ψnu+ fn + χn −
n−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
(ψjxj+1 + fj).

(38)

构造Lyapunov函数Vn = Vn−1 +
1

2
z2n,采用与前面类
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似的方法,计算Vn的导数,有

V̇n ⩽ −
n−1∑
j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

n−1∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

+

zn−1ψn−1zn + znψnu+ znfn + znχn−

zn

n−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
(ψjxj+1 + fj) + σn−1. (39)

最终,设计如下的实际控制律:

u = αn = − znα̃
2
n

ψ
n

√
z2nᾱ

2
i + ε2n

, (40)

α̃n =
(1
2

) 3
4

Kn1
Szn

zn
+

(1
2

)2

Kn2z
3
n+

χn +
Φznξ

T
n ξn√

z2nξ
T
n ξn + ε2n

, (41)

以及

Szn =


(z2n)

3
4 , ∥zn∥ ⩾ εn0 > 0;

n∑
j=1

aj(z
2
n)

j(ε2n0)
−j+ 3

4 .
(42)

根据式(40)和(41),得到

znψnu ⩽ − z2nα̃
2
n√

z2nα̃
2
n + ε2n

⩽ εn − znα̃n. (43)

把式(43)代入(39),整理得到

V̇n ⩽ −
n∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

n∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

+ σn−1−

zn

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj
ψjxj+1 + zn−1ψn−1zn + εn+

znfn − zn

n−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
fj −

Φz2nξ
T
n ξn√

z2nξ
T
n ξn + ε2n

.

(44)

同样地,对于式 (44)中的−zn
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj
ψjxj+1

+zn−1ψn−1zn,可推导出

− zn

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj
ψjxj+1 + zn−1ψn−1zn <

n−1∑
j=1

ψ̄j

z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

x2j+1√
z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

x2j+1+ε
2
n

+
ψ̄n−1z

2
n−1z

2
n√

z2n−1z
2
n+ε

2
n

+

εn

n−2∑
j=1

ψ̄j + 2εnψ̄n−1. (45)

进一步,可以得到

znfn ⩽ εn +
(znfn)

2√
(znfn)2 + ε2n

, (46)

− zn

n−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
fj ⩽ |zn|

n−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
fj <

n−1∑
j=1

z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

f2
j√

z2i

(∂αn−1

∂xj

)2

f2
j + ε2n

+ (n− 1)εn. (47)

将式(45)、(46)及(47)代入(44),得

V̇n ⩽ −
n∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

n∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

+

n−1∑
j=1

ψ̄jz
2
n

(∂αn−1

∂xj

)2

x2j+1√
z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

x2j+1 + ε2n

+

ψ̄n−1z
2
nz

2
n−1√

z2n−1z
2
n + ε2n

+
z2nf

2
n√

(znfn)2 + ε2n
+

n−1∑
j=1

z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

f2
j√

z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

f2
j + ε2n

−

znΦznξ
T
n ξn√

z2nξ
T
n ξn + ε2n

+ σn−1 + (n− 1)εn+

2εn + εn

n−2∑
j=1

ψ̄j + 2εnψ̄n−1. (48)

采用与step i类似的方法,有

n−1∑
j=1

ψ̄jz
2
n

(∂αn−1

∂xj

)2

x2j+1√
z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

x2j+1 + ε2n

+
z2nψ̄n−1z

2
n−1√

z2n−1z
2
n + ε2n

+

z2nf
2
n√

(znfn)2 + ε2n
+

n−1∑
j=1

z2n

(∂αn−1

∂xj

)2

f2
j√

z2i

(∂αn−1

∂xj

)2

f2
j + ε2n

⩽

Φεn +
Φz2nξ

T
n ξn√

z2nξ
T
n ξn + ε2n

, (49)

其中

ξn =

[ zn

(∂αn−1

∂x1

)2

f2
1√

z2n

(∂αn−1

∂x1

)2

f2
1 + ε2n

,
ψ̄1zn

(∂αn−1

∂x1

)2

x22√
z2n

(∂αn−1

∂x1

)2

x22 + ε2n

,

zn

(∂αn−1

∂x2

)2

f2
2√

z2n

(∂αn−1

∂x2

)2

f2
2 +ε

2
n

,
ψ̄2zn

(∂αn−1

∂x2

)2

x23√
z2n

(∂αn−1

∂x2

)2

x23+ε
2
n

,
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. . . ,

zn

(∂αn−1

∂xn−1

)2

f2
n−1√

z2n

(∂αn−1

∂xn−1

)2

f2
n−1 + ε2n

,

ψ̄n−1znz
2
n−1√

z2n−1z
2
n + ε2n

,
znf

2
n√

z2nf
2
n + ε2n

]T

2n×1
.

最后,整理得到

V̇n = V̇n−1 + znżn ⩽

−
n∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 −

n∑
j=1

Kj2

(z2j
2

)2

+ σn, (50)

其中σn = σn−1 + εn

(
2ψ̄n−1 + 1 + Φ+ n+

n−2∑
j=1

ψ̄j

)
.

继续作如下处理.设µ1 = min(K11, . . . ,Kn1),

µ2 = min(K12, . . . ,Kn2),根据引理3和引理4,可得

−
n∑

j=1

Kj1

(z2j
2

) 3
4 ⩽ −µ1

( n∑
j=1

z2j
2

) 3
4

, (51)

−
n∑

j=1

Kj2

(z2j
2

)2

⩽ −µ2

n

( n∑
j=1

z2j
2

)2

. (52)

将式(51)和(52)代入(50),有

V̇n ⩽ − µ1

( n∑
j=1

z2j
2

) 3
4 − µ2

n

( n∑
j=1

z2j
2

)2

+ σn =

− µ1V
3
4
n − µ2

n
V 2
n + σn. (53)

至此,基于反演算法的控制器设计完成.

2.2 主要成果

定理1 对于系统 (1),满足假设1和假设2,选取
合适的设计参数Kj1 > 0,Kj2 > 0, j = 1, 2, . . . , n,采
用控制律 (28)、(29)、(40)和 (41),则闭环系统 (1)是全
局固定时间稳定的,即在固定时间内,跟踪误差收敛
于原点的一个小邻域内,同时保证闭环系统内所有信
号都是有界的,且收敛时间存在确定上界.
注 2 根据 V̇n ⩽ −µ1V

3
4
n − µ2

n
V 2
n + σn,因为

V 2
n ⩾ nσn

µ2
, V̇n ⩽ −µ1V

3
4
n − µ2

n
V 2
n + σn < 0,所以

Vn有界,进而推出zi有界.进一步,根据zi、yd及其各

阶导数的有界性得出ξi有界,于是 α̃i有界,从而确定
αi也是有界的.因为zi = xi − αi,所以闭环系统的所
有状态变量及控制变量u均有界,易得跟踪误差z1 =

x1 − yd收敛于原点的一个小邻域.
注3 接下来讨论固定时间收敛问题.当V 2

n ⩾
σnn

ϖµ2
, 0 < ϖ < 1时,有

ϖµ2V
2
n /n ⩾ σn. (54)

根据式(53),有

V̇n ⩽ −µ1V
3
4
n − (1−ϖ)µ2

n
V 2
n . (55)

由引理 1可推导出,在固定时间内 Vn收敛于集合

{
Vn : Vn <

√
σnn

ϖµ2

}
,且收敛时间为

Ts ⩽
n

(1−ϖ)µ2
+

4

µ1
. (56)

3 仿真分析

考虑如下二阶严格反馈非线性系统[20]:
ẋ1 = f1 + ψ1x2,

ẋ2 = f2 + ψ2u,

y = x1.

(57)

其中: f1 = 0.1x21, f2 = 0.1x1x2 − 0.2x1, ψ1 = 1, ψ2 =

1 + x21.所以,ψ1 = ψ
1
= 1, ψ

2
= 1.显见,系统 (57)是

一个满足假设1的严格反馈非线性系统.已知系统的
初始状态为x1(0) = 0.5, x2(0) = −0.3.本文的控制
目标是,在固定时间内系统的输出信号跟踪期望输出
信号yd = 0.3 sin t,满足假设2.
根据定理 1,设计控制虚拟和实际控制律.仿真

过程中发现,设计参数选择合适与否对系统性能有很
大影响.例如,设计参数K11、K21、K12、K22选择较

大时,系统跟踪效果较好,但是会产生很大的控制律
u.通过反复试凑,各设计参数选择为:K11 = K21 =

30,K12 = K22 = 30, ε1 = ε2 = 1, ε10 = ε20 =

0.001.仿真结果如图1∼图4所示.
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图 1 实际输出y和期望输出yd的响应曲线
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图 2 跟踪误差响应曲线

0 10 20 30 40 50

t /s

1.0

0.6

0.2

-0.2

-0.6

-1.0

x
x

1
2

,

x1

x2

图 3 x1, x2响应曲线



第1期 陈 明等: 基于反演算法的严格反馈非线性系统固定时间跟踪控制 179

0 10 20 30

t /s

100

0

-100

-200

-300

-400

u

5 15 25

图 4 控制输入u响应曲线

仿真结果表明,在固定时间内,闭环系统中的全
部信号均是有界的,系统跟踪误差收敛于原点的一个
小邻域内,且收敛时间与系统初始状态无关.

4 结 论

本文基于反演控制策略,针对一类严格反馈非线
性系统,提出了一种固定时间跟踪控制方法.该策略
避免了控制器设计中存在的奇点问题,同时使得系统
的跟踪误差在预先设定的固定时间内收敛于原点的

一个小邻域内,且收敛时间与系统的初始状态无关,
同时保证闭环系统内所有信号均是有界的.仿真结
果验证了该设计方法的有效性.下一步,将该成果推
广到一般形式的非线性系统,尤其是工程实际系统,
这将是未来的主要研究方向.
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