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摘 要: 针对一类多周期干扰的抑制问题,提出一种基于幂次吸引律的离散多周期重复控制方法.多周期干扰由
多个周期已知的周期干扰叠加而成.根据周期干扰的对称特性,构造出具有干扰抑制项的幂次吸引律,据此设计
出子重复控制器,并以并联方式组合成多周期重复控制器,在消除多周期干扰的同时,有效地抑制慢时变非周期干
扰带来的影响,改善控制品质;推导出幂次绝对吸引层和稳态误差带的具体表达式,用于刻画系统跟踪性能.仿真
结果验证了所提控制方法的有效性.
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Discrete multi-periodic repetitive control with power-rate attracting
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Abstract: This paper presents a power-rate attracting law based design method of discrete-time multi-periodic repetitive
controllers for the problem of general multi-periodic disturbances rejection. The multi-periodic disturbance is a
superposition of multiple periodic disturbances with known periods. According to the symmetry of periodic disturbance,
a measure of disturbance rejection is embedded in the power-rate attracting law, thus developing the sub-repetitive
controller, and the parallel-mode multi-periodic repetitive controller is designed. The multi-periodic disturbance is
rejected completely, and slowtime-varying aperiodic disturbance is suppressed effectively. In order to characterize the
tracking performance, we derive the expressions for the range of the power absolute attractive layer and the steady-state
error band. Simulation results show the effectiveness of the presented control method.
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0 引 言

变结构控制因其滑动模态对系统受到参数摄动

及外界扰动时所具有的强鲁棒性及参数调整灵活等

优点而引起人们极大兴趣[1].对于不确定离散时间系
统,由于基于趋近律方法的变结构控制具有等式形式
的到达条件,可直接导出控制器,以及能够改善系统
趋近过程动态品质等优势,国内外学者纷纷对其进行
研究,并取得了一定成果[2-3].

回顾已发表的文献,基于趋近律方法的变结构控
制主要有3个方面的研究: 1)对高氏趋近律进行改进
或提出新的趋近律; 2) 讨论干扰补偿方法; 3)对系统
趋近过程和准滑动模态进行分析.文献 [4]提出了无
切换型趋近律,放宽了高氏趋近律步步穿越滑模面的
要求,并用中值干扰进行补偿;文献 [5]用前一步的干

扰 (可计算量)补偿当前干扰,提高系统控制精度,并
给出了切换函数首次穿越滑模面所需的最多步数;
文献[6]给出了绝对收敛层和准滑模带边界更具体的
分析;文献 [7]提出了一种新的指数趋近律,并以干扰
的二阶差分项补偿干扰.
近年来,幂次趋近律引起了人们较为浓厚的研究

兴趣.文献 [8]给出了幂次趋近律准滑动模态带宽和
到达时间;文献 [9]提出了一种基于幂次趋近律的理
想切换动态设计方法;文献 [10]给出了新的滑模到达
条件,提高了趋近速率,但没有从根本上消除抖振;文
献 [11]讨论了连续形式的双幂次趋近律;文献 [12]在
文献 [11]中双幂次趋近律的基础上增加第3个幂次
项,进一步细分趋近阶段,提高了系统趋近过程全程
速率.若将文献 [11-12]连续趋近律离散化,需取采样
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周期很小,才能满足离散滑模的到达条件,这样会导
致趋近速率变缓.
实际工业控制中许多系统被要求执行具有周期

性的跟踪任务,如逆变器、伺服驱动系统以及旋转放
疗设备等,这类系统在运行时往往受到 (单或多)周期
干扰.对于单周期干扰的抑制,重复控制方法是一种
用于抑制周期干扰的有效控制技术,且已有大量研
究[13-17].目前大多文献利用内模原理的频域方法设
计重复控制器[13].文献 [14]提出了一种基于连续/离
散混合模型的重复控制方法;文献 [6]提出了一种基
于趋近律方法的重复控制时域设计方法;文献 [15-
17]提出的重复控制方法是通过构造能够使跟踪误
差本身趋近原点的吸引律设计离散重复控制器.
相比之下,多周期干扰抑制的研究还非常少.文

献 [18]提出了一种多周期重复控制方法,其控制误差
平方可积,但不能保证收敛于零;文献 [19]提出了一
种线性系统的多周期干扰自适应抑制方法;文献 [20]
提出了一种用于多叶准器系统的直线电机多周期迭

代滑模控制方法;文献 [21]研究了一类非参数不确
定系统的双周期重复控制方法.迄今,仅有少量文献
讨论离散时间系统的多周期干扰抑制问题.文献 [22]
提出了一种用于逆变器的双模型重复控制器,分别处
理齐次和偶次误差谐波;文献 [23]研究了离散多周期
自适应重复控制器;文献 [24]提出了多内模并联型重
复控制器.总体而言,该方面的研究还处于初步阶段.
本文扩展文献 [15-17]的结果,讨论采用幂次吸

引律的离散多周期重复控制方法.根据不同的周期
对称性,构造出具有干扰抑制项的幂次吸引律,据此
设计出子重复控制器,并以并联方式组合成多周期重
复控制器.以幂次绝对吸引层和稳态误差带刻画系
统跟踪性能,并给出两个边界的估计.最后通过数值
仿真验证所提控制方法的有效性和优越性.

1 问题 述

考虑如下单输入单输出(SISO)离散时间系统:
A(q−1)yk = B(q−1)uk + wk. (1)

其中:uk和 yk分别为第k时刻的系统控制输入和输

出信号. A(q−1)和B(q−1)为延迟算子q−1的多项式,
A(q−1) = 1 + a1q

−1 + a2q
−2 + . . .+ anq

−n;

B(q−1) = b1q
−1 + b2q

−2 + . . .+ bmq−m, b1 ̸= 0.

n为A(q−1)的阶数,m为B(q−1)的阶数, a1, . . . , an,
b1, . . . , bm为系统参数,且1 ⩽ m ⩽ n.
系统 (1)中受到的干扰和不确定因素的总和是

wk =

p∑
i=1

wTi

k + △wk,其主要成分是多个周期干扰

的叠加,满足wTi

k = wTi

k−Ni
.其中:wTi

k 表示第k时刻

周期为Ti的周期干扰;Ni = Ti/Ts为一周期 Ti 的采

样点数,Ts为采样周期;T1, T2, . . . , Tp为各个干扰的

周期,且互相不满足倍频关系,则多周期干扰
p∑

i=1

wTi

k

的最小正周期为T =

p∏
i=1

Ti;△wk为其余干扰分量,

包含负载干扰、未建模动态和参数摄动等,称为非周
期干扰.
本文的控制目标是针对多个周期已知的周期干

扰信号叠加情形下的不确定离散系统 (1),依据周期
干扰的对称特性,设计出子重复控制器,并以并联方
式组合成多周期重复控制器.在保证闭环系统稳定
的同时,能够快速抑制多周期干扰,实现系统实际输
出信号yk跟随给定参考信号rk变化.定义跟踪误差
为ek = rk − yk.

2 幂次吸引律

为了刻画跟踪误差的收敛特性,本文首先考虑确
定形式的离散幂次吸引律

ek+1 = ρ|ek|λsgn(ek). (2)

其中: 0 ⩽ ρ < 1, λ = αsgn(1−|ek|), α ⩾ 1.
注1 已发表的文献大都采用用于趋近切换面

的指数趋近律或其改进型,且要求系统切换函数满
足 |sk+1| < |sk|.文献 [10]虽然将其推广到 |sk+1| <
|sk|1/n,但当 |sk|1/n < 1时,有 |sk+1| > |sk|;而本文所
构造的吸引律 (2)无需定义切换函数,而是使跟踪误
差本身趋近原点,直接反映了误差动态特性,且系统
跟踪误差一直满足 |ek+1| < |ek|λ < |ek|的收敛性能.
下面讨论吸引律(2)的瞬态和稳态性能.
定理1 当wk = 0时,利用吸引律 (2)设计的控

制器,对于任意初始值e0(e0 ̸= 0),离散系统具有以下
收敛性能: 1)跟踪误差无抖振单调收敛; 2)跟踪误差
收敛于原点.
证明 1)无抖振单调收敛.当ek > 1时,由式 (2)

可得

0 < ek+1 = ρ(ek)
1
α ⩽ ρek < ek;

当0 < ek ⩽ 1时,由式(2)可得
0 < ek+1 = ρ(ek)

α ⩽ ρek < ek ⩽ 1.

同理可得,当ek < 0时,有ek < ek+1 ⩽ 0.
2)收敛于原点.
1 考虑 e0 > 1的情形.当1 < ek < e0时,有

λ = α−1.由式(2)可知

ek+1 = ρ
1−α−k

1−α−1 (e0)
α−k

.

由上式易知, ek+1为关于k的减函数.当k → ∞时
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ek+1 = ρ
1−α−k

1−α−1 (e0)
α−k

→ ρ < 1.

由此,总存在一个正整数m,使得对于所有k < m,有
ek > 1, em ⩽ 1.由上述可知,对于e0 > 1,跟踪误差将
经过有限步m收敛进入 |ek| ⩽ 1邻域内.
当ek < 1 < e0, k ⩾ m时,有

ek = ρ
1−αk−m

1−α (em)α
k−m

.

当k → ∞时, ek = ρ
1−αk−m

1−α (em)α
k−m → 0.

2 考虑0 < e0 ⩽ 1的情形.当0 < ek < e0 ⩽ 1

时,有λ = α.由式(2)可得

e1 = ρ(e0)
α,

e2 = ρ(e1)
α = ρ1+α(e0)

α2

,

...

ek = ρ1+α+...+αk−1

(e0)
αk

= ρ
1−αk

1−α (e0)
αk

.

当k → ∞时, ek = ρ
1−αk

1−α (e0)
αk → 0.

同理可得,当e0 < 0且k → ∞时,有ek → 0. 2
3 多周期重复控制

重复控制方法适用于处理周期已知的干扰信号,
存在一周期的时延,需要前一周期的历史数据.系统
(1)中干扰信号由多个周期干扰叠加而成,若采用一
般的重复控制器来消除系统 (1)中的多周期干扰,则

由于周期
(
T =

p∏
i=1

Ti

)
过长,会出现多周期干扰抑制

非常缓慢的现象,往往无法满足实际系统对控制性能
的要求.为此,本节提出一种离散多周期重复控制方
法,通过构造子重复控制器,将控制延迟时间缩短,提
高系统消除多周期干扰的速度.
针对系统 (1)中不同的周期干扰,构造相应的子

重复控制器.为了便于区别,这里子重复控制器记为
uTi

k .根据周期干扰的周期对称特性,构造如下的等效
干扰:

dTi

k = wk − wk−Ni
. (3)

由式 (3)可以看出, dTi

k 中不含wk的周期干扰成分 (周
期为Ti).由于系统 (1)中存在干扰,吸引律 (2)在实际
中无法实现.将干扰补偿措施“嵌入”到吸引律 (2)
中,可构造如下理想误差动态方程:

ek+1 = ρ|ek|λsgn(ek) + d̂Ti

k+1 − dTi

k+1, (4)

其中 d̂Ti

k+1为dTi

k+1的补偿值,本文取 d̂Ti

k+1 = dTi

k ,尽可
能地降低慢时变非周期干扰对控制性能的影响.
由式(1)、(3)和跟踪误差的定义可知

dTi

k+1 = rk+1 − ek+1 − (rk+1−Ni
− ek+1−Ni

)+

(A(q−1)− 1)(yk+1 − yk+1−Ni
)−

B(q−1)(uTi

k+1 − uTi

k+1−Ni
). (5)

将式(5)代入(4),可得如下周期为Ti的子重复控制器:

uTi

k = uTi

k−Ni
− 1

b1
[ρ|ek|λsgn(ek) + d̂Ti

k+1 − rk+1+

yk+1−Ni
− (A(q−1)− 1)(yk+1 − yk+1−Ni

)+

(B(q−1)− b1q
−1)(uTi

k+1 − uTi

k+1−Ni
)]. (6)

将p个子重复控制器以并联方式组合成离散多周期

重复控制器,其具体表达式为

uk =

p∑
i=1

kiu
Ti

k , (7)

其中0 ⩽ ki ⩽ 1为控制增益系数,且
p∑

i=1

ki = 1.

注2 控制增益系数k1, k2, . . . , kp的选取可依据

各个周期干扰的幅值分布情况来完成.若各个周期
干扰的幅值不可知,不妨设k1 = k2 = . . . = kp =

1/p.在各个周期干扰的抑制过程中,其参数主要影
响系统收敛速度,并不影响各个周期干扰的消除.此

外,
p∑

i=1

ki = 1且0 ⩽ ki ⩽ 1可确保跟踪误差收敛的

稳定性,且各个周期干扰逐渐收敛到零.
注3 p个子重复控制器 (6)中最长周期延迟时

间为max{T1, T2, . . . , Tp} ≪
p∏

i=1

Ti,且每一个子重复

控制器能够同时迅速消除其中一个周期干扰.因此,
离散多周期重复控制器的系统响应速度要比一般

的重复控制器快得多.同时,本文所提控制方法对于
T1, T2, . . . , Tp满足部分倍频,但它们的最小公倍数远
大于max{T1, T2, . . . , Tp}的情形也是有意义的,体现
在可以显著提高系统收敛速度和降低存储空间.
在离散多周期重复控制器 (7)作用下,系统 (1)的

跟踪误差动态行为由下式来刻画:

ek+1 = ρ|ek|λsgn(ek) +
p∑

i=1

ki(d̂
Ti

k+1 − dTi

k+1). (8)

本文假设多周期等效干扰补偿误差满足∣∣∣ p∑
i=1

ki(d̂
Ti

k+1 − dTi

k+1)
∣∣∣ ⩽ δ. (9)

式 (9)的上确界 δ可由式 (5)、 {k1, k2, . . . , kp}以及
d̂Ti

k+1 = dTi

k 这些数据,通过计算获得.下面的定理将
给出在式 (9)条件下系统跟踪误差 ek的瞬态和稳态

性能.
定理2 对于系统 (1),结合式 (9),若采用多周期

重复控制器(7),则跟踪误差将满足如下收敛性能:

|ek+1| < |ek|λ, |ek|λ > ∆PA; (10)

|ek+1| ⩽ ∆SS, |ek|λ ⩽ ∆SS. (11)

其中:∆PA为幂次绝对吸引层边界,∆SS为稳态误差
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带边界,其表达式为

∆PA = ∆SS =
δ

1− ρ
. (12)

证明 依据式 (10),由吸引律 (8)可推出幂次绝
对吸引层边界.当ek > 0时,由式(8)和(9)可得ek+1 ⩽ ρ(ek)

λ + δ,

ek+1 ⩾ ρ(ek)
λ − δ.

(13)

若要使 |ek+1| < |ek|λ,则需满足ρ(ek)
λ + δ < (ek)

λ,

ρ(ek)
λ − δ > −(ek)

λ.
(14)

由式 (14)可得, (ek)λ >
δ

1− ρ
.同理,当ek < 0时,若

要使 |ek+1| < |ek|λ,则需满足(ek)
λ < − δ

1− ρ
.因此,

幂次绝对吸引层边界为∆PA =
δ

1− ρ
.

下面证明稳态误差带边界∆SS.
为了给出系统跟踪误差的稳态误差带边界,考虑

吸引律 (8),当 |ek|λ > ∆PA时, |ek|λ是单调递减的,即
|ek+1| < |ek|λ < |ek|.当 |ek|λ ⩽ ∆PA时,下一时刻的
跟踪误差ek+1在区间 [−∆PA,∆PA]的极值就是系统

稳态误差带的边界值.
当0 < ek ⩽ ∆

1/λ
PA时,由式(8)和(9)可知

−δ ⩽ ek+1 = ρ(ek)
λ +

p∑
i=1

ki(d̂
Ti

k+1 − dTi

k+1) ⩽

ρδ

1− ρ
+ δ =

δ

1− ρ
. (15)

同理,当−∆
1/λ
PA ⩽ ek ⩽ 0时,有

− δ

1− ρ
⩽

− ρδ

1− ρ
− δ ⩽ ek+1 =

− ρ(−ek)
λ +

p∑
i=1

ki(d̂
Ti

k+1 − dTi

k+1) ⩽ δ. (16)

由式 (15)和 (16)可知, |ek+1|max =
δ

1− ρ
,则有∆SS =

δ

1− ρ
. 2

4 数值仿真

本节以电机为被控对象,验证上述理论结果.将
电机动态特性表达为二阶离散时间动态系统,其输入
输出特性可写成

yk+1 = −a1yk − a2yk−1 + b1uk + b2uk−1 + wk+1.

(17)

其中:uk和 yk分别为第 k时刻的控制输入和输出,
wk+1为第k + 1时刻的干扰项 (包括参数摄动、外

部干扰及各种未建模动态特性等).模型参数为a1 =

−0.869 9, a2 = −0.130 1, b1 = 0.509 9, b2 = 0.195 2.
对于由式(17)表示的受控对象,控制器(7)变成

uk =

p∑
i=1

kiu
Ti

k . (18)

其中

uTi

k = uTi

k−Ni
− 1

b1
[ρ|ek|λsgn(ek) + d̂Ti

k+1−

rk+1 + yk+1−Ni
− a1(yk − yk−Ni

)+

a2(yk−1 − yk−1−Ni
) + b2(u

Ti

k−1 − uTi

k−1−Ni
)].

(19)

仿真时,给定参考信号考虑为由3个不同周期的
参考信号叠加而成,具体形式如下:

rk = 20 sin(2πkTs/T1) + 30 cos(2πkTs/T3)+

20 sin(2πkTs/T2)/(2 + cos(2πkTs/T2)).

其中:T1 = 5, T2 = 9, T3 = 7;采样周期Ts = 0.01 s,
给定参考信号的周期为T = T1T2T3 = 315 s.
系统干扰信号在仿真时间内考虑为周期和非周

期两部分,其中周期部分由 3个周期信号叠加而成,
非周期部分由不同周期的正弦和余弦信号相乘来模

拟,具体形式为

wk+1 = sin(2πkTs/T1) + 1.5 cos(2πkTs/T3)+

sin(2πkTs/T2)/(2 + cos(2πkTs/T2))+

m sin(πkTs/33 + π/4) cos(πkTs/38).

本文针对不考虑非周期干扰 (m = 0)和考虑非

周期干扰(m = 0.1)两种情形进行仿真研究.
情形 1 可调参数m = 0,则不考虑非周期干

扰∆wk = 0.控制器采用单周期重复控制器 (19)(令
d̂Ti

k+1 = 0, Ni = 31 500),控制器参数ρ = 0.5, α = 2,
仿真结果如图1(a)所示;控制器换用多周期重复控制
器 (18)(令 d̂Ti

k+1 = 0, N1 = 500, N2 = 900, N3 = 700),
其参数ρ = 0.5, α = 2, k1 = 0.3, k2 = 0.3, k3 = 0.4,
仿真结果见图 1(b);选取不同的重复控制增益系数
k1 = 0.4, k2 = 0.4, k3 = 0.2,其他参数同上,仿真结
果如图 1(c)所示.由图 1(a)可知,单周期重复控制器
需要前一周期的历史数据,存在一周期 (T = 315 s)
的延迟.当k < T时,令uk = 0,因此系统跟踪误差
从第2周期开始收敛.由图1(b)和图1(c)可以看出,多
周期重复控制器在一周期 (max{T1, T2, T3} = 9 s)后
开始收敛,经过足够多周期的重复控制后,跟踪误差
将收敛于零,且收敛速度明显优于单周期重复控制器
(19).此外,控制器参数k1、k2、k3主要影响跟踪误差

的收敛速度,并不影响多周期干扰的抑制能力.
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图 1 m = 0时的系统跟踪性能

情形 2 可调参数选取为m = 0.1,在无干扰
补偿 (令 d̂Ti

k+1 = 0, Ni = 31 500)情况下,采用单周
期重复控制器 (19),不确定项为 |dTi

k+1| = |wk+1 −
wk+1−Ni

| ⩽ δ = 0.130 5,控制器参数ρ = 0.5, α = 2,
此时∆SS = ∆PA = 0.261,仿真结果如图 2(a)所
示;在无干扰补偿 (令 d̂Ti

k+1 = 0)情况下,控制器换用

多周期重复控制器 (18),不确定项为
∣∣∣ 3∑
i=1

kid
Ti

k+1

∣∣∣ ⩽

δ = 0.095 2,参数为ρ = 0.5, α = 2, k1 = 0.3, k2 =

0.3, k3 = 0.4,此时∆SS = ∆PA = 0.180 4,仿真结果
如图2(b)所示;考虑干扰补偿 (令 d̂Ti

k+1 = dTi

k )情况下,

采用控制器(18),不确定项为
∣∣∣ 3∑
i=1

ki(d̂
Ti

k+1− dTi

k+1)
∣∣∣ ⩽

δ = 0.009 2,控制器参数 ρ = 0.5, α = 2, k1 =

0.3, k2 = 0.3, k3 = 0.4,此时∆SS = ∆PA = 0.018 4,
仿真结果如图 2(c)所示.从图 2(b)和图 2(c)可以看
出,带干扰补偿项的多周期重复控制器在一周期
(max{T1, T2, T3} = 9 s)后开始收敛,且收敛速度和
稳态误差得到进一步改善.
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图 2 m = 0.1时的系统跟踪性能

5 结 论

本文针对一类多周期干扰的抑制问题,提出了一
种基于幂次吸引律的离散多周期重复控制方法.依
据不同周期信号的对称性,构造出不同的等效干扰,
将其“嵌入”到幂次吸引律中,基于此设计子重复控
制器,并以并联方式组合成多周期重复控制器.文中
给出了系统幂次绝对吸引层和稳态误差带边界的具

体表达式,用于表征跟踪误差的瞬态性能和稳态性
能.完成的数值仿真验证了所提出控制方案的有效
性和优越性.
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