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摘 要: 概率犹豫模糊集是在犹豫模糊集的基础上为每个隶属度添加与之相对应的概率值.与犹豫模糊集相比,
它可以更加准确和全面地表达专家给出的初始决策信息,因此,基于概率犹豫模糊集的决策理论与方法更加可靠
且符合实际.这里对概率犹豫模糊决策理论与方法进行综述.首先介绍其发展过程;然后分别对它的信息融合理
论、偏好关系理论以及决策方法等进行阐述;最后展望了概率犹豫模糊决策理论与方法的未来研究方向.
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An overview of probabilistic hesitant fuzzy decision-making theory and
methods
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Abstract: The probabilistic hesitant fuzzy set adds probability values which are corresponding to each membership degree
on the basis of the hesitant fuzzy set (HFS). Compared with the HFS, it can express the initial decision-making information
given by experts more accurately and comprehensively. Therefore, the probabilistic hesitant fuzzy decision-making
theory and methods are more reliable and practical. This article reviews the probabilistic hesitant fuzzy decision-making
theory and methods. It first introduces its development process, then separately expounds its information fusion theory,
preference relations theory and decision-making methods, and finally looks forward to the future research directions of
the probabilistic hesitant fuzzy decision-making theory and methods.
Keywords: probabilistic hesitant fuzzy sets；information fusion；preference relations；multi-attribute decision-making；
group decision-making

0 引 言

决策分析事实上是一种认知过程,是一个基于决
策者的价值观、偏好以及知识结构来确定和选择方

案的过程,它的结果将会导致人们从几种不同的备择
方案中选择其中的一种作为自己的理念或下一步的

行为方式.通常而言,一个完整的决策过程包括明确
研究目标、确立研究对象、确定属性值及其权重并采

用适当的方法得到备择方案的排序等步骤.起初,一
些精确的数学模型被应用于决策问题中.后来,随着
时间的推移,人们的社会、经济等活动不断丰富,决策
过程中存在的未知因素不断增加且决策问题中所涉

及的知识深度和广度逐步提升.在这种条件下,这些
精准的数学模型已无法满足人们在面对实际决策问

题时对于不确定性的刻画的需求.基于这样的情况,

提出更为有效的信息表达方式并据此解决更为复杂

的决策问题是现代决策科学发展的必然要求.
在不断发展新的决策信息表达方式的过程中,主

要存在以下两个困难.第1个是专家主观层面上的模
糊性和犹豫性.其中,模糊性是指很多时候专家在对
目标进行评价时无法给出具体的评估值,而只能给
出一个模糊不清的范围.针对这一问题, Zadeh[1]提

出的模糊集以及一些后续的模糊集拓展形式给出了

较好的解决方案,可以利用模糊数等模糊信息表达形
式代替精确的数来刻画专家给出的初始评估值.而
犹豫性则是指专家在对目标进行评价时,评估值会
在几个可能的值之间犹豫不决. Torra[2]提出的犹豫

模糊集很好地解决了这一问题,它允许专家在评价时
将几个可能的值全部作为隶属度.而第2个困难是不
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同隶属度之间的重要程度不同.犹豫模糊集允许一
个元素中出现多个隶属度,但它默认这些隶属度的重
要程度是相同的.然而,在大多数情况下,由于专家个
人的倾向性以及专家数量等原因,不同隶属度具有不
同程度的重要性.为了克服这一困难,概率犹豫模糊
集[3]应运而生,它为每个隶属度添加了一个相应的概
率信息,很好地表达了不同隶属度之间不同的重要程
度.这一概念的出现基本解决了决策信息表达所遇
到的两个困难.相应内容将在下一节进行更为详细
的阐述.
可以看到,概率犹豫模糊集是在模糊集和它的一

些拓展形式的基础上,在原有的以犹豫模糊集为代表
的信息表达形式已无法满足日益复杂的实际决策问

题需求的背景下产生的,它的出现符合模糊和不确定
信息表达方式的发展方向.在实际决策过程中,概率
犹豫模糊集作为一种切实可行且有效的工具,可以全
面、细致地表达和处理决策者的不确定偏好信息,能
够很好地提升决策结果的合理性和可信度.随着社
会的快速发展,人们遇到的实际决策问题日益复杂,
用更加符合客观实际和人类思维方式的分析手段来

处理复杂定性决策问题的需求更加迫切.近年来,国
内外学者在概率犹豫模糊集的信息融合理论、偏好

理论和决策方法等领域已经取得了相当丰富的成果,
且已有研究将其应用于风险投资[4-5]、供应链管理[6]、

运输管理[7]、舆情预测[8]等方面.同时,基于概率犹豫
模糊集的决策方法在智慧医疗、水资源管理、能源管

理等国家重点发展领域也有着巨大的应用潜力.因
此,对概率犹豫模糊集相关理论及其应用的研究具
有重要的理论价值和广泛的实际应用前景.然而,截
至目前为止,尚未见到相关文献对其发展现状做出
一个系统的阐述并对其未来研究方向进行展望.基
于此,本文对概率犹豫模糊决策理论与方法进行综
述.首先介绍它的发展过程;然后分别对它的信息融
合理论、偏好关系理论以及决策方法进行阐述;最后
展望了概率犹豫模糊决策理论与方法的未来研究方

向.希望可以使相关研究方向的学者更加了解这一
领域并为他们提供有益的参考,为概率犹豫模糊决策
理论与方法的发展做出一定的贡献.

1 概率犹豫模糊集的发展过程

1965 年, Zadeh[1]提出了模糊集的概念用以表达

不确定和模糊信息.其核心思想是把取值为0或1的
特征函数拓展到可在单位闭区间 [0, 1]上任意取值
的隶属函数,以此来刻画一个元素隶属于某一集合
的程度.相比于具体的数字,模糊集无疑能够更好地

表达客观事物的不确定性和人们主观认识的模糊

性.然而,随着研究的不断深入,学者们逐渐发现模糊
集仅仅包含隶属度信息,只能从一个维度来描述和
刻画模糊性,这是不够全面的.此外,并没有一种明确
的方法或途径来分配一个元素对于一个集合的隶属

度[2].因此,许多学者从不同角度对模糊集进行了拓
展,并得到了L-型模糊集[9] (L-型模糊集将隶属函数
的取值范围拓展成一个完备格 (或偏序集))、2-型模
糊集[10] (2-型模糊集中的隶属度的取值为模糊集)、区
间模糊集[11](区间模糊集中的隶属度的取值为区间
数)等成果.然而,上述对于模糊信息的表达方式都仅
仅丰富和拓展了隶属函数的取值范围,并不能拓宽
信息表达的维度. 20世纪80年代,模糊集被进一步拓
展,产生了直觉模糊集[12]和区间直觉模糊集[13].二者
除隶属度以外,还考虑了非隶属度和犹豫度两个维度
的信息,这使得模糊信息的表达变得更加完整.随后,
学者们逐渐发现,人们在决定一个元素对于某个集合
的隶属度时,经常会在两个甚至多个值之间犹豫.此
外,群决策的快速发展使得在很多决策问题中,需要
将不同专家的意见合并至同一个信息元素中,而不同
专家的意见通常不尽相同.此时,最好的方法就是将
所有可能的取值都列出来以作为隶属度的取值,这就
是犹豫模糊集[2,14]的核心思想.
设X是一个非空集合,则定义在X上的犹豫模

糊集是从X到 [0, 1]上的一个子集的映射[2].其数学
表达式[15]为

H = {⟨x, h(x)⟩|x ∈ X}, (1)

其中h(x)是 [0, 1]的某个子集,包含若干可能的值,表
示x ∈ X属于集合H的隶属度.为了表达方便,称
h = h(x)为一个犹豫模糊元素.至此,经过几十年的
发展,模糊集研究取得的成果越来越丰硕,人们对于
模糊信息的表达和刻画也越来越准确和完整.
尽管上述信息表达方式在理论研究和实际应用

中取得了较为丰富的成果,特别是犹豫模糊集,但它
在决策过程中默认集合内的所有隶属度具有相同的

重要程度,这导致专家在给出评估值时无法体现出
自己的倾向性.而且,不同的专家给出相同的评估值
时,它们也无法体现每个评估值背后的专家的数量,
从而必定会丢失大量的决策信息.因此,当由于专家
的倾向性和数量等原因而导致所给出的评估值有着

不同的重要程度或概率时,以上所有的信息表达模
型的有效性都会大打折扣.也就是说,犹豫模糊集以
及之前的信息表达方式在描述复杂定性信息方面仍

然存在着很大的局限性.例如: 5位专家在奖学金评
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定中对某位候选人进行评价, 3位专家给出了0.9,一
位专家给出了0.8,最后一位专家则给出了0.7.此时,
如果用犹豫模糊元素来表达这些评估值,只能得到
{0.9, 0.8, 0.7}.显然,这个数据并不能完整地表达出
决策群体所给出的初始信息,有两位专家给出的信息
在信息表达阶段完全被忽略了.

2014年,朱斌[3]在博士论文中将概率信息应用

到犹豫模糊集之中,提出了概率犹豫模糊集和概率
犹豫模糊偏好关系的概念.它们的基本组成单位为
概率犹豫模糊元素,由取值在 [0, 1]中的实数形式的
评估值和相应的概率构成.在上面的例子中,如果用
概率犹豫模糊元素来刻画决策群体给出的信息,可以
得到 {0.9(0.6), 0.8(0.2), 0.7(0.2)}.这样一来, 5位专
家的意见就被完整而简洁地表达在了同一个元素之

中.随后,概率犹豫模糊元素的部分运算法则[16]和相

似性测度[17]被相继提出,这些成果也被应用于医学
诊断等多属性决策问题中. Zhu等[18]整理了概率犹

豫模糊集的相关概念和性质以及概率犹豫模糊偏好

关系的定义,并初步研究了概率犹豫模糊偏好关系的
一致性.值得注意的是,在这些研究中,都要求同一概
率犹豫模糊元素内的所有隶属度所对应的概率之和

等于1.事实上,在很多实际决策问题中,这个要求经
常无法满足.现在考虑如下情形:有10位专家参与决
策,其中有两人因为一些原因无法做出判断,这将导
致在用概率犹豫模糊元素表达全体专家的意见时无

法得到完整的概率信息.基于此, Zhang等[19]借助证

据推理的思想,减弱了概率信息需要满足的条件,改
进了概率犹豫模糊集的定义.
设X是一个非空集合,称从X到单位闭区间

[0, 1]上的一个概率分布函数的映射为概率犹豫模糊
集[3, 19].其数学表达式为

H = {⟨x, hx(px)⟩|x ∈ X}. (2)

其中:hx是 [0, 1]的一个子集,表示x ∈ X属于某集合

E的隶属度; px也是 [0, 1]的一个子集,表达相应的hx

的概率解释;hx(px)统称为一个概率犹豫模糊元素,
简写为h(p),它的数学表达式为

h(p) = {hl(pl)|l = 1, 2, . . . , |h(p)|}. (3)

这里: |h(p)|表示h(p)中含有隶属度的数量, pl表示隶

属度hl对应的概率且满足

|h(p)|∑
l=1

pl ⩽ 1.

随后,在概率犹豫模糊集和概率型犹豫模糊元素
的基础上, Xu等[20]进一步阐述了概率犹豫模糊偏好

关系.
给定集合X = {x1, x2, . . . , xn},于是,定义在X

上的概率犹豫模糊偏好关系[3, 18, 20]可以用矩阵H =

(hij(pij))n×n ∈ X ×X来表达.其中,hij(pij)是一个

概率犹豫模糊元素,表示xi对于xj的偏好程度,且满
足下面的条件:

h
ρ(l)
ij + h

ρ(l)
ji = 1, hii = 0.5, p

ρ(l)
ij = p

ρ(l)
ji ,

i, j = 1, 2, . . . , n. (4)

其中:hρ(l)
ij 是hij中第 l大的值, pρ(l)ij 是其对应的概率

值.至此,概率犹豫模糊集的相关概念、性质、运算等
基础研究工作基本完成.
可以看到,得益于对概率信息的有效利用,概率

犹豫模糊集和概率犹豫模糊偏好关系既能够刻画决

策者对客观事物不确定性的认知,又可以描述不同评
价意见间重要程度的差异.同时,相比于同样引入了
概率信息的概率优先序[21]和概率语言术语集[22]等

信息表达形式,基于实数 (而不是向量或语言)的概率
型犹豫模糊集又有着便于计算和建模的优点.此外,
虽然对于决策者或评估者而言,语言表征更为简单,
也更加契合人们的评价习惯且具有较强的可操作性,
但是基于目前的理论,还无法对语言术语进行直接处
理.例如:“好”+“一般”的结果就无法用一个语言术
语来表达.所以,在对语言术语进行后续处理之前,总
是要把它们先转化为数的形式,这是语言决策中必不
可少的一步.因此,从某种程度上看,对概率型犹豫模
糊集的研究可算作是对概率语言术语集的后续处理

的研究,可以与概率语言术语集理论无缝连接.
综上所述,无论是模糊决策还是语言决策,概率

犹豫模糊集都是其中一项不可或缺的研究内容,深入
系统地对概率犹豫模糊决策理论及方法进行研究是

一项重要而迫切的课题.

2 概率犹豫模糊信息的融合理论

在多属性决策问题中,通常需要专家先对备择方
案在各个属性上的表现进行评估并给出相应的评价

值;然后通过集成算子将每个方案得到的评估值分
别融合进一个元素之中,进而通过集成后的元素的
大小来确定全体方案的排序并选择最优方案.在群
决策问题中,仍然需要用同样的方式来集成各个专
家的意见.因此,无论是多属性决策问题还是群决策
问题,信息融合都是解决问题的重要方法,具有举足
轻重的地位.在模糊决策的发展过程中,对于每一种
新出现的模糊信息的表达形式,都有学者研究并给出
大量的集成算子.其中具有代表性的有:直觉模糊加
权集成算子[23-25]、直觉模糊Bonferroni均值算子[26]、

诱导的犹豫模糊集成算子[27]以及犹豫模糊幂集成算
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子[28]等.
对于概率犹豫模糊集而言,因为同时拥有隶属度

和概率两个维度,它的运算和集成的研究就要相对复
杂一些.起初的研究多是对犹豫模糊集的运算和集
成进行简单的推广,即隶属度的运算采用犹豫模糊集
的运算方式,相应的概率的运算则是简单的相乘,而
集成算子是在这种运算的基础上得出的.这种方法
在概率犹豫模糊集的定义得到改进之后便不再适用

了,因为随着参与运算的元素个数逐渐增加,运算结
果的概率信息会不断衰减直至趋近于0,这是决策者
所不能接受的.针对这一问题, Zhang等[19]采取了归

一化的方法.
给定两个概率犹豫模糊元素

h1(p) = {γ1m(p1m)|m = 1, 2, . . . , |h1(p)|},

h2(p) = {γ2n(p2n)|n = 1, 2, . . . , |h2(p)|},

于是[13]

h1(p)⊕ h2(p) =∪{
[γ1m+ γ2n− γ1mγ2n ]

( p1mp2n
|h1(p)|∑
m=1

p1m ·
|h2(p)|∑
n=1

p2n

)}
,

(5)

h1(p)⊗ h2(p) =∪{
[γ1mγ2n ]

( p1mp2n
|h1(p)|∑
m=1

p1m ·
|h2(p)|∑
n=1

p2n

)}
. (6)

实际上,对于概率犹豫模糊信息运算的归一化
有两种方式: 1)对参与运算的每个元素的概率信息
进行归一化,如果每个元素的概率信息都是完整的,
则运算结果的概率信息就不会衰减; 2)直接对运算
结果的概率信息进行归一化.上述定义采用的是第2
种方式,可以证明,两种方式得到的结果是完全一致
的.随后,很多学者在上述成果的基础上对概率犹豫
模糊信息的运算与集成进行了更加深入的研究,也
获得了一些成果,例如:基于Einstein运算的概率犹豫
模糊集成算子[29]、概率中智犹豫模糊Choquet集成
算子[30]、概率犹豫模糊优先权集成算子[31]以及其

他一些算子和信息集成方式[32-35].其中:基于Einstein
运算的概率犹豫模糊元素的加法和乘法运算满足封

闭性、单调性、交换律、结合律、分配律等优良性质,
这使得概率犹豫模糊元素在运算时的限制更小;概
率中智犹豫模糊 Choquet 集成算子不仅为内部属性
之间的相关现象提供了支持,而且还充分考虑了外部
空间的附带不确定性;而概率犹豫模糊优先权集成

算子则考虑了属性之间具有不同优先级的情况.这
些集成算子都为概率犹豫模糊信息集成理论提供了

很好的补充.
随着研究的逐渐深入,人们不断发现,在大多数

情况下,特别是在群决策过程中,这种处理方式并不
合理.事实上,改进后的概率犹豫模糊元素的定义设
定单个元素中所有隶属度的概率之和可以小于1这
个条件就是为了更加全面地表达决策群体所给出

的初始决策信息,归一化的做法反而违背了这一初
衷.因此,如何在不将概率犹豫模糊元素归一化的前
提下,解决运算结果的概率信息随着参与运算的元素
个数的增加而逐渐衰减的问题,是一个亟待解决的
问题.对于概率犹豫模糊信息的信息集成的研究存
在的另外一大问题是计算繁琐.以概率犹豫模糊元
素的加法运算为例,倘若两个含有3个隶属度的概率
犹豫模糊元素相加,则所得的结果中便含有9个隶属
度,再加上相应的概率的运算,意味着整个计算过程
需要18次运算.如果参与运算的元素个数增加,则相
应的运算次数更是以几何级数增加,因此,概率犹豫
模糊元素的计算量是巨大的.相应地,以此为基础的
概率犹豫模糊信息的信息集成也非常复杂且难以应

用.目前,还没有一种有效的方法简化概率犹豫模糊
元素的运算,这也导致概率犹豫模糊集在群决策问题
中的应用受到了很大的限制.因此,只有将上述两个
问题解决后,才能使基于概率犹豫模糊集的决策过程
更加可靠,决策结果更加准确,决策方法更加便于应
用.

3 概率犹豫模糊信息的偏好关系理论

偏好关系 (又称判断矩阵)是决策者表达对一组
目标 (如方案和属性等)的偏好时经常使用的一种工
具.与直接给出每个目标的得分不同,偏好关系以两
两比较的形式最终求得全体目标的排序从而确定最

优,这就为专家在无法提供每个方案的具体评价信息
时提供了一个新的思路 (很多时候,目标间的比较更
为直观).目前,基于模糊集及其主要拓展形式的偏好
关系的研究已经较为成熟,比较有代表性的偏好关系
有:模糊偏好关系 (又称互补偏好关系)[36]、积性偏好

关系 (又称互反偏好关系)[37]、直觉模糊偏好关系[38]

和犹豫模糊偏好关系[39]等.其中,互补偏好关系和互
反偏好关系代表了两大类偏好关系.以互补偏好关
系为代表的一类用 [0, 1]区间上的值来表达对两个方
案之间的偏好程度;而互反偏好关系则是用1/9到9
之间的17个值中的某一个来刻画偏好程度.两种偏
好关系各有其优势和应用场景,在此不再赘述.
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近几年,对于概率犹豫模糊偏好关系的研究刚
刚起步.在这一概念被提出之后,一些学者从不同角
度对其进行了深入探索. Zhou等[40]发现,在很多情况
下,人们很难通过主观评估获取概率犹豫模糊元素
中每一项出现的概率,因此,他们提出了不确定概率
犹豫模糊偏好关系,并对其预期一致性、可接受预期
一致性、概率获得方法和一致性改进迭代算法进行

了研究.随后,他们进一步提出了预期一致性指标和
判断原理用来评估概率犹豫模糊偏好关系的一致性

程度,并针对不一致的概率犹豫模糊偏好关系给出了
一种迭代优化算法,通过优化其中的某些元素来提
高其预期一致性[41]. Wu等[42]基于概率犹豫模糊集,
设计了具有 4个识别规则和 2个方向规则的局部反
馈策略来指导共识的达成. Li等[43]基于概率犹豫模

糊偏好关系的加性一致性和Hausdorff距离,提出了
一个新的算法以建立决策群体内部的共识.随后,他
们又提出了两个数学规划模型以导出决策过程中缺

失的决策信息并提高概率犹豫模糊偏好关系的一致

性级别,进而给出两个决策者之间接近度的定义并
据此定义了决策者之间的共识指数,最终得到了一
个可以同时满足个体一致性水平和群体共识阈值规

划模型[44]. Wu等[45]在概率犹豫模糊集的背景下,从
3个层面上计算了基于个体之间的距离而制定的共
识测度:备择目标的配对层面、备择目标层面以及偏
好关系层面,并基于此设计了一种采用局部反馈策略
的算法以改善共识过程,避免了计算集体偏好关系的
过程.在很多决策问题中,积性一致性更加符合实际
情况且便于应用.因此, Li等[46]在可乘传递性的基础

上提出了概率犹豫积性偏好关系,同时,还提出了基
于概率犹豫积性偏好关系的一致性指标和共识指数,
进而建立了一种多准则决策方法.此外,还有一些学
者也对概率犹豫模糊偏好关系进行了一些简单的研

究[47-49].
目前,概率犹豫模糊偏好关系的定义刚刚形成,

对于其一致性和共识过程的研究也才刚刚开始,研究
内容较为浅显.同时,由于概率犹豫模糊元素运算和
集成的复杂性,概率犹豫模糊偏好关系的处理太过繁
琐,导致这方面的研究目前处于停滞状态,相关成果
数量较少.事实上,概率犹豫模糊偏好关系非常符合
群决策的过程,它可以通过一个判断矩阵将多个决策
群体成员的偏好信息容纳进来,并且最大化地保留初
始决策信息,这大大简化了基于偏好信息的群决策过
程.因此,概率犹豫模糊信息的偏好关系理论具有很
大的研究价值和广阔的应用前景.

4 基于概率犹豫模糊集的决策方法

在概率犹豫模糊集之前,人们已经把很多经典的
决策方法推广到犹豫模糊环境中,得到了一些犹豫
模糊决策方法.例如:不完全权重信息下的犹豫模糊
TOPSIS方法[50]、犹豫模糊ELECTRE I、II方法[51-52]、

犹豫模糊PROMETHEE方法[53]、犹豫模糊VIKOR方
法[54]、犹豫模糊TODIM方法[55]、犹豫模糊LINMAP
方法[56]、犹豫模糊QUALIFLEX方法[57]等.可以说,
对于犹豫模糊决策方法的研究已经形成了一个较为

完整的系统,基本可以覆盖犹豫模糊环境下的决策问
题.相比较而言,关于概率犹豫模糊决策方法的研究
刚刚起步,内容较少.

Tian等[4]考虑到决策者的有限理性,引入了前景
理论,建立了基于概率犹豫模糊偏好关系和前景理论
的共识过程,为从建立决策指标体系的角度研究序贯
投资问题提供了一种有效的方法. He等[58]研究了概

率犹豫模糊元素与参考理想值之间的关系,将参考理
想方法与概率犹豫模糊集相结合,提出了3种不同的
决策方法来解决参考理想多属性决策问题,为专家
系统和智能系统的研究提供了新的决策视度. Zhou
等[5]将在险值这一金融概念引入决策过程中,定义了
犹豫在险值和预期犹豫在险值,提出了一种动态规划
模型来计算决策单元的权重并在此基础上又提出了

基于预期犹豫在险值的尾部群体决策过程. Wu等[59]

基于GM(1, 1)模型和TOPSIS方法,提出了一种概率
犹豫模糊环境下的动态突发事件应急处理方法. Gao
等[60]考虑了外部环境的不确定概率,针对危机管理
中应急决策的特点,提出了一种基于概率犹豫模糊集
的动态决策方法,以应对信息不足、不确定性和动态
趋势,为应急响应的动态和演化特征提供了支持.
Ding等[61]基于概率犹豫模糊集的距离测度,建立了
一个多目标优化模型以处理权重信息不完整的概率

犹豫模糊多属性群决策问题,并开发了一种交互式方
法为决策者提供新的偏好信息或修改先前的偏好信

息提供了方便. Gupta等[62]在时间序列预测中引入犹

豫概率模糊集,提出了一种基于犹豫概率模糊集的时
间序列预测方法.除了上述方法之外,还有一些学者
对概率犹豫模糊环境下的决策方法进行研究并得到

了部分成果,如概率犹豫模糊QUALIFLEX方法[63]、

概率犹豫模糊PROMETHEE II方法[63]以及其他一些

方法[6-8, 64-72].
通过上面的综述可以看到,相比于更早出现的犹

豫模糊集等信息表达方式,对于概率犹豫模糊群决
策方法的研究只是刚刚起步,研究内容较少,范围较
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窄.事实上,相比于其他模糊集的拓展形式,概率犹豫
模糊集在决策过程中有着独特的优势.对于犹豫模
糊集或者直觉模糊集等不含概率信息的集合而言,它
所包含的概率信息使它能够保留更多初始决策信息,
也更加符合决策者的主观意愿;对于概率偏好集等
语言术语集而言,概率犹豫模糊集省去了将语言信息
转化成实数信息的过程,运算更加灵活,便于建模且
在计算过程中丢失的信息更少.表1直观地表示了概
率犹豫模糊决策方法相比于其他决策方法的优点.

表1 概率犹豫模糊决策方法的优点

优点
概率犹豫模糊 概率语言 不含概率信息的

决策方法 决策方法 模糊决策方法

包含完整的初始决策
√ √

×信息,更加符合决策者
的主观意愿

运算更加灵活,计算过 √
×

√

程中丢失的信息更少

目前,对于概率犹豫模糊决策的研究主要着重于
理论与方法,而在实际应用方面的研究成果不多.然
而,基于概率犹豫模糊集的决策方法已经被尝试应
用于社会生活的一些方面并取得了一定的成果,未
来也必将在方方面面的实际决策问题中发挥重要作

用.因此,对概率犹豫环境下的决策方法的研究是必
要且具有重要的实际应用价值.

5 未来研究展望

除了上述成果,还有许多学者在概率犹豫模糊聚
类方法[73-75]、区间形式的概率型犹豫模糊集[76-80]、概

率对偶犹豫模糊集[81-82]以及其他一些领域[83-85]也做

了一些工作,这些工作为概率犹豫模糊决策理论提供
了重要的补充,但这些研究相对零散,没有形成完整
的系统.总体而言,对于概率犹豫模糊集的研究仍然
处于起步阶段,还有很大的发展潜力.基于概率犹豫
群决策的发展现状,其未来的主要研究方向大致可分
为以下4个方面.

1) 优化概率犹豫模糊信息的集成方式.前文中
曾提到,概率犹豫模糊元素的归一化并不合理,因此,
需要找到一种方式使得在概率犹豫模糊信息的集成

过程中,既能简化运算,又能阻止概率信息的逐步衰
减.另一方面,由于概率分布的性质,概率犹豫模糊元
素是可以被连续化的,而连续化可以有效减少概率
犹豫模糊元素中隶属度的个数,从而简化其运算过
程.目前,连续形式的概率犹豫模糊元素[19]的概念已

经被提出,接下来,针对概率犹豫模糊信息集成的一
个重点研究方向就是连续形式的概率犹豫模糊元素

的运算法则和集成方式.此外,在犹豫模糊群决策问
题中,经常需要将多个专家给出的评估值整合到一
起,对大规模的犹豫模糊信息进行集成.此时,复杂的
计算过程将成为一个严重的阻碍,整个决策过程也会
因此而受到较大的影响.综上所述,犹豫模糊元素运
算的优化是今后犹豫模糊集研究的重点方向.

2) 概率犹豫模糊信息的测度理论.目前,对于概
率犹豫模糊信息的测度理论的研究非常少.事实上,
相比于犹豫模糊集等信息表达方式,对于概率犹豫
模糊信息的测度理论的研究要复杂得多,主要原因
如下:概率犹豫模糊元素同时包含隶属度和概率两
个部分的信息,如何处理概率信息便是在建立概率犹
豫模糊测度时必须要解决的问题.从形式上来看,对
于犹豫模糊集的测度,完全可以当作向量的测度来处
理,事实上,大部分学者也是这么做的.但是,当同时
面对隶属度和概率信息时,现有的研究通常选择将两
种信息用某种方式合并后按照原方法处理.这种方
法固然有可取之处,但从另一个角度来说,隶属度和
概率其实是两个维度的信息,就如同一个点的x坐标

和 y坐标,虽然都是数字,但在计算时却不能随意混
为一谈.因此,在今后的研究中,需要找到新的方法使
得在建立概率犹豫模糊信息的测度时,概率信息可以
得到更合理的处理.

3) 概率犹豫模糊偏好关系及其在群决策中的应
用.偏好关系理论、一致性和共识过程是群决策的重
要组成部分,基于偏好信息的决策方法 (如层次分析
法和网络分析法)在群决策中有着广泛的应用.概率
犹豫模糊元素同时包含了隶属度信息和概率信息,在
表征模糊和不确定信息方面具有优势,可以很好地
被应用于收集决策群体的偏好信息.但是,目前相关
的研究还很少,尤其是在概率犹豫积性偏好关系一
致性的完整定义和共识过程及相关的群决策方法方

面.因此,概率犹豫模糊偏好关系理论有着广阔的发
展前景,其在群决策中的应用也是今后的一个重要研
究方向.

4) 多种类型信息的融合.当处理概率犹豫模糊
环境下的群决策问题时,人们总是希望决策者能够
以实数或概率犹豫模糊元素等形式给出他们的评估

值.但是,由于客观事物的复杂性,在某些情况下,一
些专家只能给出其他形式的信息.如果这些专家被
迫以某种他们并不熟悉的形式来给出其决策意见,则
很可能会影响决策结果的准确性.例如,医生在判断
病人的病情时,通常只能给出“严重”“较轻”等形
容,而很难将病情量化.如果硬性要求医生用具体的
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实数或概率犹豫模糊元素来表示病情,则不仅增加了
医生的负担,而且有可能使决策结果产生偏差.在大
型的决策过程中,人们可能会收集到多种不同形式的
信息,此时,需要采用一些方法来对这些不同形式的
信息(如:实数信息、区间数信息、直觉模糊信息、语言
信息等)进行融合. Zhu等[86]提出了一种广义的网络

分析法.首先给出了复杂判断矩阵的概念,它被用于
以多种不同的形式收集决策群体全部成员的偏好信

息等,例如模糊偏好信息、区间模糊偏好信息、犹豫模
糊偏好信息和随机 (随机模糊)偏好信息等;然后,提
出了通过复杂判断矩阵对全体备择方案进行排序的

方法,这一成果为异质信息的信息融合的研究奠定了
良好的基础.随着决策过程日益复杂,决策群体的规
模不断增大,在未来的研究中,多种类型数据的融合
一定会成为学者们关注的又一个焦点.
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