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鲁棒博弈动力学: 分析与综合

王　龙1†，王国丞1，苏　奇2

(1. 北京大学 系统控制研究中心，北京 100871；2. 上海交通大学 自动化系，上海 200240)

摘　要: 不确定性广泛存在于各种自然和工程系统中, 这对系统动力学的建模、分析、预测和控制提出巨大挑战.

对于工程控制系统, 已经发展出鲁棒控制相关理论以研究不确定性对系统动力学的影响及其综合设计问题. 然

而, 对于大规模人在环路的集群自主系统, 不确定性下的系统动力学研究仍处于起步阶段. 鉴于此, 将经典控制系

统中鲁棒控制的概念和方法扩展到大规模集群自主系统, 提出鲁棒博弈动力学的分析和综合方法, 针对类典型的

不确定性研究了系统的演化动力学, 并结合经济学、心理学、社会学中的期望效用理论探讨博弈群体对不确定性

的主观响应. 不确定性可以逆转经典博弈动力学的演化方向以及产生多稳态和周期振荡极限环等丰富的动力学

行为, 所作研究揭示了不确定性对集群自主系统演化的重要影响以及群体博弈系统动力学的复杂性.
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Abstract: Uncertainty  exists  in  a  wide  range  of  natural  and  engineering  systems,  posing  great  challenges  to  the
modeling, analysis, prediction and control of system dynamics. For engineering control systems, robust control theory
has been developed to study the effect of uncertainty on system dynamics and its resistance to disturbance. However,
the study of system dynamics under uncertainty in large-scale autonomous systems with humans in the loop is still in its
infancy. In this paper, the concept of robust dynamics is extended to large-scale collective systems, and a robust game
dynamics analysis method is proposed. Based on the proposed framework, three typical types of uncertainty are studied,
and  the  subjective  response  of  agents  to  uncertainty  is  also  explored  by  combining  the  expected  utility  theory  in
economics.  Unlike  classical  game  dynamics,  the  study  finds  that  uncertainty  can  reverse  the  direction  of  system
evolution, and generate rich dynamical behaviors such as multistability and periodic oscillation limit rings. This study
reveals the significant impact of uncertainty on the evolutionary dynamics and the complexity of collective behaviors.
Keywords: uncertainty；robustness；evolutionary game theory；risk preference；complex systems

 

0    引　言

博弈论是用来描述理性个体在对抗冲突情况下

决策方式的理论体系. von Neumman等[1]
于 1944年

发表的巨著《博弈论与经济行为》标志着现代博弈

论的诞生. 经过以 Nash为代表的众多学者的完善,
博弈论已经被广泛应用于经济学、物理学、控制科

学、计算机科学、生物生态学等多个领域. 1973年,
Smith等[2]

将群体动态演化的思想引入博弈论, 放弃

了理性个体的假设, 用动态策略更新过程替代策略

选择, 创立了演化博弈论. 该理论可以描述策略传

播、社会学习、病毒传播等动态过程, 已被广泛应用

于研究群体行为的涌现、多智能体的交互与学习、群

体的智能决策、合作行为的演化、观点传播动力学等

众多领域, 取得了巨大的成就
[3-9].

在经典的演化博弈论中, 博弈的信息是完全的、

确定的. 每个个体获得确定的收益, 并且精确地知道

其他个体的收益函数
[6,10-15]. 个体可以通过修正自己

的策略, 或者模仿其他个体的策略, 最终使得系统达
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到均衡状态. 然而, 在现实系统中不确定性广泛存

在
[16-32]. 比如在自然界中, 温度、湿度等因素的变化

都具有较大的不确定性. 在工程系统中, 物理参数的

误差、未建模的动态等因素都可以看作真实系统相

对于其数学模型的不确定性. 在控制理论中, 鲁棒性

是指系统抵御各种不确定性 (如物理参数摄动、测量

误差、未建模动态、环境变化、外部干扰等)的能力.
研究控制系统的鲁棒性可以明确不确定性对系统动

力学的影响, 以及帮助设计控制器使得系统在具有

不确定性的情况下依然能够保证高效运行
[18-23,25]. 类

似地, 在群体博弈系统中, 不确定性对系统的动力学

行为的影响, 以及具有不确定性的博弈系统的综合

设计是重要的研究课题, 但目前关于该问题的研究

仍比较缺乏. 此外, 相对于传统的控制系统, 博弈系

统中的个体往往具有一定的智能性. 所以在研究博

弈系统的鲁棒性时, 还需要考虑个体对于不确定性

的主观响应, 即不同个体对于不确定性具有不同的

偏好程度, 进而导致不同个体在不确定性的环境中

做出不同的决策. 这也意味着相对于传统控制系统

而言研究博弈动力学中的不确定性以及鲁棒性更加

复杂.
不确定性有许多种类型, 针对不确定性的分类

尚无统一方式. 在控制理论中, 现有研究通常将不确

定性划分为结构型和非结构型两类
[20, 22-23, 26]. 结构型

不确定性一般指系统中的未建模动态, 非结构型不

确定性一般指系统中的参数摄动. 在经济学中, 广义

的不确定性包括风险与 Knightian不确定性
[33-34]. 风

险指能够被计算概率分布的不确定性, Knightian不
确定性指不能够获得概率分布 (即不可预测、未

知)的不确定性. 在机器学习领域, 不确定性可以分

为偶然不确定性 (也称作随机不确定性)与认知不确

定性
[35-36]. 偶然不确定性是由于数据本身不可避免的

误差导致的, 认知不确定性来源于知识的缺乏、模型

本身不完备等因素. 在博弈动力学中, 已有文献研究

了多种因素 (包括选择强度、环境容纳量、环境状

态)的不确定性对于系统动力学行为的影响
[16,37-41].

这些研究发现, 不确定性对策略的演化具有一定程

度的影响, 但只考虑了非常有限的不确定性因素, 忽
略了收益的随机性、博弈群体规模的不确定性等. 这
些类型的不确定性对于博弈系统是更普遍、更广泛

的. 更重要的是, 之前的研究都只是单纯探究了不确

定性对于系统动力学的影响, 并未考虑个体会对不

确定性做出不同的主观响应. 对于由具有一定智能

性个体组成的群体而言, 考虑个体对不确定性的响

应是必要的, 这可能会本质地改变系统的动力学行

为.
受到鲁棒控制理论的启发, 本文综合博弈动力

学中不确定性以及随机性的相关研究, 提出鲁棒博

弈动力学的理论以及研究方法 . 针对博弈系统中

3种典型的不确定性, 即系统中观测不确定性
[42]
、交

互收益的不确定性
[43]

以及群体规模的不确定性
[44],

介绍群体博弈系统在不同类型不确定性下的动力学

行为以及鲁棒性. 其中观测不确定性可以归为认知

不确定性, 后两种不确定性可以归为随机不确定性.
具体而言, 针对观测不确定性, 提出博弈动力学下个

体对于不确定性的风险响应模型, 并研究不同的风

险偏好以及适应性风险偏好对于动力学的影响. 结
果表明, 即使对于同样的博弈收益结构, 不同的风险

偏好也会使得系统涌现出完全不同的动力学现象.
在适应性风险偏好下, 系统甚至会出现持续振荡的

极限环现象. 此外, 对于收益不确定性以及群体规模

不确定性, 本文结果表明这两种不确定性都能显著

改变系统的动力学. 例如在背叛策略占优的囚徒困

境博弈中, 不确定性可以逆转演化动力学的方向, 使
得合作行为占优. 这些结果系统性地展示了博弈动

力学的鲁棒特征, 揭示了不确定性对于博弈动力学

的重要影响以及群体行为的复杂性. 

1    基本概念 

1.1    经典博弈范式

一个完整的博弈模型包含三要素, 分别是参与

者 (players)、策略 (strategies)和收益 (payoffs). 最经

典的两人两策略博弈模型包含囚徒困境 (prisoner’s
dilemma)、雪堆博弈 (snowdrift  game)、猎鹿博弈

(stag-hunt game)等. 这几类博弈可以通过如下收益

矩阵进行刻画:
C D

C

D

[
R S

T P

]
.

(1)

R

P

S

T

S < P < R < T

T > R S > P

T < R S <

P

每个参与者都有两种可供选择的策略: 合作与

背叛. 当双方都选择合作时, 双方均获得 的收益;
当双方都选择背叛时, 双方均获得 的收益; 当一方

选择合作, 另一方选择背叛时, 合作者获得 的收益,
背叛者获得 的收益. 当收益矩阵中 4个参数满足

关系 时 , 无论对手选择什么策略 ,
背叛永远会获得更高的收益, 此时该博弈为囚徒困

境. 当 且 时, 该博弈为雪堆博弈, 个体

的最优选择为与对手相反的策略. 当 且

时, 该博弈为猎鹿博弈, 个体的最优响应策略与对

手的策略相同. 
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1.2    演化博弈动力学

N

k N − k

演化博弈将群体的概念引入到博弈中, 拓展了

个体完全理性的假设, 进一步考虑有限理性的场景,
研究的基本对象为策略在群体之中传播的动力学过

程. 本文研究中, 除第 3节考虑结构化的群体之外,
其他地方如无特殊说明均假设群体为均匀混合的.
对于一个包含 个个体的均匀混合群体, 假设合作

者数量为 , 背叛者数量为 , 每个个体的收益

为与群体中所有个体 (包含自己)博弈获得收益的平

均值, 那么合作者与背叛者的收益分别为

πC =
kR+ (N − k)S

N
, (2a)

πD =
kT + (N − k)P

N
. (2b)

f = 1 + sπ s

s

s ≪ 1

A

B

k

k

个体的收益决定了其适应度, 适应度为收益的递增

函数, 衡量个体传播自己策略的能力 (繁殖率). 比较

经典的适应度形式为 , 其中 为选择强

度,  越大代表收益对于适应度的影响程度越大. 在
演化博弈领域 , 大多数理论研究主要关注弱选择

( )的情况
[45-46]. 在所有个体获得收益后, 群体

内部适应度更高的个体有更大的概率产生子代. 具
体而言, 以灭生过程为例

[47], 每个时间步内, 随机选

择一个个体 , 其以正比于适应度的概率随机模仿

另一个个体 的策略. 对于均匀混合群体, 系统的状

态可以用合作者数量 来表示, 系统的动力学可以用

马尔可夫链刻画. 该马尔可夫链的转移概率, 即 增

加 1或者减少 1的概率分别为

T+(k) =
N − k

N

kfC

kfC + (N − k − 1)fD

, (3b)

T−(k) =
k

N

(N − k)fD

(k − 1)fC + (N − k)fD

. (3b)

T+(k) T−(k)

k = N

k = 0

ρC

其他经典的更新过程还包括生灭过程、对比较过程

等
[47]. 不同的更新过程对应着 与 形式上

的细微区别, 但研究方法基本相同, 故此处不再赘述.
该系统具有两个吸收态: 全为合作者 ( )或全

为背叛者 ( ). 假设初始时刻系统中只有一个合

作者, 其余全是背叛者, 将系统最终能够到达全是合

作者状态的概率定义为合作者的固定概率, 记作 ,
其表达式

[48]
如下:

ρC = 1
/(

1 +
N−1∑
i=1

i∏
k=1

T−(k)

T+(k)

)
. (4)

ρD

ρC > ρD

0

类似地, 也可以定义并给出背叛者的固定概率 . 若
, 则称合作相比背叛在群体中是演化占优

的. 此外, 在中性选择下 (选择强度为 ), 合作者的固

1/N

ρC > 1/N

定概率等于初始合作者的比例 , 故有时也称自

然选择促进合作演化的条件为 .

N

x

x = k/N x

当群体规模 充分大时, 可以使用扩散过程将

系统近似为一个连续系统. 用 表示合作者在群体中

所占的比例 ( ),  的变化可由如下 Langevin
方程刻画:

dx = [T+(x)− T−(x)]dt+√
[T+(x) + T−(x)]/NdWt. (5)

Wt

N → ∞
为标准的 Wiener过程. 当群体规模趋于无限大

( )时, 方程 (5)的随机项消失, 此时系统可

用一个常微分方程来描述. 忽略时间尺度的差异, 方
程 (5)与经典的复制动力学方程一致

[49-51], 有

ẋ = x(1− x)(πC − πD). (6)

x = 0

x =
P − S

R− S − T + P

x = 0

x = 1 x =
P − S

R− S − T + P

对于囚徒困境,  (全是背叛者)是系统唯一的稳

定平衡点. 对于雪堆博弈, 系统唯一的稳定平衡点位

于内部:  . 边界的两个平衡点是

不稳定的, 这表示合作者与背叛者可以稳定共存.
对于猎鹿博弈, 系统具有两个稳定的平衡点

和 , 以及一个不稳定的内部平衡点

.
 

2    风险响应的不确定性

i j

在一个群体博弈系统中, 考虑经典的两人两策

略博弈 (如式 (1)), 每个个体的收益由其策略决定,
由式 (2)给出. 假设个体在模仿其他个体策略时存在

不确定性
[42]: 个体无法准确地观测到其余每个个体

的精确收益, 只能得到对方收益的一个估计值. 更准

确地, 个体 观察到的 的收益具有一定的随机性, 由
如下高斯随机变量给出:

πji = πj + σjiξ. (7)

ξ 0 1 πj

j πC πD σji i j

i j

σji = σsjsi si, sj ∈
{C,D} i j σji

σCC σCD σDC σDD

其中:  是均值为 方差为 的高斯随机变量;  为个

体 的真实收益 (等于 或 );  为 观测 收益时

随机性的标准差, 其衡量了 对 收益观察的精确程

度. 在具体研究中, 假设观测的标准差仅取决于观测

者与被观测者的策略 , 即 (其中

代表个体 和 的策略). 此时 可能的取值

有 ,  ,  ,  . 类似于收益结构 (式 (1)),
将如下矩阵称为不确定性结构:[

σCC σCD

σDC σDD

]
. (8)

πsjsi = πsj + σsjsiξ

si sj

另外 , 用随机变量 表示策略是

的个体观测策略为 个体的收益时得到的观测值.
由于收益观察的不确定性, 当观察到某个个体
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U(π)

π i

U ′′ < 0

U(π) =
√
π

√
50 0.5

√
100

U ′′ > 0

U ′′ = 0

U(π)

ARA

的收益从而模仿其策略时, 该策略模仿具有一定的

风险性, 因为被观察的收益不一定是该个体的真实

收益. 面对该风险, 个体会采取不同的决策偏好, 从
而指导他们具体的行为策略. 在经济学中, 个体的风

险偏好通常由期望效用理论进行描述. 该理论由 von
Neumman等[1]

提出, 已被广泛应用于各领域对风险

决策的研究. 该理论假设个体具有效用函数 ,
效用函数描述 的实际收益给个体 带来的满足程

度, 个体总是选择可以最大化自己期望效用的选项

或行动. 效用函数不一定是线性的, 其凹凸性反映了

个体对于风险的偏好. 凹的效用函数 ( )代表

个体是风险厌恶 (risk averse)的. 比如某个体的效用

函数为 , 该个体面临两种选择: 一是确

定性地获得 50元, 另一种是以等概率获得 100元或

者 0元. 对于该个体而言, 选择前者产生的效用是

, 选择后者产生的期望效用是 , 所以该

个体会选择前者. 尽管两种选项的期望收益是相同

的, 但该个体仍偏向于选择风险较小的选项, 所以被

称作风险厌恶的. 类似地, 凸的效用函数 ( )
表示风险追逐 (risk seeking), 此时个体倾向于选择后

者 (风险较大的选项). 线性的效用函数 ( )对
应着风险中性 (risk neutral), 此时个体对两种选择没

有偏向. 给定效用函数 , 其表示的风险厌恶程

度可由绝对风险厌恶指标 (absolute  risk  aversion,
)描述

[52-53]

ARA(π) = −U ′′

U ′
. (9)

ARA > 0

ARA < 0

代表风险厌恶, 其值越大表示风险厌恶程

度越高. 反之,  代表风险追逐, 其值越小表

示风险追逐程度越高.
i采用经典的指数型效用函数

[52,54-56], 个体 的效

用函数为

Ui(π) =

1− s

δi
+

s

δi
exp(δiπ), δi ̸= 0;

1 + sπ, δi = 0.
(10)

s δi i

ARA −δi δi < 0

δi > 0

s ≪ 1

其中:  为选择强度;  为个体 的风险偏好程度. 该
效用函数的 为常数 ,  表示风险厌恶,

表示风险追逐 . 在演化动力学中 , 通常假设

, 表示收益对于个体的效用影响较小.
i

i 1/N

i

i

i

在每个时间步, 随机选择一个个体 进行策略更

新 ( 个体以 的概率被选择). 由于观测的不确定

性, 个体 发现不同的合作者获得的收益都不相同,
不同的背叛者获得的收益也不相同, 个体 认为如果

自己模仿其余个体的策略也会获得随机的收益. 因
此, 个体 会计算自己视角下每个个体的期望效用,

i j

然后依据正比于期望效用的概率随机挑选一个个体

进行模仿. 该过程相当于将期望效用理论中的最大

化期望效用的过程用动态的学习过程刻画. 具体而

言,  个体被选择并且模仿 个体策略的概率为

ei→j =
1

N

E[Ui(πji)]∑
k ̸=i

E[Ui(πki)]
. (11)

 

2.1    固定风险偏好

δ1 > 0 δ2 < 0

x p p

q

q p− q x− q 1− x− p+ q

(x, q)

x q

基于以上模型, 假设群体中存在两类风险偏好:

(风险追逐)与 (风险厌恶). 首先考虑个

体风险偏好保持不变的情况. 群体中共有 4种类型

的个体: 风险追逐合作者、风险追逐背叛者、风险厌

恶合作者、风险厌恶背叛者. 假设合作者在整个群体

中的比例为 , 风险追逐个体的比例为 ( 此时为一

常数), 风险追逐合作者的比例为 , 那么这 4类个体

的比例分别为 ,  ,  ,  . 该系

统为一个二维系统, 其状态可以用 表示. 单个

时间步内,  和 的期望变化量为

E(∆x) =
1

N
(T1 + T2 − T3 − T4), (12a)

E(∆q) =
1

N
(T2 − T4). (12b)

T1 T2 T3 T4

(x, q) (x+ 1/N, q) (x+ 1/N, q + 1/N) (x

−1/N, q) (x− 1/N, q − 1/N)

其中:  ,  ,  ,  为系统状态在一个时间步内从

转移到 ,  ,

,  的概率, 对应发生的

更新事件分别为风险厌恶背叛者模仿合作者的策

略、风险追逐背叛者模仿合作者的策略、风险厌恶合

作者模仿背叛者的策略、风险追逐合作者模仿背叛

者的策略. 这些转移概率的表达式如下:

T1 =
(1− x− p+ q)xE[Uδ2(πCD)]

xE[Uδ2(πCD)] + (1− x)E[Uδ2(πDD)]
, (13a)

T2 =
(p− q)xE[Uδ1(πCD)]

xE[Uδ1(πCD)] + (1− x)E[Uδ1(πDD)]
, (13b)

T3 =
(x− q)(1− x)E[Uδ2(πDC)]

xE[Uδ2(πCC)] + (1− x)E[Uδ2(πDC)]
, (13c)

T4 = q
(1− x)E[Uδ1(πDC)]

xE[Uδ1(πCC)] + (1− x)E[Uδ1(πDC)]
, (13d)

Uδ1(·) δi δ1

Uδ2 s ≪ 1

|δi| ≪ 1 s

t = τ/N τ

其中 :  表示 取值为 的效用函数 (式 (10)),

的定义同理. 对于弱选择 ( )以及弱风险偏

好 ( ), 将式 (13)泰勒展开并保留 的一阶项,

然后将其代入式 (12). 在时间尺度变换 (

为时间步)下, 得到系统的动力学方程 (详细推导过

程见文献 [42])
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ẋ =
E(∆x)

1/N
=

sx(1− x)[(πC − πD)+

1

2
((pδ1 + (1− p)δ2)(σ

2
CD − σ2

DD)+

(qδ1 + (x− q)δ2)(σ
2
CC − σ2

CD − σ2
DC + σ2

DD))],
(14a)

q̇ =
E(∆q)

1/N
= px− q +O(s). (14b)

q p

x q

因此, 对于弱选择,  的变化率远大于 . 该系统具有

快慢动力学的特征, 所以可以对其进行尺度分离. 可
以认为在 几乎还未发生变化之前 就已经达到了平

衡态

q = px. (15)

将式 (15)代入 (14), 方程简化为一维系统

ẋ = sx(1− x)
[
πC − πD +

δ̄

2
(VC − VD)

]
. (16)

其中

VC = xσ2
CC + (1− x)σ2

CD, (17a)

VD = xσ2
DC + (1− x)σ2

DD, (17b)

δ̄ = pδ1 + (1− p)δ2. (17c)

VC VD

x 1− x

δ̄

δ̄ <

0

VC < VD σ2
CC < σ2

DC σ2
CD < σ2

DD

VC > VD σ2
CC > σ2

DC σ2
CD >

σ2
DD

VC VD x VC − VD

x

这里:  和 分别为合作者或者背叛者被一个随机

个体 ( 的概率为合作者,  的概率为背叛者)观
测到的收益值的方差;  为群体的平均风险偏好程

度. 方程 (16)表明风险偏好和不确定性可以显著改

变系统的动力学行为, 当群体整体呈风险厌恶 (
)且合作者的收益更透明, 即具有更小的不确定性

( , 充分条件为 ,  )时,
合作者相对于背叛者会获得更大的演化优势. 类似

地, 如果群体为风险追逐的且合作者的收益更加模

糊 (即 , 充分条件为 , 
), 则合作行为也会获得更高的等效收益. 此外,

由于 与 依赖于合作者的比例 ( ), 当
不是恒为正或者恒为负时, 不确定性是促进还是抑

制合作演化取决于当前系统合作者的比例 .
此外 , 将方程 (16)与经典的复制动力学方程

(式 (6))作比较, 可以得到如下定理
[42], 其简洁地描

述了风险偏好如何影响系统的动力学行为.
定理 1   式 (16)所描述的动力学系统等价于在

经典的复制动力学方程下 (无不确定性)对收益结构

做如下变换:[
R S
T P

]
⇒

[
R S
T P

]
+

δ̄

2

[
σ2

CC σ2
CD

σ2
DC σ2

DD

]
. (18)

即给定不确定性结构 (式 (8))以及群体的平均风险

δ̄偏好程度 , 式 (18)左边收益矩阵的演化动力学等价

于右边收益矩阵在经典复制动力学下 (无不确定

性)的演化动力学.

δ1 = 0.2 δ2 = −0.2 σCC = σDD

= 0 σCD = σDC =
√
20 p = 1

δ1 p = 0

δ2

在图 1中, 选取 ,  , 

,  . 此时 对应所有个体

全为风险追逐 ( )的情况,  对应所有个体全为

风险厌恶 ( )的情况. 对于囚徒困境博弈, 风险中性

的群体并不改变系统的动力学. 风险厌恶的群体可

以使得系统的动力学变得与经典演化博弈中猎鹿博

弈的动力学 (内部具有一个不稳定的平衡点, 两端边

界为稳定的平衡点)类似. 而风险追逐的群体可以使
 

6 9 15

0.2

1.0

0
3

2时间 / 10

(a)   无不确定性

( c)   风险厌恶 (p = 0)

0.4

0.8

合
作

者
比

例
  x

A

0 12

囚徒困境

6 9 15

0.2

1.0

0
3

2时间 / 10

(b)   风险中性   

0.4

0.8

合
作

者
比

例
  x

B

0 12

0.6

0.6

0

2

等效收益矩阵:
囚徒困境

6 9 15

0.2

1.0

0
3

2时间 / 10

0.4

0.8

合
作

者
比

例
  x

0 12

0.6

0.2

2

等效收益矩阵:
猎鹿博弈

1 -1
2 0

0 20

20 0
_

+

(d)   风险追逐 (p = 1)

6 9 15

0.2

1.0

0
3

2时间 / 10

0.4

0.8

合
作

者
比

例
  x

D

0 12

0.6

0.2

2

等效收益矩阵:
雪堆博弈

+

C

[    ] [     ]

1 -1
2 0

0 20

20 0
[    ] [     ]

1 -1
2 0

0 20

20 0
[    ] [     ]

1 -1
2 0[    ]

图1    风险偏好以及不确定性可以定性改变系统的动力学
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得群体的动力学变得与雪堆博弈 (两端边界为不稳

定的平衡点, 内部具有一个稳定的平衡点)类似. 

2.2    自适应风险偏好

δ1 > 0 δ2 < 0

i

j

j 1− u u

j

以上主要研究了个体风险偏好固定不变的情况,
在真实系统中, 收益更高的个体对于风险的容忍程

度更高, 更乐意参与一些风险较高的活动
[52,55-57], 比

如投资股票、赌博等. 所以, 假设收益高的个体有更

高的概率变为风险追逐, 而收益低的个体有更高概

率变为风险厌恶
[42]. 仍然考虑群体中存在两种风险

偏好: 风险追逐 ( )和风险厌恶 ( ). 在每

个时间步内, 随机选择一个个体 进行策略更新 (式
(11)), 然后随机选择另一个个体 更新其风险偏好.
个体 以 的概率保持原本的风险偏好, 以 的概

率重新考虑其风险偏好. 当重新考虑风险偏好时, 个
体 以概率

v+
j =

1

2
+

πj − η

2D
(19)

v−
j = 1− v+

j

D = |π − η|max
η

p p

变为风险追逐 , 以 的概率变为风险厌

恶.  表示所有可能的收益与切换阈值

最大的差值. 在此模型下, 系统中风险追逐类型个

体的比例 不再是常量.  的动力学由如下方程给出:

ṗ =
E(∆p)

1/N
=

u[(x− q)v+
C + (1− x− p+ q)v+

D − qv–C (p− q)v−
D].
(20)

v+
C v+

D v−
C v−

D

u ≪ 1 q x

p

,  ,  ,  表示合作者或背叛者变为风险追逐

或者风险厌恶的概率. 与式 (14)相结合, 系统的动力

学方程为一个三维系统. 类似于弱选择, 假设风险偏

好的更新速率也足够慢, 即 , 此时 相对于 与

变化得都足够慢 . 于是可以将式 (15)代入 (20)
得到

ṗ = u
[1
2
+

π̄ − η

2D
− p

]
, (21)

π̄ = xπC + (1− x)πD

δ1 δ2

R = 1 S = −r T =

1 + r P = 0 η = 1/2 D = 1/2 + r

其中 为群体的平均收益 . 式
(16)与 (21)构成一个二维系统. 该系统对于不同的

收益矩阵、不同的不确定性结构、不同的风险偏好

( 与 )都有不同的动力学性质. 为了减少参数的

数目, 重点研究一类典型的动力学. 考虑收益结构为

经典的单参数囚徒困境博弈:  ,  , 
,  . 选取 , 此时 .即

使对于如此简化的收益结构, 该系统仍然具有丰富

的动力学现象
[42]. 此处重点关注极限环的情况, 其余

动力学现象参见文献 [42].
r定理 2   对于只有单参数 的囚徒困境博弈, 在

自适应风险偏好系统中 (式 (16)和 (21))存在全局渐

近稳定的极限环的充分必要条件为

σ2
CC − σ2

DC < σ2
CD − σ2

DD < −2r(2r + 1)

δ
, (22a)

u < u∗, (22b)

u∗ u其中 为 的临界值, 由下文给出.

(x, p) α = σ2
CC − σ2

DC β =

σ2
CD − σ2

DD

这里给出证明概要 , 详细证明见文献 [42]. 用
表示系统的状态 , 并令 , 

. 该系统最多有 4个平衡点, 其中两个平

衡点位于系统的边界, 分别为

e1 = (x1, p1) =
(
0,

r

2r + 1

)
, (23a)

e2 = (x2, p2) =
(
1,

r + 1

2r + 1

)
. (23b)

这两个平衡点总是存在的. 此外, 系统还具有两个内

部平衡点

e+ = (x+, p+), e− = (x−, p−). (24)

其中

x+/− =
α− 3β

4(α− β)
±√

(α− 3β)2 + 8(α− β)(β + 2r(2r + 1)/δ)

4(α− β)
,

(25a)

p+/− =
1

2
+

x+/− − 1/2

r + 1/2
. (25b)

(x+/−, p+/−)

∈ [0, 1]2 e1 e2

这两个内部平衡点并不总是存在, 仅当

时有意义 . 将该二维系统在 和 处线性

化, 得到对应的 Jacobi矩阵为

J1 =

−s
(
r +

δβ

4r + 2

)
0

u

2r + 1
−u

 , (26a)

J2 =

s
(
r − δα

4r + 2

)
0

u

2r + 1
−u

 . (26b)

e1 e2

J1 J2

若要得到全局渐近稳定的极限环,  与 必须是不

稳定的, 这要求 与 的特征值不能全为负, 据此可

以得到

α <
2r(2r + 1)

δ
, (27a)

β < −2r(2r + 1)

δ
. (27b)

e+

[0, 1] e−

e− J−

det(J−) e−

在此条件下, 通过计算可以得到 并不存在 (位于区

间 之外), 只有 是存在的. 用类似的方法, 将系

统在 附近线性化, 求出其 Jacobi矩阵
[42]. 通过

计算可以得到 始终为正, 所以 不稳定当且

1766 控 制 与 决 策 第40卷



tr(J−) tr(J−)仅当 为负. 通过计算可以得到 为负的条

件为

α < β, (28a)

u < u∗, (28b)

其中

u∗ = sx−(1−x−)(x–−1/2)(α−β)/(2r+1). (29)

将以上条件结合起来, 利用 Poincaré-Bendixson定理

即可得到定理 2.

α < 0 β < 0 VC < VD

∼ r

=0.5 σCC =σCD=0 σDC =
√
200 σDD =

√
100

u = 0.000 3 u = 0.000 9 s = 0.01

N = 500 000 η = 0.5 δ1 = −δ2 =0.03

u

u

定理 2的直观解释是式 (22a)的必要条件为

且 . 在该情况下,  总是成立, 这
表明合作者的收益总是更加透明. 定理 1已经表明

在该情况下风险厌恶促进合作, 而风险追逐抑制合

作的演化. 在囚徒困境中, 如果所有个体全都采取背

叛, 则群体的平均收益最低, 个体会倾向于变为风险

厌恶. 由于风险厌恶促进合作, 个体会逐渐转变为采

取合作策略. 当足够多的个体采取合作策略后, 群体

的平均收益上升, 个体倾向于变为风险追逐. 由于风

险追逐抑制合作, 背叛行为再次占据群体. 在满足适

当的条件后, 整个系统便会反复在合作与背叛、风险

厌恶与风险追逐之间周期震荡. 在图 2中, 图 A直观

上解释了这一循环机制 , 图 B   E中 , 选取参数

,  ,  ,  ,
  (B,  C),    (D,  E),  ,
,  ,  , 对系统方

程进行数值解计算以及 Monte Carlo仿真, 结果证实

了系统会出现振荡动力学. 当风险偏好更新率 比较

小时, 振荡现象是持续的 (稳定的极限环). 当 比较

大时, 系统会振荡收敛到内部稳定的平衡点.
这里只展示了最简单的囚徒困境博弈下的适应

性风险偏好动力学. 对于其他类型的博弈, 比如雪堆

博弈和猎鹿博弈, 适应性风险偏好则会产生更加复

杂丰富的动力学行为, 具体内容见文献 [42]. 

3    交互收益的不确定性

在文献 [43]中, 考虑了博弈交互的收益结构具

有不确定性的情况. 此时, 个体通过与其他个体交互

得到的收益也是随机的. 假设收益结构如下:[
R S
T P

]
+

[
θRξ θSξ
θT ξ θP ξ

]
, (30)

ξ

i j R

+ θRξij R+ θRξji ξij ξji

其中 为标准的高斯随机变量, 均值为 0, 方差为 1.
不同的两个个体交互, 以及相同个体在不同时间的

交互所对应的高斯随机变量都是互相独立的. 例如

两个合作者 与 交互, 那么他们会分别获得收益

和 . 这里 与 是互相独立的标

准高斯变量. 类似地, 当一个合作者与一个背叛者交

互, 或者两个背叛者交互, 也会分别得到叠加随机扰

动的收益.
(N , E)

N E ∈ N ×N

i si si = 1

i si = 0 i i

这里考虑结构化的群体, 用网络 来表示.
代表网络中节点的集合,  代表网络中

边的集合. 每个节点代表一个个体, 边代表个体之间

的交互关系. 个体的最终收益为其与所有邻居博弈

的收益之和. 个体 的策略记为 ,  表示个体

采取合作,  表示个体 采取背叛.  的总收益为

πi =∑
j∈Ni

si[sj(R+ θRξij) + (1− sj)(S + θSξij)]+

(1− si)[sj(T + θT ξij) + (1− sj)(P + θP ξij)],
(31)

Ni i

fi = exp(sπi)

其中 代表个体 的邻居节点集合. 博弈所产生的收

益通过映射 转化为适应度. 然后通过
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追
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震荡条件V -V  < 0C D

风险厌恶促进合作 (风险追逐抑制合作)

低收益促进风险厌恶 (高收益促进风险追逐)

B 复制动力学方程 Monte Carlo 仿真C

比
例

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D E

比
例

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
合作者
风险追逐者

4时间 / 10

0 2 4 6 8
4时间 / 10

0 2 4 6 8

图2    适应性风险偏好导致周期震荡极限环
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j i j ∈ Ni i

j

灭生更新过程进行策略更新. 即每次随机选择一个

个体, 该个体以正比于适应度的概率模仿某个邻居

的策略. 具体而言, 若 是 的邻居 ( ), 则 模仿

的概率为

ei→j =
fj∑

k∈Ni

fk

. (32)

k k

本文主要考虑的网络为随机规则网络, 假设每

个节点的度都为 , 即每个个体都有 个邻居.
k定理 3   在度为 的随机规则网络中, 合作者的

固定概率为

ρC =
1

N
+

s

6k
(α+ 3β) + o(s). (33)

其中

α = (k + 1)(k − 2)
[
(R− S − T + P )+

s
(1
2
− 1

k

)
(θ2

R − θ2
S − θ2

T + θ2
P )
]
, (34)

β = (k + 1)
[
R+ s

(1
2
− 1

k

)
θ2
R

]
+

(k2 − k − 1)
[
S + s

(1
2
− 1

k

)
θ2
S

]
−[

T + s
(1
2
− 1

k

)
θ2
T

]
−

(k2 − 1)
[
P + s

(1
2
− 1

k

)
θ2
P

]
. (35)

定理 3证明见文献 [43].

ρD

通过类似的方式也可以得到背叛者的固定概率

的表达式
[43]

为

ρD =
1

N
− s

6k
(2α+ 3β) + o(s). (36)

ρC ρD

如果合作者的固定概率大于背叛者的固定概率, 则
称合作相对于背叛是占优的. 结合 与 的表达式,
有如下定理.

k

s ≪ 1

ρC > ρD

定理 4   在度为 的随机规则网络中, 假设选择

强度非常弱 ( ), 合作行为相对于背叛行为占

优 ( )当且仅当

(k + 1)
[
R+ s

(1
2
− 1

k

)
θ2
R

]
+

(k − 1)
[
S + s

(1
2
− 1

k

)
θ2
S

]
−

(k − 1)
[
T + s

(1
2
− 1

k

)
θ2
T

]
−

(k + 1)
[
P + s

(1
2
− 1

k

)
θ2
P

]
> 0. (37)

R = b− c S = −c T = b P = 0

c

b

将该理论应用到捐赠博弈中 (一类简化的囚徒

困境博弈 ), 即 ,  ,  ,  .
该博弈中, 合作意味着自己付出 的代价为对方提供

的收益, 而背叛不付出成本也不为对方提供收益.

b

θb c

θc b− c
√
θ2
b + θ2

c

假设这两个参数受到独立的随机扰动, 即 叠加强度

(标准差)为 的高斯分布,  叠加强度 (标准差)为
的高斯分布 , 那么 的扰动强度为 .

将这些值代入式 (37), 得到合作行为占优的条件为

b+ s
(1
2
− 1

k

)
θb

2

c− s
(1
2
− 1

k

)
θc

2

> k. (38)

bck相较于经典的结果 -rule[14], 合作占优的条件为

b

c
> k, (39)

存在收益不确定性的合作占优条件更加宽松, 所以

相较于没有不确定性的情形, 不确定性收益可以促

进合作的演化.

c = 1 k = 4

b c

在图 3中, 固定 和 , 采用Monte Carlo
仿真验证合作相对于背叛占优的条件. 结果表明相

比于确定性收益, 无论是 具有不确定性还是 具有

不确定性, 都可以显著放松合作演化的条件.
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图3   收益结构不确定性可以促进合作的演化
 

4    群体规模的不确定性

经典的演化博弈模型往往假设无限大种群或者
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有限固定规模的种群. 无限大群体通常采用复制动

力学方程描述, 有限固定规模的群体通常采用生灭、

灭生等更新过程刻画 . 在传统的生灭过程 (birth-
death process)下, 每个时间步内, 一个以正比于适应

度的概率被随机选择的个体会复制产生一个相同的

个体替代随机选择的另一个个体, 这会导致每个时

间步内群体的个体数目保持不变. 但是在自然以及

工程等各领域中, 群体的规模往往是不确定的、随时

间随机波动的. 为了刻画这一现象, 解耦生灭过程中

的出生和死亡过程, 使得复制产生新个体和个体的

死亡是互相独立的两个过程, 即单位时间内产生的

新个体和死亡的个体数目不一定相等
[44].

x

y

i ξi

i ξi

具体而言, 群体中合作者与背叛者的收益由式

(2)给出. 用 表示群体中合作者的数量 (不是比例),
表示背叛者的数量. 在生过程 (birth process)中, 个

体 单位时间内复制产生的后代数用随机变量 表

示, 也称作个体 的出生率.  的期望和方差满足

E(ξi) = B + sπi, (40a)

Var(ξi) = δ1B + δ2sπi. (40b)

B s

πi i

δ1 δ2

δ1 δ2

s ≪ 1

δ1 δ2

δ1 = δ2 = 1

D+

λ(x+ y) D

λ(x+ y)

其中:  为出生率期望的基准值;  为选择强度, 表示

收益对于出生率的影响程度;  为个体 通过群体内

部博弈交互得到的收益;  和 为控制方差与收益

关系的两个参数,  描述了基准方差的大小,  描述

了不同收益个体出生率方差的差异. 针对演化博弈

中主要关注的弱选择的情况 ( ), 出生率受到收

益的影响非常微弱, 可以近似认为期望和方差都是

收益的线性函数. 因此式 (40)是一个比较一般化的

假设, 不同的出生模型对应于不同的参数 与 . 例
如经典的 Poisson过程对应着 (期望等于

方差). 对于死过程 (death process), 假设其为一个经

典的 Poisson过程 , 单个个体的死亡速率为

. 其中第 1项 代表个体的自然死亡率; 第
2项 代表群体中竞争所导致的死亡率. 这里

的竞争表示由于资源和空间有限, 群体中个体数越

多会导致单个个体的死亡率越大. 更具体的模型假

设参见文献 [44].
基于该模型, 可以推导得到系统的动力学方程

dx = x[α+ sπC − λ(x+ y)]dt+√
x[δ1B + δ2sπC +D + λ(x+ y)]dW (1)

t ,

(41a)

dy = y[α+ sπD − λ(x+ y)]dt+√
y[δ1B + δ2sπD +D + λ(x+ y)]dW (2)

t .

(41b)

α = B −D W (1)
t W (2)

t

p = x/(x+ y) n = x+ y

其中:  为基准净增长率,  和 为

两个独立的 Wiener过程. 由于主要关注的是合作者

与背叛者的相对数量, 可以引入两个新的变量: 合作

者比例 和群体规模 . 在该

坐标变换下, 使用 Itô公式, 系统方程变为

dp = sp(1− p)(πC − πD)
(
1− δ2

n

)
dt+

y

n2

√
x(δ1B +D + λn)dW (1)

t −
x

n2

√
y(δ1B +D + λn)dW (2)

t , (42a)

dn = [nα+ s(b− c)pn− λn2]dt+√
x(δ1B +D + λn)dW (1)

t +√
y(δ1B +D + λn)dW (2)

t . (42b)

α ∼ O(1)

s ≪ α p n

p n

假设基准净增长率是显著量, 即 , 那么可

以得到 , 此时 相对于 变化非常快. 系统具有

快慢动力学两个尺度, 即 还没有变化之前,  已经

几乎收敛到如下平衡点:

n =
α+ s(b− c)p

λ
≈ α

λ
:= M. (43)

M

n = M

为稳态时群体的大致规模 , 称为环境容纳量

(carrying capacity). 此时可以将 代入式 (42c),
得到一个一维系统

dp =

sp(1− p)
[(

1− δ2
M

)
(πC − πD)

]
dt+√

(δ1 + 1)Bp(1− p)

M
(
√
1− pdW (1)

t −√
pdW (2)

t ).

(44)

R = b− c

S = −c T = b P = 0

p0

p = 1 p = 0

p0

针对该系统, 首先考虑经典的捐赠博弈:  ,
,  ,  . 给定合作者的初始比例为

, 系统最终总会到达两个吸收态之一: 全是合作

者 ( )或全是背叛者 ( ). 系统最终演化到

全是合作者的概率被称为合作者的固定概率, 其与

初始比例 、选择强度、收益结构等均有关. 使用

Fokker-Planck后向方程, 可以得到合作者的固定概

率为 (详细推导见文献 [44])

ρ(p0, n0) ≈ p0+
sc

(δ1 + 1)B
(δ2−M)p0(1−p0). (45)

s = 0

p0

δ2 < M

δ2 > M

在中性选择下 ( , 合作者与背叛者的出生率无

差别), 合作者的固定概率等于初始合作者比例 .
对于弱选择, 如果 , 则与经典演化博弈动力

学相同, 合作者固定概率小于中性选择下的固定概

率. 此时背叛者更具有演化优势. 但是若 , 则
合作者的固定概率大于中性选择下的固定概率. 合
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200

ρ > p0

δ2 > M

作相对于背叛具有更大的演化优势 (见图 4). 该结论

表明, 即使背叛者的期望增长率更高, 足够大的方差

异质性也可以逆转系统的动力学方向, 使得合作者

在演化中占优. 在图 4中, 考虑环境容纳量为 的

群体, 对比了通过对式 (41)进行数值计算得到的固

定概率和固定概率的近似理论解 (式 (45)), 分别展

示了合作可以演化 ( )的临界条件. 结果表明,

理论近似得到的合作占优条件 与数值仿真

吻合较好.

δ2 > M

δ2 >

M

δ2 > M

p = 1 p = 0 δ2 > M

∼
∼

δ2 > M

对于其他类型的博弈, 不确定的群体规模依然

可以逆转演化动力学方向. 在图 5中, 考虑 3种经典

的博弈类型: 囚徒困境、雪堆博弈和猎鹿博弈. 在囚

徒困境博弈中, 当条件 不成立或群体规模固

定时, 背叛者会在演化中占主导地位. 然而, 当
时, 演化方向会发生逆转, 合作变为占优策略. 在

雪堆博弈以及猎鹿博弈中, 当 成立时, 系统

的演化方向也发生逆转. 原本稳定的平衡点变为不

稳定的平衡点, 而原本不稳定的平衡点变为稳定的

平衡点. 例如在雪堆博弈中, 经典的博弈动力学表明

系统唯一稳定的平衡点位于内部 , 而边界上两点

与 为不稳定的平衡点 . 但是当

时, 演化方向发生了逆转, 这使得内部的平衡点不再

稳定, 而边界上两平衡点变得稳定. 该动力学与经典

博弈动力学中猎鹿博弈是相同的. 图 5中, 子图 (A
 C)为多次数值仿真得到的平均演化样本轨道, 而

(D   F)为假设了反射性边界所得到的合作者比例

的稳态分布. 以上结果可以归纳为当 时, 系
统的动力学改变相当于对收益矩阵做了如下变换:[

R S
T P

]
⇒

[
−R −S
−T −P

]
. (46)

δ2 > M即当 时, 在左边收益矩阵下的群体动力学等

价于右边收益矩阵在经典复制动力学方程下的动力

学. 

5    总结与展望

在控制理论中, 鲁棒性刻画了系统抵御各种不
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图4    不确定群体规模可以促进合作演化
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确定性的能力, 包括物理参数摄动、测量误差、未建

模动态等. 在博弈动力学系统中, 不确定性也广泛存

在, 不确定性对于博弈系统的动力学的影响以及群

体对于不确定性的响应是非常重要的研究课题.
本文刻画了博弈动力系统中几类典型的不确定

性, 包括观测不确定性、收益不确定性、群体规模不

确定性, 这些不确定性都可以显著地改变系统的动

力学行为. 这表明不确定性对于系统的动力学的影

响是不可忽略的, 也间接地揭示了群体行为的复杂

性. 此外, 本文还刻画了群体中个体对不确定性的响

应, 发现了极限环等复杂的动力学现象, 这为研究由

多个智能体构成的群体系统的鲁棒博弈动力学提供

了坚实的理论框架.
值得注意的是, 本文所研究的博弈动力学的不

确定性和鲁棒性与经典博弈论中不完全信息博弈并

不是同一个概念. 不完全信息博弈是指参与者不清

楚博弈的收益函数、决策方式、决策顺序等信

息
[58-59]. 本文所描述的不确定性是指一个动力学系统

中某些参数或者特征是不确定的, 重点研究系统的

动力学行为. 相比于不完全信息博弈, 本文的重点在

于如何在博弈动力学的框架下建模不确定性, 以及

如何刻画不确定性对于系统动力学的影响. 此外, 本
文所描述的不确定性与演化博弈动力学中的环境状

态变化或者环境切换并不相同. 这些研究考虑了环

境状态 (即收益结构 )与群体行为构成的反馈系

统
[60-64]. 尽管在这些模型中环境状态也是变化的, 但

与本文所考虑的不确定性仍有本质的区别. 这些模

型中环境状态的变化是由群体行为驱动的, 而本文

中的不确定性是由系统外部扰动所导致的.
本文对鲁棒博弈动力学进行了初步探索, 仍然

有许多问题有待进一步深入研究. 比如, 本文主要探

索了均匀混合群体下风险偏好对于系统动力学的影

响, 结构化的群体已经被广泛研究并证明可以促进

合作行为的演化. 在结构化群体中考虑不确定性以

及个体的风险偏好是否能产生协同效应或者抵消效

应仍有待进一步探索. 此外, 本文主要研究两人博弈,
对于多人博弈比如公共品博弈, 不确定性对系统的

影响也是十分重要的研究课题. 最后, 描述个体对于

不确定性的响应方式并不是唯一的. 本文采用了最

经典的期望效用理论描述个体对于不确定性的响应,
其适用于描述完全理性个体的决策方式, 而现实中

的个体往往是非完全理性的. 对此, Kahneman等[65]

提出了新的理论框架 —— 前景理论描述非理性个

体面对风险时的决策方式, 并因此成果获得诺贝尔

经济学奖. 使用该理论描述个体的风险响应并探究

其对博弈动力学的影响也具有重要的意义.
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民经济发展和国家重大需求紧密结合. 团队近年来在控制

理论与人工智能前沿交叉科学领域做出了一系列系统性

的创新工作, 在国内外著名学术期刊 (如 Science、PNAS、
Nature  Computational  Science、 Nature  Communications、
IEEE Trans.  on Automatic  Control等 )发表论文 100余篇 .
先后获得国家自然科学奖、关肇直奖、《中国科学: 信息

科学》10年经典论文奖、《控制理论与应用》创刊 30周
年最具影响力论文奖、教育部自然科学一等奖等多项奖

励, 相关成果被国内外著名学者大量引用和高度评价, 在学

术界产生了重要影响.
　　团队带头人王龙教授连续多年入选 Clarivate、Elsevier
高被引学者, 曾先后在加拿大多伦多大学电子与计算机工

程系、德国宇航院 (DLR)机器人与系统动力学研究所进行

合作研究, 曾获得国家自然科学奖二等奖 (2017年第 1获
奖人 )、三等奖 (1999年第 2获奖人 )以及关肇直奖

(1994年)、张嗣瀛奖 (2019年)、杰出青年科学基金、长江

学者特聘教授、德国 Alexander von Humboldt基金、《中

国科学 : 信息科学》10年经典论文奖 (2017年 )、控制

理论与应用》创刊 30周年最具影响力论文奖 (2014)、教

育部自然科学一等奖 (2015年第 1获奖人)、北京市优秀研

究生指导教师 (2022年) 、北京大学优秀博士生指导教师

等多项奖励. 王龙教授现任北京人工智能学会副理事长、

中国系统仿真学会常务理事、智能物联系统专业委员会主

任, 《控制与决策》、《智能系统学报》、《控制理论与

应用》等杂志编委, 国家应用数学中心 (四川)学术委员会

委员.
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