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逻辑动态系统拓扑结构的多角度分析

冯俊娥†，赵　荣，孙菁涵，孙凤莉，王　菲

(山东大学 数学学院，济南 250000)

k摘　要: 逻辑动态系统指自变量只取有限个值的动态系统, 包括 2值的经典逻辑 (或布尔逻辑)、 值逻辑、(一

般)混合值逻辑, 网络拓扑结构是影响网络性能和可靠性的关键因素之一. 鉴于此, 从多个角度对逻辑动态系统拓

扑结构的相关研究做一简要分析与总结. 首先, 从动态演化的角度概述同步布尔网络、异步布尔网络、随机布尔

网络中关于吸引子的研究方法, 主要包括模拟方法、BDD技术、分解方法、反馈顶点集方法等; 其次, 从结构矩阵

的角度, 总结在代数状态空间表示的框架下, 求解吸引子与吸引域的具体算法, 体现了矩阵半张量积在求解拓扑

结构中的优越性; 最后, 从图的角度简要总结基于接线图、状态转移图、网络删节、网络划分等求解吸引子的方

法.
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Abstract: Logical  dynamical  systems refer  to  dynamical  systems in which the independent  variables  take only finite
values, including 2-valued classical logic (or Boolean logic),  -valued logic, and (generally) mixed-valued logic, and
the network topological structure is one of the key factors affecting the performance and reliability of the network. The
purpose of this paper is to briefly analyze and summarize the research on the topological structure of logical dynamical
systems  from several  perspectives.  First,  from the  perspective  of  dynamic  evolution,  this  paper  outlines  the  research
methods  on  attractors  in  synchronous  Boolean  networks,  asynchronous  Boolean  networks,  and  stochastic  Boolean
networks,  which  mainly  include  the  simulation  method,  the  BDD  technique,  the  decomposition  method,  and  the
feedback  vertex  set  method,  etc.  Then,  from  the  perspective  of  structure  matrix,  this  paper  summarizes  the  specific
algorithms for solving attractors and basins of attraction in the framework of algebraic state space representation, which
demonstrates  the  superiority  of  semi-tensor  product  of  matrices  in  solving  topological  structure.  Finally,  from  the
viewpoint of graphs, this paper briefly summarizes the methods for solving attractors based on wiring diagrams, state
transition diagrams, network abridgment, and network partitioning.
Keywords: logical  dynamical  system； semi-tensor  product  of  matrices； topological  structure； fixed  point； limit
cycle；basin of attraction

 

0    引　言

Kauffman[1] 于 1969年首次提出用布尔网络来

描述基因调控网络. 布尔网络模型是一种以有向图

为基础的离散系统, 其中节点代表系统的元素, 边代

表元素之间的调控关系. 每个节点被刻画为“开 (on)”
和“关 (off)”两种状态. 每个节点下一时刻的状态通 k

过转移函数和与它相连且指向它的节点决定. 在最

简单的情况下, 转移函数可由输入通过含有逻辑操

作“与”“或”“非”的逻辑函数表示. 这些表达式返

回一个真值, 被调控节点根据返回值确定新的状态,
该节点状态的变化也将影响受其调控节点的状态.
值逻辑网络与混合值逻辑网络是布尔网络的自然
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推广, 被统称为逻辑动态系统
[2].

逻辑运算是一种非线性运算, 已有的微分代数

几何等数学工具都不能直接用于处理逻辑运算这种

特殊的非线性运算. 程代展研究员及其团队提出了

一种基于矩阵半张量积的代数状态空间表示方法,
将逻辑系统 (包括布尔网络)转化成一个标准线性离

散代数系统
[3], 这极大地促进了逻辑动态系统分析与

控制的研究. 在代数状态空间表示的架构下, 状态变

量和输入变量被转换为相应的逻辑变量形式, 进而

一个逻辑动态系统可以用一个离散时间线性 (或双

线性)系统来表示. 在此框架下, 已经涌现出许多有

意义且具有挑战性的结果, 包括但不限于稳定性和

镇定性
[4-9]
、能控性与能观性

[10-19]
、函数摄动

[20-24]
、 牵

制控制
[25-30]
、最优控制

[31-34]
等.

拓扑结构是研究网络动力学的一个基本问题,
在安全验证和治疗干预中都起着重要的应用. 布尔

网络的拓扑结构被描述为状态转移图的不动点和极

限环 (二者统称为吸引子). Huang等[35-36]
通过生物

学实验验证了吸引子代表细胞的状态, 如增殖、凋

亡、分化等, 这为理解细胞稳态和肿瘤发生提供了一

个新的视角. 肿瘤通常被认为是这些细胞状态之间

的失衡, 而系统生物学
[37-38]

的目标是设计并实施有

效的系统干预策略实现药物研发、疾病诊断和干预

治疗. 外部干预方法为任一状态设计特定的控制策

略, 使其演化到所需的吸引子, 结构干预方法通过反

转布尔函数特定输入的输出或删除单个基因之间的

调控关系来改变吸引域
[39-41]. 因此, 计算系统的吸引

子及其吸引域已成为布尔网络研究与系统干预的重

要组成部分.

n

2n

一般而言, 遍历布尔网络的所有可能状态便能

找到所有的吸引子. 但是, 对于任何一个具有 个基

因的布尔网络, 系统都会有 种可能的状态, 如果网

络稍大一些, 寻找吸引子的计算量就会超过普通计

算机的计算能力. 事实上, Akutsu等[42]
已经证明, 寻

找单个吸引子是一个 NP-hard问题. 尽管如此, 研究

者们还是在吸引子的寻找与计算方面做出了诸多研

究. 具体而言, 可以分为 3个角度进行概括: 一是基

于逻辑表达式的方法, 二是基于矩阵半张量积的方

法, 三是基于图的方法. 本文将围绕这 3个角度展开

对逻辑动态系统拓扑结构的分析与综述.
本文内容结构如下: 第 1节介绍基于逻辑表达

式的对吸引子的研究; 第 2节介绍基于代数形式的

吸引子的研究; 第 3节介绍图方法在逻辑动态系统

及拓扑结构方面的应用; 第 4节为文章的总结与展

望. 

1    基于逻辑表达式研究吸引子 

1.1    布尔网络分类

i

ai ∈ {0, 1} i

fi : {0, 1}ki
→ {0, 1}

i ki i

n

(a1, a2, . . . , an)

布尔网络是一个有向图, 任意节点 都有一个与

之对应的状态变量 表示节点 的当前值,
以及一个相关的布尔函数 决定

节点 的更新值, 其中 表示节点 的入度
[43-45]. 对于

一个具有 个节点的网络, 网络的状态是它的节点状

态变量值构成的向量 . 本节将根据网

络更新模式对布尔网络进行分类.
t

(a1(t+ 1), a2(t+ 1), . . . , an(t+ 1))

(a1(t), a2(t), . . . , an(t)) fi

1) 同步布尔网络: 在每一时刻 , 布尔网络的下

一状态 是由当

前状态 通过布尔函数 同时

更新所有节点的状态变量得到的
[46-48], 即

ai(t+ 1) = fi(ai1(t), ai2(t), . . . , aiki
(t)),

ai1 , ai2 , . . . , aiki
i ∈ {1, 2, . . . , n}其中 为与节点 相连

接的前置节点.
2) 异步布尔网络: 在每一时刻, 只有一部分节点

被选择进行更新, 其他节点状态保持不变
[49]. 由于现

实中需要表示各种时间尺度, 异步布尔网络被认为

是更能反映现实情境的
[50]. 传统的异步布尔网络每

一时刻只更新一个节点, 而广义异步布尔网络每一

时刻允许多个节点进行更新, 即[51]{
ai(t+ 1) = fi(ai1(t), ai2(t), . . . , aiki

(t)), i ∈ Ht;

aj(t+ 1) = aj(t), j ∈ {1, 2, . . . , n} \Ht.

Ht t其中 为时刻 被选中的更新节点集.

i K K

i

3) 随机布尔网络: 随机布尔网络由 Kauffman[1]

首次提出, 用于建模细胞的基因调控过程. 作为布尔

网络的一种特殊类型, 随机布尔网络的每一个节点

有 个前置节点与它相连, 这 个前置节点与节点

的布尔函数是随机选择的
[52-53]. 根据节点更新规则,

可进一步细分为经典随机布尔网络、确定型异步随

机布尔网络、广义异步随机布尔网等. 具体介绍以下

几种:
① 经典/异步随机布尔网络: 若节点的更新是同

步的, 则称为经典随机布尔网络, 当前置节点和布尔

函数随机选择后, 网络变为确定型的
[1]. 当节点更新

不同步时, 称为异步随机布尔网络
[54]. 进一步, 若每

次允许多个节点进行更新, 则称为广义异步随机布

尔网络.

n {(p1, q1), (p2, q2), . . . , (pn,

qn)} n pi, qi ∈ N 0 ⩽ qi < pi,

i = 1, 2, . . . , n t mod pi = qi i

② 确定型 (广义) 异步随机布尔网络: 更新机制

类似于异步随机布尔网络, 但更新节点不是随机选

择的. 该网络存在 个数对

对应于 个节点, 其中 且

. 当 时, 节点 进行更新.

2626 控 制 与 决 策 第40卷



对于确定型异步随机布尔网络, 如果两个或多个节

点将在特定时间被更新, 则首先更新第 1个节点, 然
后考虑网络的新状态来更新第 2个节点

[55]. 对于确

定型广义异步随机布尔网络, 所有节点同时更新
[56]. 

1.2    各类布尔网络吸引子的研究

吸引子是系统演化过程中的一个重要概念, 它
指系统从任一初始状态开始, 最终都可以到达并停

留于此处的状态集合
[57-58]. 根据吸引子中状态的个

数, 可以分为不动点和极限环
[59].

布尔网络的逻辑表达式
[60]

可表示为向量形式

A(t+ 1) = F (A(t)).

A(t) = (a1(t), a2(t), . . . , an(t))
T F = (f1, f2,

. . . , fn)
T

其中:  , 
. 因此, 吸引子

[61]
定义如下:

A A = F (A) A1) 不动点: 若状态 满足 , 则称 是

一个单吸引子.
(A1, A2, . . . , Ap), p > 1

Ai+1 = F (Ai), i = 1, 2, . . . , p− 1 Ap = A1,

Ai ̸= Aj, 1 ⩽ i ̸= j ⩽ p− 1 (A1, A2, . . . , Ap)

p− 1

2) 极限环: 若状态序列

满足 且

, 则称

是一个周期为 的极限环.
由于吸引子可以表征细胞表型

[62], 对应增殖、凋

亡、分化等功能性细胞状态
[36], 识别吸引子成为研究

以布尔网络为模型的生物系统的重要课题, 并引发

了众多学者的深入研究
[63-68].

0 1

1) 同步布尔网络: 由于同步布尔网络是确定且

有限的, 任何状态最终都会收敛到吸引子. 虽然布尔

网络的节点只有 和 两种状态, 但由于运行时间随

着布尔网络中节点数量的增加而呈指数增长, 求解

吸引子问题被证实为 NP难问题
[42, 69-70]. 因此, 众多

学者致力于降低该问题的算法复杂度. 文献 [71-73]
将逻辑方程转化为标量方程, 随后通过简化标量方

程来计算吸引子. Irons[74] 提出了一种检测具有特殊

拓扑结构的布尔网络的方法, 该方法能够处理包含

80个节点的布尔网络. 常用的寻找吸引子的方法包

括基于模拟的方法、二叉决策图 (BDD)技术、将问

题转化为可满足性 (SAT)问题以及分解方法等.
① 基于模拟的方法: 凭借经验选择几个初始状

态来寻找吸引子, 并对每个初始条件进行激活和抑

制的模拟
[75-77]. 然而, 由于初始状态是随机的, 很难找

出所有的吸引子.
② BBD技术: 使用 BDD对布尔函数进行编码,

并用 BDD结构表示网络对应的转移系统, 进而将检

测吸引子的问题转化为在对应的转移系统中寻找状

态的不动点集的问题
[60,78-81]. 通过 BDD操作, 可以高

效地计算前向和后向可达状态.

③ SAT问题: 基于 SAT的算法, 通过求解一组可

满足的约束来避免在整个状态空间中进行搜索. 算法

将布尔网络的传递关系在有限步数内展开, 以形成一

个命题公式, 再使用 SAT求解器求解该公式, 以在

布尔网络的状态转移系统中识别出有效路径
[67,82-85].

④ 分解方法: 主要思想为根据布尔网络的结构

将其分解为较小的组件, 检测这些较小组件的吸引

子, 然后恢复原始布尔网络的吸引子
[86-90].

上述技术、方法也被广泛应用于异步布尔网络

与随机布尔网络的吸引子检测中. 例如, 文献 [91]使
用 BBD技术设计了一种检测大型随机布尔网络中

吸引子的有效算法. 文献 [56] 和文献 [92] 分别针对

广义异步随机布尔网络提出了基于 SAT的有界模

型和基于 BBD技术检验吸引子的算法. 文献 [93]提
出一种基于 SCC的分解方法来解决大型异步布尔

网络. 此外, 由于异步与随机的复杂性, 又诞生了一

些新的针对吸引子的研究方法.
2) 异步布尔网络: 文献 [94] 基于系统消除状态

转移, 以使状态转移图无环. 在该简化的状态转移图

中, 所有吸引子都是不动点, 在大多数情况下可以毫

不费力地枚举出来. 最后, 将吸引子集合扩展到原始

动力学的吸引子集合 . 文献 [95] 提出了一种名为

mtsNFVS的新方法, 该方法基于异步布尔网络的最

小陷阱空间精确计算其所有吸引子, 其中陷阱空间

是状态空间的一个子空间, 没有任何路径可以离开

该子空间. 文献 [96] 描述了一种寻找布尔网络异步

循环吸引子的方法, 该方法以一种新颖的方式利用

了既定的组件消除技术. 通过简化网络的吸引子计

算出有限数量的候选吸引子状态, 然后通过可达性

分析技术与陷阱空间计算相结合的技术对候选吸引

子进行筛选. 同时也有很多其他方法用来估计异步

布尔网络的吸引子
[97-99].

3) 随机布尔网络: 随机布尔网络的动态可分为

3种类型: 有序状态、混沌状态以及临界状态
[100]. 文

献 [101]调查了几种适应度函数, 以根据吸引子数量

和其他网络参数来调整随机布尔网络, 文献表明, 通
过在演化模型上施加特定约束可以生成更稳定的网

络集合. 文献 [102] 利用反馈顶点集 (FVS) 与布尔网

络动力学的关系, 提出了一种基于 FVS来检测随机

布尔网络吸引子的方法. 随后, 文献 [103] 对这一方

法进行改进, 利用负反馈顶点集 (NFVS) 与网络动力

学的关系提出一新的检测方法.
此外, 很多学者对于有限值网络的拓扑结构也

展现出很大的兴趣. 文献 [104] 提出一种基于答案集

编程 (ASP) 的计算逻辑方法, 用于识别同步和异步
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多值网络中的所有吸引子. 文献 [105] 提出一种基

于 SAT的方法来寻找异步自动机网络中有限大小

的吸引子. 文献 [106] 将布尔网络的概念在模糊和多

值域中进行扩展, 提出了一种基于模糊答案集编程

(FASP) 来计算吸引子的方法.
例 1　考虑如下布尔网络:

x1(t+ 1) = x2(t),

x2(t+ 1) = x1(t)
∧
x3(t),

x3(t+ 1) = x1(t)
∧
x2(t).

2 (1, 1, 0) (0, 0, 0) 1

2 (1, 0, 0) → (0, 1, 1)

根据吸引子的定义, 结合上述动态方程计算可

知, 该网络有 个不动点 和 , 以及 个

长度为 的极限环 .
 

2    基于代数形式研究吸引子

从逻辑表达式的角度寻找吸引子已有诸多成果,
然而, 由于计算方法的复杂性, 该角度很难找出所有

的吸引子. 2011年, 程代展等
[3]
从结构矩阵的角度出

发, 给出了求布尔网络吸引子存在性和个数的方法,
以及如何寻找每个吸引子的吸引域. 在此基础上, 学
者们以矩阵半张量积理论为基础展开了对于布尔网

络拓扑结构的研究. 本节主要介绍寻找布尔网络吸

引子及对应吸引域的方法. 

2.1    矩阵半张量积理论基础

矩阵半张量积理论是程代展等
[3,107]

提出的一种

新的矩阵乘法, 在保持普通矩阵乘法性质的基础上,
突破了矩阵乘法的维数限制. 矩阵半张量积理论为

布尔网络的研究提供了有效支撑, 使得逻辑动态系

统可以被表示为矩阵的形式, 从而应用线性系统理

论中的方法来分析和设计布尔控制网络. 矩阵半张

量积理论的提出为布尔网络吸引子的研究带来了许

多突破性的成果.
A ∈ Rm×n B ∈ Rp×q定义 1[3]

　两个矩阵 和 的半

张量积为

A⋉B = (A⊗ Iα

n
)(B ⊗ Iα

p
).

α n p ⊗
In n× n

其中 :  为 和 的最小公倍数 ,  为 Kronecker积 ,
为 的单位矩阵, 右边的拼接为传统的矩阵乘

积.
(m,n)定义 2[3]

　定义 -维换位矩阵如下:

W[m,n] := [In ⊗ δ1
m, In ⊗ δ2

m, . . . , In ⊗ δm
m ] =

[δ1
n ⋉ δ1

m . . . δn
n ⋉ δ1

m . . . δ1
n ⋉ δm

m . . . δn
n ⋉ δm

m ] =Im ⊗ (δ1
n)

T

...
Im ⊗ (δn

n)
T

 . (1)

引理 1[3]
　换位矩阵满足

W T
[m,n] := W[n,m],W

−1
[m,n] := W T

[m,n].

引理 2[3]

W[m,n]X ⋉ Y = Y ⋉X.

x ∈ ∆引理 3[3] 　给定一个逻辑变量 , 有

x2 = Mrx,

Mr := δ4[1 4]其中 称为幂还原矩阵.
x, y ∈ ∆引理 4[3]

　给定两个逻辑变量 , 有

Muxy = x, Mvxy = y,

Mu = δ2[1 1 2 2],Mv = δ2[1 2 1 2]其中 称为哑

矩阵.
f(X1, X2, . . . , Xn) : Dn → D

f Mf ∈ L2×2n

f(X1, X2, . . . , Xn) := Mf ⋉n
i=1 xi xi =

δ2−Xi
2 ∈ ∆

引理 5[3]
　如果 是

布尔函数, 则 存在唯一的结构矩阵 , 使
得 ,  其 中

.
x = ⋉n

i=1xi y = L1x z =

L2x w = yz w w = Lx Lk =

Lk
1L

k
2 k = 1, 2, . . . , 2n Lk, Lk

1 , L
k
2 L,L1,

L2 k

引理 6[3]
　记 , 如果 , 

,  , 则 可以表示为 , 并满足

,  , 其中 分别为

的第 列. 

2.2    布尔网络的代数表示

布尔网络的经典表达式为
X1(t+ 1) = f1(X1(t), . . . , Xn(t)),

X2(t+ 1) = f2(X1(t), . . . , Xn(t)),

...

Xn(t+ 1) = fn(X1(t), . . . , Xn(t)).

(2)

fi(·), hj(·) : Dn → D Xi(·) ∈ D
i ∈ [1, n] xi = δ2−Xi

2 , i ∈ [1, n]

x(t) = ⋉n
i=1xi(t) fi hj

Mi, Nj,

其中:  为布尔函数, 
为状态变量 ,  . 令 , 且

, 根据引理 5, 每个逻辑函数 , 
都存在唯一的结构矩阵 使得

xi(t+ 1) = Mix(t), i = 1, 2, . . . , n. (3)

再由引理 6可得布尔网络的代数形式为

x(t+ 1) = Lx(t). (4)
 

2.3    布尔网络吸引子的存在性和数量

L ∈ L2n×2n

本节讨论布尔网络 (4)的不动点以及极限环的

存在性和个数. 由布尔网络代数形式的转换过程可

知,  是一个逻辑矩阵. 在代数形式下吸引

子的定义如下.
Lx0 = x0 x0 ∈ ∆2n定义 3[3]

　1) 若 , 则称状态

为系统 (4)的不动点.
Lkx0 = x0 {x0, Lx0, . . . , L

kx0}
{x0, Lx0, . . . , L

kx0}
k

2) 若 , 且集合 中

的元素两两互异 , 则称 为系统

(4)的一个长度为 的极限环.
3) 如果一个状态既不是一个固定点, 也不是一
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个位于一个周期内的点, 则称这个状态为瞬态.
综上, 布尔网络的单吸引子数量有以下结论.

δi
2n

L

Lii = 1 Ne

Ne Lii = 1 i

定义 4[3]
　考虑布尔网络 (2),  为其不动点当

且仅当在其代数形式 (4)中, 网络转移矩阵 的对角

元素 . 由此可知, 记 为网络 (2)的不动点个

数, 则 等于使 的 的个数, 即

Ne = tr(L). (5)

Lii = 1 Coli(L)

L

为了便于说明 , 如果 , 则称 为

的对角非零列.
k ∈ Z+

s ∈ Z+ s < k k/s ∈ Z+ s ∈ Z+

k k P(k) P(8) =

{1, 2, 4}

下面考虑布尔网络 (2)的极限环 . 设 ,

, 如果 且 , 则正整数 称

为 的真因子.  的真因子集合用 表示, 如

等. 下面给出计算布尔网络的不动点与极限

环数量的方法.
Ns s定理 1[3]

　记 是长度为 的极限环的个数, 由
归纳法可得

N1 = Ne,

Ns =

tr(Ls)−
∑

k∈P(s)

kNk

s
, 2 ⩽ s ⩽ 2n.

(6)

下面考虑如何寻找极限环, 如果

tr(Ls)−
∑

k∈P(s)

kNk > 0, (7)

s则称 为一个平凡幂.

s Ls
ii Ls

(i, i)

假设 是一个平凡幂 , 用 表示矩阵 的第

项. 定义

Cs = {i|Ls
ii = 1}, s = 1, 2, . . . , 2n,

Ds = Cs

∩
i∈P(s)

Cc
i ,

Cc
i Ci其中 为 的补集.

x0 = δi
2n {x0, Lx0, . . . , L

sx0}
s i ∈ Ds

定理 2[3]
　令 , 则

是一个长度为 的极限环当且仅当 .
以上两个定理提供了构造极限环的简单算法.

此外, 还有一种寻找吸引子的算法.
算法 1　考虑布尔网络 (4), 可以按照以下步骤

寻找布尔网络的所有吸引子.

L 0step 1: 删除结构矩阵 中的所有 行和对应的

列.

0

L′

step 2: 重复 step 2, 直至矩阵中没有 的行, 得到

逻辑矩阵 .

L′step 3: 将逻辑矩阵 改写成

L′ = δn′ [i1 i2 . . . in′ ].

step 4: 将置换

[
1 2 . . . n′

i1 i2 . . . in′

]
分解为若干个轮换的乘积

(ij1 ij2 . . . ijn1
)(ijn1+1

ijn1+2
. . . ijn2

) . . .

(ijns−1+1
ijns−1+2

. . . ijns
),

则每一个单点都对应一个不动点, 每一个轮换都对

应一个极限环. 

2.4    布尔网络的吸引域

本节讨论如何求布尔网络吸引子对应的吸引域.
定义

Ω :=
k∪

i=1

Ci, (8)

{Ci|i = 1, . . . , k}其中 是所有吸引子的集合. 给出以

下定义.
x0 x0

Tt(x0) x(0) = x0 x(k) ∈ Ω

k Tt

定义 5[3]
　1) 对于给定的状态 , 定义 的瞬态

周期 是满足 且 的最小的

. 定义布尔网络的瞬态周期 满足

Tt = max
∀x∈∆2n

(Tt(x)). (9)

Si Ci Si Ci

p ∈ Si x(0, p) =

p x(t, p) t ⩾ Tt x(t, p) ∈ Ci

2) 若 是收敛于 的点的集合, 则称 为 的

吸引域. 更确切地说,  当且仅当经过

的轨迹 满足当 时 .

p = x(1, q) q p3) 如果 , 则称 为 的母态.

根据上述定义, 有以下两个结论:
L−1(C) = {q|Lq ∈ C} C ⊂ ∆2n

p L−1(p)

1) 令 , 其中 , 则

的母态的集合为 .

∆2n =
k∪

i=1

Si {Si|i = 1, . . . , k}

X = ∆2n

2)  . 此外, 由于 各

不相交, 其为状态空间 的一个划分.
经过进一步分析, 得到如下结果.
命题 1[3]

Si = Ci

∪
L−1(Ci)

∪
. . .

∪
L−Tt(Ci). (10)

命题 2[3]{
L−1(p) = {δj

2n |Colj(L) = p},
L−k(p) = {δj

2n |Colj(Lk) = p}, k = 2, . . . , Tt.
(11)

分析布尔网络的结构矩阵, 同样可以得到吸引

子的吸引域.
Yj = (Xj

1 , X
j
2 , . . . , X

j
n)

j = 1, 2, . . . , 2n yj = ⋉n
i=1x

j
i

{Ci|i = 1, . . . , k}
[C1, C2, . . . , Ck] {Ci|i = 1, 2,

. . . ,m}

记布尔网络中的状态 ,

. 将其转化为代数形式 ,

考虑布尔网络 (4)的吸引子 , 将其

按照 的顺序排列, 其中

为不动点, 则吸引子中所包含的状态被排列

为

第9期 冯俊娥 等: 逻辑动态系统拓扑结构的多角度分析 2629



[Y11, Y12, . . . , Y1p1, . . . , Yk1, Yk2, . . . , Ykpi]. (12)

2n

将该布尔网络的全部瞬态按上述排列后, 得到

个状态的排列

[Yi1 , Yi2 , . . . , Yi2n
], (13)

[yi1 , yi2 , . . . , yi2n
] = δ2n [d1, d2,

. . . , d2n ] M

并有与之对应的矩阵  
. 由此可得置换矩阵 , 其中

M(i, j) =

{
1, j = di;

0, otherwise.
(14)

H = MLM
′
= [H1,H2, . . . , H2n ].新的结构矩阵

Di Ci

Ci Di = 1 k

记矩阵 为吸引子 对应的轮换生成的逻辑

矩阵, 若 为不动点, 则 , 于是存在正整数 ,
使得

Hk =



C1 h1kpi+1 . . . h12n

C2 h2kpi+1

. . . h22n

. . .
...

. . .
...

Ci hikpi+1 . . . hi2n

0
. . .

0


.

(15)

Hk b = kpi + 1, . . . , 2n hab

(a = 1, 2, . . . , i) hij

Yj Ci

为逻辑矩阵, 对于所有 , 
中有且只有一个非零向量. 若 为

非零向量, 则状态 收敛于吸引子 , 由此可以得到

每个吸引子的吸引域.
考虑文献 [73]的例子可以看到, 对比以往的方

法, 基于代数形式可以准确找出布尔网络所有的吸

引子.
例 2　有如下布尔网络

[73]:

A(t+ 1) = 1 + C(t) + F (t) + C(t)F (t),

B(t+ 1) = A(t),

C(t+ 1) = B(t),

D(t+ 1) =

1 + C(t) + F (t) + I(t) + C(t)F (t)+

C(t)I(t) + F (t)I(t) + C(t)F (t)I(t),

E(t+ 1) = D(t),

F (t+ 1) = E(t),

G(t+ 1) = 1 + F (t) + I(t) + F (t)I(t),

H(t+ 1) = G(t),

I(t+ 1) = H(t).

tr(L2) = 4, tr(L6) =

64 2

2 10 6

Lk L3 = L9 Tt = 3

可得结构矩阵的非零平凡幂为

. 根据定理 1, 该布尔网络没有不动点, 有 个长度

为 的极限环和 个长度为 的极限环, 同时可以计

算出首次重复的 为 , 即 [3].
在同样的布尔网络中, 文献 [73]关于不动点和

2

6 6

长度为 的极限环的结论与上述结果一致, 但文献

[73]仅找到 个长度为 的极限环. 基于代数形式研

究吸引子具有更强的准确性.
例 3　将例 1布尔网络的逻辑表达式转化为代

数形式, 有

x(t+ 1) = Lx(t), (16)

x(t) = x1(t)⋉ x2(t)⋉ x3(t)其中 . 结构矩阵

L =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1


=

δ8[4 2 7 5 4 4 8 8]. (17)

L 0删除 中的 行和对应的列, 得到

L
′
= δ4[1 3 2 4], (18)

置换 [
1 2 3 4
1 3 2 4

]
= (1)(4)(2 3),

2 C1 = δ2
8 C2 =

δ8
8 1 2 C3 = {δ4

8 , δ
5
8}

由此可得该布尔网络有 个不动点 , 
, 有 个长度为 的极限环 , 并得到置

换矩阵

M =



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0


. (19)

进而有

H = MLM
′
=



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0


, (20)

H2 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


. (21)

S1 = {δ2
8} S2 = {δ8

8 , δ
3
8 , δ

7
8} S3 = {δ4

8 ,δ
5
8 ,

δ1
8 , δ

6
8}

于是得到 ,  , 
.
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1

基于布尔网络的代数形式求吸引子还有许多其

他方法. 文献 [108]基于矩阵表达式, 将布尔变换不

动点的存在性问题转化为代数方程组的求解问题.
文献 [109]通过对布尔网络的特征值和特征向量做

进一步研究, 仅利用结构矩阵的秩和 -特征向量得

到布尔网络吸引子的结构. 文献 [110]利用布尔矩阵

的特征值和特征向量, 通过对约化行列式的列操作

来分析给定的布尔网络吸引子. 文献 [111-112]通过

说明简化的和原始的布尔网络具有相同的拓扑结构,
并分别提出了减小尺寸的方法, 为分析大型布尔网

络的拓扑结构提供了极大便利. 

2.5    其他布尔网络的拓扑结构

随着对布尔网络吸引子研究的深入, 诸多学者

对其他类型的布尔网络展开研究. 文献 [113]讨论了

奇异布尔网络

Ex(t+ 1) = Mx(t) (22)

x(t) = ⋉n
i=1xi(t)

E,M ∈ L2n×2n ; rank(E) = 2r ⩽ 2n

Ne Coli(E) =

Coli(M) i 2 N2

Coli(E) = Colj(M) Coli(M) = Colj(E)

(i, j)

的不动点和极限环问题 . 其中 :  ;
. 文献指出奇异

布尔网络 (22)的不动点数量 等于使

的 的个数, 长度为 的极限环的数量 等

于使 且 的

数对 的个数. 文献 [114]进一步讨论了奇异布

尔网络的拓扑结构, 通过定义包含所有状态转移信

息的奇异布尔网络的转移矩阵计算了不动点和极限

环.

s

文献 [115]利用结构矩阵, 给出了异步随机布尔

网络在不同更新策略下的代数表达式. 在此基础上,
文献 [116]给出了在任意连通的异步随机布尔网络

中寻找所有吸引子及其吸引域的方法. 文献 [116]提
出可以通过在一个缩减的可行有限元素集合中, 由
小到大依次搜索吸引子, 并计算每个吸引子的吸引

域, 将其从可行集中移除, 直至可行集为空的方法寻

找到所有吸引子和对应的吸引域. 文献 [117]提出了

在特定的异步多值布尔网络中判断给定状态是否属

于长度为 的松散吸引子的充要代数判据, 给出了其

吸引子个数的计算公式和检测所有吸引子及吸引域

的算法. 

3    基于图的方法求吸引子

n t

X(t) = (X1(t), X2(t), . . . , Xn(t)) Xi(t) ∈
{0, 1} i = 1, 2, . . . , n {0, 1}n = {(0, 0,
. . . , 0), (0, 0, . . . , 1), . . . , (1, 1, . . . , 1)}

布尔网络是由网络拓扑定义的离散动力系统, 其
节点之间的相互连接和影响方式可以通过接线图来

表示. 对于有 个节点的布尔网络, 在 时刻的状态是

指 , 其中

,  . 状态空间为

, 其大小等于

2n X(t) n

X(t+ 1) X(t) 2n

. 给定当前状态 , 通过计算 个布尔函数来获

得下一步的状态 . 如果允许 是 个可

能状态中的任意一个, 则根据一步状态转移, 可以为

布尔网络构建一个称为状态转移图的有向图.

Xi

Xj Xi

Xj

定义 6[1]
　布尔网络的接线图是一个有向图, 顶

点代表布尔网络中的各个节点, 有向边表示一个节

点对另一个节点的影响关系. 例如, 如果节点 通过

某种布尔函数影响节点 , 则图中会有一条从 指

向 的有向边.
接线图描述了布尔网络中节点之间的交互关系,

明确了节点间相互作用.

G(V,E) V 2n

E 2n

定义 7[1]
　布尔网络的状态转移图是一个有向

图 . 其中:  是由 个顶点组成的集合, 每个

顶点对应一个布尔网络的状态;  是由 条边组成

的集合, 每条边从一个状态指向其下一状态.
该图展示了每个状态与其下一步状态之间的关

系, 从而完整反映了网络的动态演化过程. 无论从哪

个初始状态开始, 网络最终会达到一组状态, 称为极

限环 (状态转移图中的一个闭合路径), 之后网络将

不断在这些状态中循环. 一个布尔网络可能有多个

吸引子环. 如果一个极限环中只包含一个状态, 则称

之为单吸引子. 所有最终演变为同一极限环的状态

构成了其吸引域. 不同的吸引域在状态转移图中表

现为不相交的子图. 布尔网络的长期行为由其吸引

子表征.
为了更好地理解布尔网络的接线图、状态转移

图、吸引子和吸引域的概念, 下面通过一个具体例子

进行说明.
例 4　考虑一个具有 3个状态节点的布尔网络,

其动态描述为
X1(t+ 1) = X2(t)

∧
X3(t),

X2(t+ 1) = X3(t),

X3(t+ 1) = X1(t)
∨
X2(t).

(23)

X(t) = (0, 0, 0)

X(t+ 1) = (0, 0, 0)

(0, 0, 1) (0, 1,

0)

(0, 1, 0), . . . , (1, 1, 1)

(0, 0, 1)→(0, 1, 0)→(0, 0, 1)

{(1, 1, 0), (1, 0, 0),
(0, 0, 1), (0, 1, 0)} (1, 1, 1) (0, 0, 0)

布尔网络 (23)的接线图如图 1所示. 对于状态

, 由动态更新方程 (23)得到其下一

步状态为 , 即该状态保持不变.
对于状态 , 其下一步则会转移至状态

. 同样地, 通过动态更新方程, 可以依次计算出其

他状态 的下一步转移情况. 由
所有状态的下一步转移可得状态转移图 2. 可以看

出,  是布尔网络 (23)的
极限环, 并且吸引域包含 4个状态

; 状态 和 均为布尔

网络 (23)的单例吸引子, 吸引域的大小分别为 3和
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1. 这 3个吸引子将状态转移图 2分成了 3个不相交

的子图.

n

2n

n

2n

寻找布尔网络吸引子的最基本方法是构建其状

态转移图, 该方法能够保证找到每一个吸引子的循

环, 即通过全面分析状态空间, 确保所有可能的吸引

子均被识别
[1]. 然而, 这种穷尽搜索方法并不实际可

行, 因为随着网络规模的增加, 状态空间的大小会呈

指数级增长. 具体而言, 对于一个具有 个节点的布

尔网络, 其状态空间的大小为 , 即使只有 10个节

点, 状态转移图的顶点个数也有 1 024, 这一数目随

着 的增大会迅速变得非常庞大. 因此, 穷举搜索通

常只在具有 20个或更少节点的网络上尝试
[74](例如

文献 [118-119]). 然而, 现实生活中的系统网络往往

包含 20个以上节点, 要求对这些更大规模的网络进

行动态分析, 这使得寻找吸引子的需求变得更加迫

切. 对于这些大规模网络, 一种替代方法是对 个可

能状态进行抽样, 并对每个状态进行模拟, 直到达到

吸引子循环或达到最大步数限制. 这种基于抽样的

技术已经在多项研究中得到应用
[120-122], 但它无法保

证找到每一个吸引子.
单吸引子是最简单的吸引子形式, 在布尔网络

中对应于稳态. 稳态通常具有重要的生物学意义, 常
常与不同的细胞类型或生物系统的特定状态密切相

关
[123]. 因此, 识别稳态对于深入理解生物系统的动态

行为至关重要. 针对这一需求, 许多研究已经致力于

开发快速识别单点吸引子的算法和方法. 文献 [124]
提出的几种算法结合了基因排序和反馈顶点集, 用
于识别布尔网络中的单点吸引子和小型吸引子. 文

AND/OR献 [125]提出了一种专门用于检测给定 布

尔网络中单点吸引子的算法, 其中每个节点的布尔

函数被限制为邻居节点的合取或析取. 此外, 文献

[126]针对最大入度为 2的布尔网络, 提出了一种查

找单点吸引子的算法, 该算法相较于朴素算法稍有

提升. 在受限于 (有符号)网络拓扑的布尔网络中, 单
吸引子数量的上限已经通过最小 (正)反馈顶点集进

行了描述
[127]. 文献 [128]则研究了在任意网络拓扑

下, 满足特定条件时预期的单点吸引子数量.
上述方法在设计中利用网络图的部分特性, 揭

示了单点吸引子的识别过程与网络拓扑结构之间的

紧密联系. 然而, 对于复杂的大规模布尔网络, 这些

方法在计算效率和适用性上仍存在一定的局限性,
难以应对网络规模的迅速增长. 为了处理这一问题,
针对一般大规模布尔网络的研究重点逐渐转向通过

优化和简化网络结构的方法来有效地寻找单点吸引

子和极限环. 下面介绍这些更具普遍性且适用于大

规模布尔网络的吸引子检测方法.
1) 网络划分: 将整体网络分解为若干较小的子

网络, 分别计算每个子网络的吸引子, 再将其结果综

合, 构建出整个网络的吸引子. 文献 [85]针对最大入

度不超过 3的网络, 采用基于强连通分量的划分方

法, 将给定网络分解为较小的模块. 通过独立检测每

个模块的稳态, 再将其组合以构建原始布尔网络的

整体稳态. 文献 [88]提出了一种改进的基于强连通

分量分解的新方法, 适用于平均入度较大的网络. 文
献 [93]针对异步更新的布尔网络, 提出了一种基于

强连通分量分解的方法, 对块按依赖关系进行排序,
并在吸引子检测过程中综合考虑其所依赖的块, 从
而逐步确定每个块的吸引子. 然而, 基于强连通分量

的划分策略在实际生物网络中往往不适用 . 文献

[129] 提出了一种基于最小必要块的最优划分算法,
确保每个子网络在规模和最大入度上都已缩小至极

限, 任何节点或边的删除都会影响网络稳态的正确

识别. 该算法在高最大入度的大规模网络(节点数可

达 1 000)中表现优异. 文献 [86]将每个子网络建模

为布尔控制网络, 然后通过寻找各子网络的输入-状
态环, 并将这些环进行组合以揭示整个网络的吸引

子, 适用于中大型网络的吸引子查找. 文献 [130]通
过适当的规定将多个单独的布尔模块链接在一起,
形成互连的布尔网络, 利用模块的吸引子构成的渐

近图来分析布尔网络的吸引子.
2) 网络缩减: 删除部分节点来有效简化网络, 计

算简化的网络中的吸引子, 推导出原网络的吸引子.
文献 [131]提出了一种通过简化有序多值决策图, 迭

 

X1

X3

X2

图1    布尔网络接线图
 

(0,0,0) (1,0,0)

(1,1,0) (0,0,1) (0,1,0)

(1,0,1) (0,1,1) (1,1,1)

图2    布尔网络 (23) 的状态转移图
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代地移除多值逻辑网络中无自环节点的方法, 该方

法能够保留系统的单点吸引子, 但可能会在简化模

型中引入虚假振荡. 文献 [132]针对布尔网络, 首先

通过算法删除网络中无功能的边, 随后进一步删除

无自环的顶点, 使得原始网络与缩减网络在拓扑特

性上保持一致. 文献 [43]针对异步更新的布尔网络,
提出了一种两步网络缩减方法, 首先识别并消除已

稳定的节点, 然后迭代合并入度和出度均为 1的简

单中介节点, 并用数学严格地证明了该方法不仅能

保留系统的固定点, 还能保留一般异步布尔模型中

的复杂吸引子. 同样地针对异步更新的布尔网络, 文
献 [133]引入了一种新颖的网络缩减方法, 通过在扩

展网络中使用拓扑标准来识别稳定于固定状态的网

络节点, 有效缩减网络规模, 该方法的显著优势在于

能够应用于规模达到 200个节点甚至更大的大型网

络. 文献 [134] 改进了基于前代的方法, 结合常量节

点的识别与布尔网络的简化, 先计算简化网络的吸

引子, 再推导出原始网络的吸引子. 对于平均度较低

的网络, 该算法能够获取包含数十甚至数百个节点

的网络的所有吸引子. 

4    总结与展望

本文对逻辑动态系统拓扑结构相关研究进行梳

理和总结, 从 3个角度总结了用于计算布尔网络吸

引子及其吸引域的方法. 首先, 从动态演化的角度总

结同步、异步和随机布尔网络中对吸引子的研究方

法; 其次, 梳理了基于矩阵半张量积研究拓扑结构的

相关成果, 给出吸引子和吸引域的具体计算方法, 进
而给出基于图论方法对拓扑结构的讨论和研究; 最
后, 对未来的研究工作进行展望, 以期为对逻辑动态

系统感兴趣的研究者提供思考的方向.
1) 探索新的研究工具: 除前文涉及的用逻辑表

达式、矩阵半张量积方法表示布尔网络外, 近期有学

者利用 Koopman方法得到布尔网络的 Koopman表
示

[135], 然而基于该方法对布尔网络吸引子的探究仍

有很多空白. 此外, 利用人工智能、拓扑数据分析、形

式化方法等工具来探索布尔网络的吸引子问题展现

出一定的潜力, 有望为相关领域的研究带来新的生

机与活力.
2) 基于拓扑结构的鲁棒性: 网络拓扑结构决定

网络功能, 当拓扑结构遭到攻击或破坏时, 网络所能

承担的功能会有所变化, 功能变化越小的网络具有

越高的鲁棒性. 因此, 研究逻辑动态系统拓扑结构的

鲁棒性能够为构造稳健的网络提供理论指导. 在这

一框架下, 如何量化鲁棒性、不同的网络拓扑结构

(如随机网络、小世界网络、无标度网络)对鲁棒性有

何影响、如何通过调整网络拓扑结构来增强系统的

鲁棒性等问题都具有重要的研究意义.
3) 基于拓扑结构的控制问题: 一是已知拓扑结

构的控制问题, 在已知拓扑结构的情况下, 结合牵制

控制、状态翻转控制等以期在最少的控制成本下实

现预期的控制目标; 二是未知拓扑结构的控制问题,
当系统的拓扑结构未知或部分未知的情况下, 首先

利用强化学习、数据驱动等方法辨识系统模型或辨

识系统的拓扑结构, 进一步研究系统拓扑结构的相

关性质以及最优控制等问题.
3) 计算复杂度的降低: 网络节点越多, 系统的维

数便越高, 对计算机的计算性能要求也越高, 如何降

低系统计算的复杂度是目前研究逻辑动态系统面临

的一个大的挑战. 可尝试结合降维技术 (如 t-SNE、
UMAP)处理高维状态空间, 也可以考虑互模拟技术

实现计算复杂度的降低. 通过互模拟实现模型降阶,
保证降阶后的系统与原系统有相同的拓扑结构, 从
而达到降低计算维数、减少计算量、节省计算时间和

计算机 CPU负荷的效果. 同时, 在寻求更低的复杂

度时, 要平衡好计算效率与模型精度的关系, 将近似

算法与精确求解相结合.
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