
《基于指数保性能的比例-积分-时滞滑模观测器设计》附录 

附录 A  定理 1证明过程            

1. 定理 1证明过程 

设计 Lyapunov-Krasovskii函数为: 

𝑉(𝑒𝑥 , 𝑒𝑥𝑡) = 𝑉1(𝑒𝑥, 𝑡) + 𝑉2(𝑒𝑥𝑡 , 𝑡) + 𝑉3(𝑒𝑥𝑡 , 𝑡) + 𝑉4(𝑒𝑥𝑡 , 𝑡) 

𝑉1(𝑒𝑥 , 𝑡) = 𝑒𝑥
𝑇(𝑡)𝑃𝑒𝑥(𝑡),

𝑉2(𝑒𝑥𝑡, 𝑡) = ∫  
𝑡

𝑡−ℎ

(𝑠 − 𝑡 + ℎ)2𝑒−2𝛼(𝑡−𝑠)𝑤1(𝑠)𝑑𝑠,

𝑉3(𝑒𝑥𝑡, 𝑡) = ∫  
𝑡

𝑡−ℎ

(𝑠 − 𝑡 + ℎ)𝑒−2𝛼(𝑡−𝑠)𝑤2(𝑠)𝑑𝑠,

𝑉4(𝑒𝑥 , 𝑡) = ∫  
𝑡

0

𝑒−2𝜗(𝑡−𝑠)𝑒𝑥
𝑇(𝑠)𝑊𝑒𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

 

其中,   

𝑤1(𝑠) = 𝑒̈𝑦(𝑠)
𝑇𝑟𝑘𝑒̈𝑦(𝑠)d𝑠, 𝑤2(𝑠) = 𝑒̈𝑦(𝑠)

𝑇𝑞𝑘𝑒̈𝑦(𝑠)d𝑠,

𝑃 = 𝑃𝑇 > 0,𝑊 = 𝑊𝑇 > 0, 𝑟𝑘 = 𝑟𝑘
𝑇 > 0, 𝑞𝑘 = 𝑞𝑘

𝑇 > 0.
 

对𝑉1(𝑒𝑥 , t)关于时间 t求导, 可得: 

𝑉̇1 + 2𝛼𝑉1 = 2𝑒𝑥
𝑇(𝑡)𝑃𝑒̇𝑥(𝑡) + 2𝛼𝑒𝑥

𝑇(𝑡)𝑃𝑒𝑥(𝑡) (17) 

同理, 对𝑉2(𝑒𝑥, t)求导, 可得: 

𝑉̇2 + 2𝛼𝑉2 = ∑
𝑘=0
1  ℎ2𝑒̈𝑦(𝑡)

𝑇𝑟𝑘𝑒̈𝑦(𝑡) − ∫
𝑡
2(𝑠 − 𝑡 + ℎ)𝑒−2𝛼(𝑡−𝑠)𝑤1(𝑠)𝑑𝑠 (18) 

根据引理 1对上式第二项进行放缩, 可得: 

 ∫  
𝑡

𝑡−ℎ𝑘

2(𝑠 − 𝑡 + ℎ)𝑒−2𝛼(𝑡−𝑠)𝑤1(𝑠)𝑑𝑠 ≥
4

ℎ2
𝑒−2𝛼ℎ𝛿𝑇(𝑡)𝑅𝛿(𝑡) 

代入到式(18)中, 可得： 

𝑉̇2 + 2𝛼𝑉2 ≤ ℎ2𝑒̈𝑦(𝑡)
𝑇𝑟𝑘𝑒̈𝑦(𝑡) −

4

ℎ2
𝑒−2𝛼ℎ𝛿𝑇(𝑡)𝑅𝛿(𝑡) (19) 

同理, 可得： 

𝑉̇3 + 2𝛼𝑉3 ≤ ℎ𝑒̈𝑦(𝑡)
𝑇𝑞

𝑘
𝑒̈𝑦(𝑡) − ℎ𝑒

−2𝛼ℎ𝛾𝑇(𝑡)𝑄𝛾(𝑡) (20) 

其中, 

𝑅 = diag {𝑟0, 𝑟1}, 𝑄 = diag {𝑞0, 𝑞1} 

类似地, 对𝑉4(𝑒𝑥, t)求导并进行适当的放缩: 

𝑉̇4 + 2𝛼𝑉4 = 𝑒𝑥
𝑇(𝑡)𝑊𝑒𝑥(𝑡) + 2(𝛼 − 𝜗)∫0

𝑡
 𝑒−2𝜗(𝑡−𝑠)𝑒𝑥

𝑇(𝑠)𝑊𝑒𝑥(𝑠)𝑑𝑠

                ≤ 𝑒𝑥
𝑇(𝑡)𝑊𝑒𝑥(𝑡) +

2(𝛼 − 𝜗)

𝜗
∫
0

𝑡
 𝑒−𝜗(𝑡−𝑠)𝑒𝑥

𝑇(𝑠)𝑑𝑠 × 𝑊∫
0

𝑡
 𝑒−𝜗(𝑡−𝑠)𝑒𝑥(𝑠)𝑑𝑠 (21)

 



将式(17)、(19)、(20)、(21) 相加, 可得: 

𝑉̇ + 2𝛼𝑉 ≤ 𝑒𝑥
𝑇(𝑡)(𝑃𝐴𝑐 + 𝐴𝑐

𝑇𝑃 + 2𝛼𝑃 +𝑊)𝑒𝑥(𝑡) − 2𝑒𝑥
𝑇(𝑡)𝑃𝐴𝛾𝛾(𝑡) − 2𝑒𝑥

𝑇(𝑡)𝑃𝐴𝛿𝛿(𝑡)

−2𝑒𝑥
𝑇(𝑡)𝑃𝐴𝑘∫  

𝑡

0

𝑒−𝜗(𝑡−𝑠)𝑒(𝑠)𝑑𝑠 − 𝛾𝑇(𝑡)𝑄𝛾(𝑡) ⋅ 𝑚2 − 4𝛿
𝑇(𝑡)𝑅𝛿(𝑡)𝑚1

+ℎ𝜂𝑇(𝑡)𝐹̅𝑇Γ𝐹̅𝜂(𝑡) +
2(𝛼 − 𝜗)

𝜗
⋅ ∫  

𝑡

0

𝑒−𝜗(𝑡−𝑠)𝑒𝑥
𝑇(𝑠)𝑑𝑠𝑊∫  

𝑡

0

𝑒−𝜗(𝑡−𝑠)𝑒𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

 

其中 , 𝜂(𝑡) = col {𝑒𝑥(𝑡), 𝛿(𝑡), 𝛾(𝑡)}, Γ = ∑  1
𝑘=0 (ℎ𝑟𝑘 + 𝑞𝑘), 𝐹̅ = [𝐹𝑐 − 𝐹𝛿 − 𝐹𝛾]  , 采用舒尔

补引理[20] , 可得𝑉̇ + 2𝛼𝑉 ≤ 0等价于Υ ≤ 0。 

𝛶是由以下元素组成的对称矩阵: 

 

Υ11 = 𝑃𝐴𝑐 + 𝐴𝑐
𝑇𝑃 + 2𝛼𝑃 +𝑊

Υ12 = −𝑃𝐴𝛿, Υ13 = −𝑃𝐴𝛾

Υ14 = −𝑃𝐴𝑘, Υ15 = ℎ
1
2𝐹𝑐

𝑇

Υ22 = −4𝑅 ⋅ 𝑚1, Υ25 = −ℎ
1
2𝐹𝛿

𝑇

Υ33 = −𝑄 ⋅ 𝑚2, Υ35 = −ℎ
1
2𝐹𝛾

𝑇

Υ44 = −
2(𝜗 − 𝛼)

𝜗
𝑊,Υ55 = −Γ

−1

 

上述矩阵不等式并不是一个凸最优问题 , 为了将上述双线性矩阵不等式(Bilinear Matrix 

Inequality, BMI)转换为线性矩阵不等式(Linear Matrix Inequality,LMI), 定义变换矩阵如下[19]: 

𝒯 = diag {𝑋,𝑀𝑋,𝑋, 𝑋, 𝐼} 

其中, 𝑋 = 𝑃−1 . 

对∆进行如下合同变换, 可得: 

Ω = 𝒯Δ𝒯𝑇 ≤ 0 

其中, Ω是由以下元素组成的对称矩阵: 

Ω11 = 𝐴𝑐𝑋 + 𝑋𝐴𝑐
𝑇 + 2𝛼𝑋 + 𝑋𝑇𝑊𝑋

Ω12 = −𝐴𝛿𝑀𝑋,Ω13 = −𝐴𝛾𝑋

Ω14 = −𝐴𝑘𝑋, Ω15 = ℎ
1
2𝑋𝑇𝐹𝑐

𝑇

Ω22 = −4Λ1 ⋅ 𝑚1, Ω25 = −ℎ
1
2𝑋𝑇𝑀𝑇𝐹𝛿

𝑇

Ω33 = −Λ2 ⋅ 𝑚2, Ω35 = −ℎ
1
2𝑋𝑇𝐹𝛾

𝑇

Ω44 = −
2(𝜗 − 𝛼)

𝜗
𝑋𝑇𝑊𝑋,Ω55 = −Γ

−1

 

其中, Λ1 = 𝑋
𝑇𝑀𝑇𝑅𝑀𝑋, Λ2 = 𝑋

𝑇𝑄𝑋. 

将Ω22、Ω33、Ω44中的二次型项以及Ω55进行放缩, 可得: 

{
 
 

 
 
−𝑋𝑇(𝑀𝑇𝑅𝑀)𝑋 ≤ −2𝑋 + (𝑀𝑇𝑅𝑀)−1

−𝑋𝑇𝑄𝑋 ≤ −2𝑋 + 𝑄−1

−𝑋𝑇𝑊𝑋 ≤ −2𝑋 +𝑊−1

−Γ−1 ≤ −∑  

1

𝑘=0

(ℎ−1𝑟𝑘
−1 + 𝑞𝑘

−1).

 

其中, 𝑣𝑘 = 𝑟𝑘
−1, 𝑧𝑘 = 𝑞𝑘

−1, w𝑘 = 𝑤𝑘
−1 

对应于𝑉 = 𝑅−1, 𝑍 = 𝑄−1,𝑊 = W−1, 通过给定滑模面增益, 观测器的增益应可由 LMI 解得, 

引入新的矩阵𝑈, 并加入如下约束条件𝑀𝑋 = 𝑈𝑀, 可得: 



 

{
 
 

 
 
𝐴𝑐𝑋 = 𝐴𝑐0𝑋 − 𝐴𝑐1𝐿𝑀𝑋
𝐴𝛿𝑀𝑋 = 𝐴𝛿0𝑀𝑋 + 𝐴𝛿1𝐿𝑀𝑋
𝐹𝑐𝑋 = 𝐹𝑐0𝑋 − 𝐹𝑐1𝐿𝑀𝑋
𝐹𝛿𝑀𝑋 = 𝐹𝛿0𝑀𝑋 + 𝐹𝛿1𝐿𝑀𝑋
𝐴𝑘𝑋 = 𝐾𝑀

 

其中, 𝐿𝑀𝑋 = 𝒦𝑀, 观测器增益𝐿以及参数𝐴𝑘可由𝒦 = 𝐿𝑈以及𝐾𝑀 = 𝐴𝑘𝑋计算得到. 

定理 1得证。 

 

 

 


