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开环可重入生产系统的排队网络模型
及求解算法3

赵丽娜　郑应平
(中国科学院自动化研究所　北京　100080)

摘　要　将开环可重入生产系统的模型化成非线性矩阵方程可解的形式,在此基础上研究系统在随机

调度策略下的不可约性。对缓冲区半无限系统的稳态分布求解表明,非线性矩阵方程理论是研究可重入

生产系统稳态性能的有效方法。
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Abstract　Q ueueing netw o rk models of re - en tran t lines are developed, and are converted to the

canon ical fo rm s that are so lvab le by non - linear m atrix equations. Irreducib ility of such system s is

studied. A system w ith sem i- infin ite buffer capacit ies is so lved in term s of sta t ic distribu tion. N um eri2
cal resu lts show that theo ries abou t non- linear m atrix equations are effective fo r analyzing sta t ic per2
fo rm ances of re- en tran t lines.
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1　引　　言

　　可重入生产系统的研究始于 80年代末,是随着

半导体生产系统的发展而兴起的。与以往的制造系

统不同,它具有很强的可重入性,即工件在加工过程

中的不同阶段可能重复访问某些机器,使得可重入

生产系统的研究比其他生产系统更为复杂。

对可重入生产系统的研究主要集中在以下几个

方面:模型、稳定性、稳态性能、控制与调度策略。其

中模型包括精确模型和近似模型。近似模型有布朗

网络模型[1 ]和流模型[2 ]等。近似模型化繁为简,借助

于大数定律和中心极限定理得到系统的极限状态。

流模型在系统稳定性方面获得一些结果,并得到了

两站系统稳定的充要条件。但由于近似模型很难分
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析系统的稳态性能,难以比较各种控制与调度策略

的优劣,因此,有些学者把目光转向精确模型,希望

得到更多的结果。

可重入生产系统的近似模型研究得较多,而其

排队网络模型的文献却很少。这是因为目前只有满

足乘积形式解的排队网络可以得到统一形式的稳态

解,而大部分多级排队网络 (如可重入生产系统)并

不满足乘积形式解的条件。

马尔可夫链是一类无记忆性的随机过程,具有

重要的应用价值[3 ]。通常假设制造系统中的加工时

间服从负指数分布,这样可把系统化成马尔可夫链

或嵌入马尔可夫链。本文以一个典型可重入生产系

统为例,说明如何将一个可重入生产系统化成矩阵

方程可解的马尔可夫链模型,并给出求解方法。

2　系统描述

　　考虑图 1两加工站四道工序的系统。系统有两
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台机器M 1 和M 2, 工件进入系统后的加工路径是:

M 1→M 2→M 1→M 2。为每一工步设置一缓冲区,分

别是 b1, b2, b3, b4。工件来流是以 Κ为参数的泊松过
程,各步加工时间分别服从以 Λi ( i = 1, 2, 3, 4) 为参

数的负指数分布。缓冲区的容量分别设为 c1, c2, c3,

c4。

图 1　典型可重入生产系统

　　系统状态集为 J = { ( i, j ,m , n) û i≤ c1, j ≤ c2,

m ≤ c3, n≤ c4},其中 i, j ,m , n分别表示各采样时刻

b1, b2, b3, b4 中的工件数。状态空间可表示为 (0, 1,

⋯, c1) × (0, 1,⋯, c2) × (0, 1,⋯, c3) × (0, 1,⋯,

c4)。状态以字典序排列。p ( i, j ,m , n) , ( i′, j′,m′, n′) 表示从状

态 ( i, j ,m , n) 转移到状态 ( i′, j′,m′, n′) 的概率。P 是

系统状态一步转移概率矩阵,行和为 1。

如果系统存在稳态分布,则用X = {X 0, X 1,⋯,

X i,⋯}表示,其中X i是 1× (c2 - 1) (c3 - 1) (c4 -

1) 的矢量。

由图 1可见, b1和 b3同在M 1上接受加工,而M 1

同时只能加工一个工件。显然,同一加工站前的不同

缓冲区存在资源竞争问题, 对此采用调度策略来决

定各缓冲区的优先级。若采用随机调度 (RS) 策略,

当 b1和 b3同时有工件时,则加工 b1和 b3的概率分别

为 0. 5。b2 和 b4 的情况类似。

3　系统建模

　　首先假定除第一个缓冲区外,其他缓冲区容量

都有限。ci = H - 1, i = 2, 3, 4, c1 = ∞。这种情况称

为缓冲区半无限。同时假设采用RS 调度策略。在这

些假设下, 系统状态是无限维的。不失一般性, 可设

Κ+ Λ1 + Λ2 + Λ3 + Λ4 = 1。由于工件来流是泊松流,

加工时间服从负指数分布,故可推得微小时间 ∃ t内

系统状态转移概率为

p ( i, j ,m , n) , ( i+ 1, j ,m , n) (∃ t) = Κ∃ t + o (∃ t)

p ( i, j , 0, n) , ( i- 1, j + 1, 0, n) û i> 0, j< H - 1 (∃ t) = Λ1∃ t + o (∃ t)

　　当b1和b3同时有工件时,加工b1和b3的概率分

别为 0. 5,所以

p ( i, j ,m , n) , ( i- 1, j+ 1,m , n) û i> 0,m > 0, j < H - 1 (∃ t) =

0. 5Λ1∃ t + o (∃ t)

　　当 b4 已满时,为避免发生阻塞,不能加工 b3,只

能加工 b1。

p ( i, j ,m , H - 1) , ( i- 1, j + 1,m , H - 1) û i> 0, j< H - 1 (∃ t) =

Λ1∃ t + o (∃ t)

　　其他转移概率依此类推。从而得到一步状态转

移阵 P。

在本系统中, 某时刻某事件是否发生只与系统

当前状态和系统所采用的调度策略有关, 而与系统

以前的状态无关。所以这样的随机过程具有马尔可

夫性。

如果用传统方法表达 P ,形式杂乱,且几乎无法

将其完全写出。用通常的方法求解其平稳状态向量

几乎是不可能的。但若细心观察,就会发现其有规律

可循。将矩阵内的元素划成H ×H 的块,有许多块

是相同或相似的。设
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其中 3 是矩阵 P 的对角线元素,保证 P 行和为 1。

继续这样的划分,令

D 1 =

+ 0
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+ 1
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ω
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1 H 2×H 2

D 2 =

0 + 2

0 ω
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0 H 2×H 2
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3 ω
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4 H 2×H 2
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　　再设

A 0 = ΚI ,　A 1 =

D 0
34

D 2 D 1
34

ω ω
D 2 D 1

34 H 3×H 3

A 2 =

0 D 1

ω ω
ω D 1

0 H 3×H 3

B 0 =

D 00
34

D 2 D 10
34

ω ω
D 2 D 10

34 H 3×H 3

于是状态转移阵 P 可写成

P =

B 0 A 0

A 2 A 1 A 0

A 2 A 1 A 0

ω ω ω

(1)

A 1 中含有H 3 ×H 3 个元素,其对角元素为

diag 1 - Λ1 - Κ, 1 - Λ1 - Λ4 - Κ,⋯
H 个

,

1 - 0. 5Λ3 - 0. 5Λ1 - Κ, 1 - 0. 5Λ3 - 0. 5Λ1 - Λ4 - Κ,⋯, 1 - Λ1 - Λ4 - Κ
H 个

,

⋯⋯
重复前H 个元素

1 - Λ1 - Λ2 - Κ, 1 - Λ1 - 0. 5Λ2 - 0. 5Λ4 - Κ,⋯,
从第H 2个元素开始的H 个元素

1 - 0. 5Λ1 - Λ2 - 0. 5Λ3 - Κ, 1 - 0. 5Λ1 - 0. 5Λ2 - 0. 5Λ3 - 0. 5Λ4 - Κ,⋯,
H 　个

⋯⋯
重复前H 个元素

1 - 0. 5Λ1 - 0. 5Λ3 - Κ, 1 - 0. 5Λ1 - 0. 5Λ3 - Λ4 - Κ,⋯, 1 - Λ1 - Λ4 - Κ,
从第 (2H 2- H + 1)个元素开始的H 个元素

⋯⋯
重复前H 2个元素

保证 P 行和为 1。

至此,系统的状态转移阵 (1) 已具有QBD 型马

尔可夫链的标准形式, 可利用矩阵几何解的理论对

其分析求解。

当 P 是正常返时, 系统稳态分布满足 X i =

X 03 R i。其中R 是方程

R = A 0 + RA 1 + R 2A 2 (2)

的最小非负解[4 ]。

其他分布情形也可类似化成QBD 型,M öGö1

型或 GöM ö1型马氏链。

4　系统分析

　　 在求解矩阵方程 (2) 时, 经常假设状态转移阵

是不可约的。现在考察系统是否可约,为此有以下定

理:

定理 1　缓冲区容量半无限的可重入生产系统
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在R S策略作用下,状态转移阵 (1) 是不可约的。

证明　如果所有状态之间都是相通的,则系统

是不可约的[3 ]。只要证明各状态之间是可达的即可。

由 ( i, j ,m , n) 到 (0, 0, 0, 0) 的转移概率显然大

于 0。考虑从 (0, 0, 0, 0) 开始的转化, 看其能否转移

到 ( i, j ,m , n)。

p (0, 0, 0, 0) , (1, 0, 0, 0) = Κ,由各步转移的独立性,有

p (0, 0, 0, 0) , ( i, 0, 0, 0) û i> 0 > Κi > 0

因为 c1 = ∞,所以

p (0, 0, 0, 0) , ( i+ j + m + n, 0, 0, 0) > 0

同理得

p ( i+ j + m + n, 0, 0, 0) , ( i+ j+ m , n, 0, 0) > Λn
1

p ( i+ j + m , n, 0, 0) , ( i+ j+ m , 0, n, 0) > Λn
2

p ( i+ j + m , 0, n, 0) , ( i+ j+ m , 0, 0, n) > Λn
3

p ( i+ j + m , 0, 0, n) , ( i+ j ,m , 0, n) > Λm
1

p ( i+ j ,m , 0, n) , ( i+ j , 0,m , n) > (0. 5Λ2) m

p ( i+ j , 0,m , n) , ( i, j ,m , n) > (0. 5Λ1) j

于是可得 p (0, 0, 0, 0) , ( i, j ,m , n) > 0。即所有状态之间都是

相通的,所以系统 (1) 是不可约的。(证毕)

定理 2　具有无限缓冲区容量的可重入生产系

统的状态转移阵是不可约的。

证明　设一中间状态 (0, 0, 0, 0) , 只要证明任

意状态 ( i, j ,m , n) 与之相通即可。

由 ( i, j ,m , n) 向 (0, 0, 0, 0) 的转化是显然的。为

简单起见,下面只要概率存在,就表示为 p > 0因为

　　　　　 p (0, 0, 0, 0) , ( i+ j + m + n, 0, 0, 0) > 0

　　　　　 p ( i+ j + m + n, 0, 0, 0) , ( i, j + m + n, 0, 0) > 0

　 　　　　p ( i, j + m + n, 0, 0) , ( i, j ,m + n, 0) > 0

　　　 　　p ( i, j ,m + n, 0) , ( i, j ,m , n) > 0

所以 p (0, 0, 0, 0) ( i, j ,m , n) > 0。

由于缓冲区容量无限, 所以在任何调度策略下

系统都是不可约的。(证毕)

可以证明, 缓冲区半无限的系统在LBFS 策略

作用下状态集是可约的。在计算系统稳态性能时,将

系统中可约状态去掉,会使计算大大简化。但如何找

到全部的可约状态,尚须进一步研究。

对不可约状态转移阵P ,通过对A i阵的计算,可

以分析系统的稳定条件和计算系统稳态分布。具体

方法见文献[ 4, 5 ]。

化成非线性矩阵方程可解的形式来计算系统稳

态分布,需操作的矩阵由原来的无限维的 P 变成了

A i。对缓冲区容量半无限的情形,A i 是有限的H n- 1

维 (n 为缓冲区个数)。

5　举　　例

　　对图 1所示两站四缓冲区系统,来流为泊松流,

加工时间服从负指数分布。设参数为Κ= 1ö15, Λ1 =

Λ2 = Λ3 = Λ4 = 3. 5ö15, H = 3。根据第 3节的方法

建模,可写出B 0,A 0,A 1,A 2的表达式。由定理 1可知

系统状态不可约,且通过检验知

A (: = A 0 + A 1 + A 2)

也是不可约的。

若用传统的排队网络方法求稳态分布

X 3 P = X

∑
∞

i= 0
X ie = 1

(3)

其中 e为全 1的列向量。由于 P 是无穷维的,难以求

解;而将 P 写成矩阵方程可解的形式 (如 (1) 式) ,则

可按下述方法求解。

假设系统是稳定的,且存在稳态分布,先用如下

数值解法求解矩阵R :若 ( I - A 1) 非奇异,由 (2) 得

R = (A 0 + R 2A 2) ( I - A 1) - 1 (4)

其中 I 为单位阵。从R = 0开始迭代,直至误差小于

10- 8 为止 (精度已足够) ,得到 (1) 的最小非负解 R。
(4) 式的迭代计算量少于 (2) 式[4 ]。此例中迭代 157

次, 得到的 R 的谱半径为 0. 835 3 < 1 (表示为

Sp (R ) < 1) ,这说明P 存在不变测度。于是可进行下

面的计算。

将 (3) 式展开可得

X 0B 0 + X 1A 2 = X 0

∑
∞

i= 0
X ie = 1

由于X i = X 03 R i ( i > 0) ,此例中X 0 为H 3 维的矢

量,代入上式得

X 0 (B 0 + RA 2 - I ) = 0

X 0∑
∞

i= 0
R ie = 1

当 Sp (R ) < 1时,可写成

X 0 (B 0 + RA 2 - I ) = 0

X 0 ( I - R ) - 1e = 1
(5)

可以验证,此方程中 (B 0 + RA 2) 是不可约的,且 (B 0

+ RA 2 - I ) 不可逆。解此方程得唯一解X 0。排队网

络研究中的一个重要指标是平均队长。本例中, 用

L 1,L 2,L 3,L 4 分别表示 4个缓冲区的平均队长,即

L 1 = ∑
∞

i= 0

i3 ∑
H - 1

j = 0
∑
H - 1

m = 0
∑
H - 1

n= 0

x k

L 2 = ∑
H - 1

j= 0
j 3 ∑
∞

i= 0
∑
H - 1

m = 0
∑
H - 1

n= 0
x k
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其中, x k 是 X 中的元素, k = i3 H 3 + j 3 H 2 +

m 3 H + n。L 3 与L 4 的表达式和L 2 类似。

采用截断误差法, 当误差小于 10- 8 时停止迭

代,得到

L 1 = 3. 520 2,　L 2 = 0. 861 3

L 3 = 0. 782 9,　L 4 = 0. 538 8

　　所得结果表明系统确实稳定。

6　结　　语

　　本文针对一简单可重入系统,在除第一个缓冲

区外,其余缓冲区容量均有限的情况下,推导了系统

的排队网络模型,并求出系统的稳态解。这表明用矩

阵方程理论解决可重入生产线等多级排队网络是一

个有价值的研究方向。当然,其中还存在许多问题,

如缓冲区容量均为无限时的系统求解,如何根据系

统的参数判定系统的稳定条件等。随着研究的深入,

相信这些问题都会迎刃而解。
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4　结　　语

　　本文结合模糊逻辑系统、自适应控制及最优控

制技术,提出一种非线性未知系统的输出反馈自适

应控制方法。该方法的最大特点是不需要系统状态

可测的假设条件。
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