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上下层具有合作关系的两层决策问题研究3

向　丽　顾培亮
(天津大学系统工程研究所　300072)

摘　要　针对两层线性规划问题解的无效性,在决策者合作情形下,利用双准则线性规划的有关技术,

提出事先不需求解问题而是采用次最优解作为参考点,直接在目标集中搜索有效满意解的方法。数值计

算结果表明该方法是有效可行的。
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Abstract　A s the so lu tion of BL P p rob lem m ay no t be Pareto - op tim al, if the decision m akers of the

tw o levels are w illing to find an efficien t comp rom ise so lu tion, the m ethod w h ich can generate efficien t

so lu tions by m ak ing use of techn iques of b icriteria p rogramm ing is p ropo sed. W hen the near- op tim al

so lu tion of the BL P p rob lem is used as the reference po in t fo r finding the efficien t so lu tion, the resu lt

can be easily found during the decision p rocess. T he sim ulation resu lts show it is efficien t.
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1　引　　言

　　两层规划 (BL P)是一种具有两层递阶结构的系

统优化问题,通常可作为具有多种组织结构的两层

决策问题的数学模型[1 ]。这类问题包括一个上层决

策者 (UDM )和若干个下层决策者 (LDM ) ,上、下层

决策者的目标不一致,存在一定的冲突。进行决策

时, UDM 首先向下层宣布一个决策, LDM 根据自

身的利益对此做出合理的反应,UDM 根据LDM 的

反应, 对所宣布的决策进行修正, 最终求得既使

UDM 满意,又使LDM 均可接受的满意解。

两层决策问题有着广泛的应用背景,如资源分

配、农田灌溉、区域规划等。线性两层规划是一类特

殊的BL P 问题,由于上下层的非合作性,其解有时

不是有效解,即非 Pareto 最优解, 决策者可在不减

少其他决策者目标值的前提下,增加自身目标值。在

具有层次关系的决策系统中,从经济角度考虑,这种
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非 Pareto 最优解是不被接受的。针对这种情况,在

决策者表示愿意合作的前提下,本文充分利用双准

则规划的有关技术,将线性BL P 问题转化为简单的

L P 问题,进而求得有效的满意解。

2　具有合作关系的两层决策问题

　　在决策者之间允许合作且决策者愿意合作的条

件下,W en 和 H su [2 ]针对解的无效性, 为寻求有效

解而提出进行后优分析,得到基于决策者偏好的有

效均衡解。但进行后优分析时,首先需要获得问题的

最优解,并且由于问题本身的复杂性,后优分析的计

算也较复杂[3, 4 ]。本文提出的方法事先并不需要求解

问题的最优解,而是以次最优解作为参考点,直接在

目标集中搜索满意解。

2. 1　有关定义及定理

双准则规划 (BCP)是多准则规划 (M CP)问题

的一种特殊情形,它仅含有两个目标,一般描述如下

m ax (F (x , y ) , f (x , y ) ) (1)

s. t. A x + B y ≤ r (2)

其中, x ∈R n1 , y ∈R n2 , r∈R m ; A 为m × n1矩阵,B
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为m × n2 矩阵。有关定义和定理表述如下[5, 6 ]:

定义 1　称点 x 为BCP的可行点,若点 x ∈S ,

且 S = { (x , y ) ∈R n1+ n2ûA x + B y ≤ r}。

定义 2　 若可行点 x 0 满足 F (x ) ≥ F (x 0) 或

f (x ) ≥ f (x 0) ,则称其为BCP 的有效解。

定理 1　可行点 x 0 是有效解, 当且仅当存在 Κ
∈ (0, 1) ,使得 x 0 为下列问题的最优解

m ax Κf (x , y ) + (1 - Κ) F (x , y ) (3)

s. t. A x + B y ≤ r (4)

　　定理2　若点x 0在S 约束域下是任一目标函数

求极大化的唯一解,则称 x 0 为BCP 的有效解。

定义 3　设GH 和GL 分别为合作情形下UDM

和LDM 可接受的目标水平,即最小目标期望值,则

称 # 为具有合作性BL P 问题的目标函数,即有

# = Κ(f - GL ) + (1 - Κ) (F - GH )

此时, f , F 分别为BL P 问题的上、下层目标函数; Κ
∈ [ 0, 1 ] 为实数, 可看作权重系数; f - GL 和 F -

GH 分别为上、下层决策者的红利函数。显然, # 是红
利函数的线性组合。

定义 4　设 (x Κ, y Κ) 为具有合作关系BL P 问题

的合作系数值,则其特征函数V 为两层决策者目标

函数值之和,即

V = F (x Κ, y Κ) + f (x Κ, y Κ)

显然,V 表示合作后赢得的总效益值。

由此,具有合作关系的BL P 问题便转化为赢得

的总效益如何在合作者之间的分配问题。显然,作为

一个理性合作者, 并不希望所得的效益低于加盟前

所得的效益。

定义 5　决策者间的边际效益即是联盟成员间

的红利转换。这里,红利值等于每个决策者原收益与

合作后相应目标值之差, 即由于合作关系而产生的

额外支付。

定义 6　如果边际收益存在, 那么每个决策者

的红利为 p = (F - GH + f - GL ) ö2。

定义 7　称满足V = z 1 + z 2,且 z 1≥GH , z 2≥

GL 的矢量 z (z = (z 1, z 2) ) 为具有合作关系BL P问题

的分配。其中 z i 表示第 i ( i = 1, 2) 联盟成员的赢得

效益。

注 1　上述概念仅在收益用同一单位度量时才

有意义。

当BL P 问题的最优解有效时,采纳最优解比合

作解对决策者有益。在这种情况下, 由于BL P 问题

结构的非对称性, 只有假定使UDM 得到的满意度

比LDM 重要得多时,合作解才认为是可以采纳的。

当BL P 问题的最优解无效时,有两种方法可以找到

具有合作性有效解:

方法 1　如果收益用货币表示, 但边际收益不

存在,那么具有合作性有效解可由下式得到。

m ax Κ(f - GL ) + (1 - Κ) (F - GH ) ≡

Κf + (1 - Κ) F (5)

s. t. A x + B y ≤ r (6)

　　F ≥GH (7)

　　f ≥GL (8)

其中Κ∈ [ 0, 1 ]。如果Κ已给定,在上述约束下使# 极
大化的解是 (x , y ) , 那么分配则为 (F (x , y ) , f (x ,

y ) )。

引理 1　设 S 0 = { (x , y ) ûA x + B y ≤ r, F ≥

GH , f ≥GL },如果由式 (5)— (8) 组成的问题是非退

化的,则在 S 0中使 (F , f ) 极大化的有效解在 S 中也

是有效解。

证明　设 (xθ, yθ) 是 S 0 中使 (F , f ) 极大化的有

效点,则有

F (xθ, yθ) ≥GH ,　f (xθ, yθ) ≥GL

假设 (xθ, yθ) 不是 S 中使 (F , f ) 极大化的有效点, 那

么存在点 (xδ, yδ) ∈ S ,使方程 F (x
δ, yδ) ≥ F (xθ, yθ) 或

f (x
δ, y

δ) ≥ f (xθ, yθ) 成立,这蕴涵着 F (x
δ, y

δ) ≥GH 和

f (x
δ, y

δ) ≥GL。由 S 0 的定义,则有 (x
δ, y

δ) ∈ S 0。这与

(xθ, yθ) ∈ S 0 的有效性相矛盾,故命题成立。

方法 2　如果收益用货币表示,边际收益存在,

那么由下列参数规划可得到合作有效解。

m ax Κ(f - GL ) + (1 - Κ) (F - GH ) ≡

Κf + (1 - Κ) F (9)

s. t. A x + B y ≤ r (10)

　　 在这种情况下, 分配为 (GH + p , GL + p )。同

时,有下述引理:

引理 2　若参数规划非退化, 由于边际收益的

存在,仅存在唯一有效分配当且仅当 Κ为 0. 5时。

证明　令 p = (F - GH + f - GL ) ö2,边际收

益存在,分配形式为 (GH + p , GL + p )。假设有两个

有效解存在,此时Κ= 0. 5和Κ= Κλ,相应的有效解分

别为 (x 0. 5, y 0. 5) 和 (x Κλ, y Κλ)。然而, F (x 0. 5, y 0. 5) +

f (x 0. 5, y 0. 5) ≥ F (x Κλ, y Κλ) + f (x Κλ, y Κλ) , 于是 p 0. 5 ≥

p Κλ。这与 (x Κλ, y Κλ) 的有效性相矛盾,故命题成立。

2. 2　目标集和合作有效解

设H UB , H LB分别为UDM 的上、下界,其中H UB

= m axF , F 为上层问题的目标函数。根据文献 [ 7 ]

算法得到的局部最优解作为H LB 的值。

一般说, 两层决策者目标函数最优值之间并没
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有必然的联系。当UDM 的上、下界已知时, 由线性

BL P 问题最优解的定义[8, 9 ] 可知, 最优解一定存在

于U DM 的上、下界之间。因此, 在原约束域中追加

由U DM 提供的两个强约束条件,再通过求解LDM

目标函数的极大、极小值,可得LDM 的上、下界,即

m ax f (11)

s. t. A x + B y ≤ r (12)

　　 F ≤H UB (13)

　　 F ≥H LB (14)

m in f (15)

s. t. A x + B y ≤ r (16)

　　 F ≤H UB (17)

　　 F ≥H LB (18)

　　为了得到合作有效解,需要寻找每个决策者的

次最优解,以其作为参考点进行搜索。次最优解通过

上、下界的线性组合得到。对于UDM , 没有任何迹

象表明最优解是靠近上界还是下界, 因而UDM 次

最优解可由上、下界简单扩充获得,即乘以任一在 0

和 1之间的实数,并根据UDM 下界的来源,认为最

优解在其下界附近是合理的。对于LDM , 同样没有

充分理由证明最优解是否靠近其上 (下) 界,因此可

假设其次最优解在上、下界的中间。于是有

GH = ΗH LB + (1 - Η)H UB (19)

GL = L UB ö2 + L LB ö2 (20)

其中 Η为任意值且 0≤ Η≤ 1。

上式表示每个决策者的次最优解就是在合作情

形下各个决策者的最小目标期望值。显然,当 Η= 1

时,UDM 的最优解等于其下界。

3　算　　例

　　以下通过一个算例来说明本文提出的算法,算

例为
m ax F = - 2x + 11y

且 y 解
m ax f = - x - 3y

s. t. x - 2y ≤ 4
　　 2x - y ≤ 24

　　 3x + 4y ≤ 96

　　 x + 7y ≤ 126

　　 - 4x + 5y ≤ 65
　　 x + 4y ≥ 8

　　 x ≥ 0,　y ≥ 0

　　在约束域S 作用下, F 最大值为 179. 04,解 (x
δ,

y
δ) = (5. 3, 17. 24)。由如上解法求得H UB = 179. 04;

再由文献[ 7 ] 算法得到局部最优解为 (0, 2) ,局部最

优值为2 2 , 则H LB = 2 2。求解得L UB = - 6 , L LB =

- 59. 65。由式 (19) , (20) , 两层决策者的目标集为

GH = Η× ( 2 2 ) + ( 1 - Η) × ( 1 7 9. 0 4 ) , GL =

(- 6 ) ö2 + ( - 5 9. 6 5 ) ö2。当Η= 0. 5 5时 , GH =

92. 67。

当边际效益不存在时,分两种情形进行讨论:

情形 1　设 Κ= 0,即强调分配给HLDM 的效

益。由式 (5)— (8) 得

m ax F = - 2x + 11y

s. t. (x , y ) ∈ S

　　 - 2x + 11y ≥ 92. 67

　　 - x - 3y ≥- 32. 83

解为 (0, 10. 94) ,则分配效益为 (120. 34, - 32. 82)。

情形 2　设 Κ= 4ö5,即HLDM 和LLDM 的红

利权重分别为 1ö5和 4ö5。此时,由式 (5)— (8) 得

m ax
1
5

(- 2x + 11y ) +
4
5

(- x - 3y )

s. t. (x , y ) ∈ S

　　 - 2x + 11y ≥ 92. 67

　　 - x - 3y ≥- 32. 83

解为 (0, 8. 24) ,则分配效益为 (92. 67, - 25. 26)。

当边际效益存在时,由式 (9) , (10) 有

m ax
1
2

(- 2x + 11y ) +
1
2

(- x - 3y )

s. t. (x , y ) ∈ S

解为 (5. 3, 17. 24) ,作为合作有效解。由定义 6,每个

决策者获得的红利为 3 1. 0 9 , 则分配效益为

(123. 76, - 1. 74)。

原两层规划的解为 (17. 45, 10. 91) ,相应目标函

数值即分配为 (85. 11, - 50. 18)。显然,此解为非有

效解, 因为上述三种情形的效益分配都优于原非合

作时的分配。

4　结　　语

　　本文提出的方法不仅将两层规划问题转化为单

层规划问题,使问题简化,而且事先并不需求解问题

的最优解。算法简单明了,便于计算机操作,具有广

泛的应用价值。文中同时给出了具有合作关系线性

BL P 问题的有关定义及定理。对于两层非线性规划

问题,尚需做进一步研究。 (下转第 50页)　　
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5　结　　论

　　理论分析和仿真实验表明,本文提出的主动重

构和容错控制方式能有效地实现对质量弹簧系统固

有动态变化的重构控制和对弹簧断裂故障的容错控

制。在重构和容错的情况下,保证了系统的稳定性以

及速度和位移的跟踪性能要求,且重构和容错控制

速度快。本文未考虑切换中的抖振和检测中的鲁棒

性问题,这将在以后的文章中做专题讨论。
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