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摘　要　研究单机模糊加工时间下确定最迟开工时间的调度问题。目标是在满足每个工作都以大于等

于各自指定的隶属度属于完工集合的约束下,寻找工作的最大最迟开工时间。通过模糊数学知识对模型

进行分析,对于特殊情况给出了问题的最优解,对于一般情况给出了一个最优解的必要条件。
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Abstract　A schedu ling p rob lem on the single m ach ine w ith fuzzy p rocessing tim e is studied. T he ob2
ject ive is to ob tain m axim ize the ready tim e of the schem e as la te as po ssib ility w ith in the constra in t that

the grade of each jobs in the comp letion set is no t less than a given value respectively. T h rough analyz2
ing the model by app lying fuzzy m athem atics ex tension p rincip les and the p ropert ies of jobs w ith fuzzy

p rocessing tim es, the op tim al so lu tions of the p rob lem are p resen ted under som e specia l cases, and a

necessary condit ion of op tim al so lu tion is given under the general case.
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1　引　　言

　　70年代,模糊数学规划[1, 2 ] 引入调度领域,产生

了调度领域的新分支 —— 模糊调度。在生产中, 由

于各种因素的影响, 使得工作特别是新工作的加工

时间变成一个模糊的量。人们根据以往的经验,对工

作的加工时间进行估计,一般都给出一个范围。当工

作的加工时间等于小于某一值时, 工作是无法完工

的;当工作的加工时间大于等于某一值时,工作是可

以完工的。工作的加工时间就在这个范围内变化。对

于这样的工作集合, 我们建立模糊加工时间的隶属

函数。对工作 j的一段加工时间 x (x ∈ [a j , bj ]) 与工

作 j在这段时间下属于完工集合的程度 (隶属度Α∈
[ 0, 1 ]) 之间, 建立一种映射关系 —— 隶属函数

Λj (x ) ,则 Λj (x ) 表示该工作 j 在加工时间 x 下属于

完工集合的隶属度。在假设隶属函数是单调递增的

条件下,建立隶属函数的反函数。根据模糊加法, 可

证明多个工作的隶属函数迭加所得的联合隶属函数

仍是单调递增的, 其联合隶属函数也存在着反函

数[3, 4 ]。

　　本文研究单机模糊加工时间的调度模型,在满

足每个工作都以大于等于指定的隶属度属于完工集

合的约束下,寻求工作的最大最迟开工时间。文中建

立了模糊加工时间下最迟开工时间的调度模型, 给

出并证明了模型在特殊情况下的最优解和一般情况

下最优解的必要条件。最后以一个具体实例加以说

明。
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2　模型描述

2. 1　确定加工时间的调度模型

　　单机最大最迟开工时间调度模型是考虑n个工

作要在一台机器上进行加工, 每个工作都有一个指

定的交货期和确定的加工时间。如果以当前时刻作

为机台的开工时刻,则至少存在一个调度方案,使得

加工的所有工作都不拖期。目标是寻找一个调度方

案,在所有工作都不拖期的情况下,使得机台的开工

时刻最晚。

该模型的意义是在保证所有工作都不拖期的情

况下, 最大化开工时刻就是最小化制造周期

(m akespan)。在增加工作准备时间的同时, 减少产

品的库存量,有利于提高经济效益。这种模型用于机

台能力盈余的情况, 例如注塑企业在冬季 (订货淡

季) 即采用这样的生产策略。

模型的数学描述如下

r = m ax{rk ûk = 1, 2,⋯, n ! }

s. t. ri[k ] = d i[k ] - ∑
i

j= 1
p j [k ] , i = 1, 2,⋯, n

　　rk = m in{r i[k ] , i = 1, 2,⋯, n}

(1)

其中, r: 所有调度方案的最迟开工时间; rk: 调度方

案 k 的最迟开工时间; ri[k ]:调度方案 k 中排在第 i位

置的工作的最迟开工时间; d i[k ] 和 p i[k ]: 调度方案 k

中排在第 i位置的工作所指定的交货期和对应的加

工时间。

当加工时间确定时,该调度问题存在最优解,即

以交货期递增的顺序 (EDD ) 得到的调度方案是最

优的。

2. 2　模糊加工时间的模型描述

当加工时间模糊时, 用机会约束规划模型描述

如下:对于一个模糊加工时间的工作集合,每个工作

客户都赋予一个指定的交货期, 目标是在保证每个

工作都以大于等于指定的隶属度属于完工集合的约

束下,使得机器的开工时间最晚。其数学模型为

　

r = m ax{rk , k = 1, 2,⋯, n ! }

s. t. Λ[ i, k ] (d i[k ] - r i[k ]) ≥ Αi[k ] , i = 1, 2,⋯, n

　　rk = m in{r i[k ] , i = 1, 2,⋯, n}

(2)

其中, Αi[k ]:调度方案 k中排在第 i位置的工作所指定

的隶属度; Λi[k ] (x ) :调度方案 k 中排在第 i位置的工

作所给出的隶属函数; Λ[ i, k ] (x ) :调度方案 k中前 i个

工作相迭加的联合隶属函数; Λ- 1
[ i, k ] (Αi[k ]) : 调度方案

k中前 i个工作相迭加的联合隶属函数在隶属度Αi[k ]

下所对应的加工时间; Λ- 1
i[k ] (Αi[k ]) : 调度方案 k 中第 i

位置的工作给出的隶属函数隶属度 Αi[k ] 下所对应的

加工时间。

根据模糊加法[6 ] 和联合隶属函数是单调递增

的[3 ] ,对 (2) 式求解,得

ri[k ] ≤ d i[k ] - ∑
i

j= 1

Λ- 1
j [k ] (Αi[k ]) (3)

显然, (3) 式取等号时 ri[k ] 最大,对应的最小的 rk 最

大,因此最大的 r由上式取等号时求得。于是原模型

的数学表达式可化为

r = m ax{rk , k = 1, 2,⋯, n ! }

s. t. ri[k ] = d i[k ] - ∑
i

j = 1
Λ- 1

j [k ] (Αi[k ])

　　 　 　i = 1, 2,⋯, n

　　rk = m in{r i[k ] , i = 1, 2,⋯, n}

(4)

　　定义1　在调度方案k中,取得 rk = r i[k ]的方程

称为该调度方案的约束方程, 其对应的工作称为该

调度方案的约束工作。约束工作对应的最迟开工时

间就是该调度方案的最迟开工时间。

定义 2 (Χ和 Ρ调度方案)　两个调度方案除相

邻工作 i和 j 排列不同外,其余工作的排列顺序均相

同。在 Ρ调度方案中,工作 i和工作 j 分别排在N 和

N + 1位置上;在Χ调度方案中,工作 i和工作 j分别

排在N + 1和N 位置上。其中N = 1, 2,⋯, n - 1。

3　模型求解

　　求解模型, 可以寻找每个调度方案的约束方

程,然后对所有调度方案进行比较,求得最迟开工时

间。这样的计算量很大 (n × n! ) ,对于小规模的工作

集合,可用这种方法求得其最优解;对于大规模的工

作集合,则该方法一般是不可行的。

下面针对一些特殊情况, 给出优序定理和一个

一般情况下的优序必要条件, 以减少求解方程的个

数。

3. 1　相同交货期和相同隶属度

每个工作 i要求属于完工集合的隶属度 Α都相
同,并且每个工作所对应的指定交货期 d 也相同。在

这种情况下,对于任一调度方案 k ,都有 r1[k ] ≥ r2[k ]

≥⋯≥ rn [k ];对于每个调度方案,其约束方程都是最

后一个方程。无论怎样排列, n 个工作的联合隶属函

数都相同,并且交货期和隶属度也相同,则每个调度

方案的最小开工时间都是相同的。即
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r = d - ∑
n

i= 1
Λ- 1

i (Α) (5)

3. 2　不同交货期和相同隶属度

在这种情况下, 每个工作 i都有一个确定的交

货期 d i, 对每个工作都要求以相同的隶属度 Α属于
完工集合,寻找最优的调度方案,使得最迟开工时间

最大。

定理 1　对于不同交货期和相同隶属度的 n 个

工作,按交货期由小到大的顺序进行排列,得到的调

度方案是一个最优调度方案。

证明　假设工作 i和工作 j 的交货期关系为 d i

≤ d j。在Χ和Ρ调度方案中,除了工作 i和工作 j的排

列不同外,其余工作的排列顺序均相同,因此这些工

作所对应的最迟开工时间对应相等。比较工作 i和

工作 j 在Χ和 Ρ调度方案中所对应的最迟开工时间:

在 Χ调度方案中

r j [Χ] = d j - ∑
N - 1

k= 1
Λ- 1

k [Χ] (Α) - Λ- 1
j (Α) (6)

r i[Χ] = d i - ∑
N - 1

k= 1
Λ- 1

k [Χ] (Α) - Λ- 1
j (Α) - Λ- 1

i (Α)

(7)

由于 d i ≤ d j , Λ- 1
i (Α) 表示一段加工时间为非负数,

则有 r i[Χ]≤ r j [Χ]。所以在Χ调度方案中,工作 i可能是

约束工作,而工作 j 不可能是约束工作。

在 Ρ调度方案中

r i[Ρ] = d i - ∑
N - 1

k= 1
Λ- 1

k [Ρ] (Α) - Λ- 1
i (Α) (8)

r j [Ρ] = d j - ∑
N - 1

k= 1
Λ- 1

k [Ρ] (Α) - Λ- 1
i (Α) - Λ- 1

j (Α)

(9)

将以上二式与 ri[Χ] 比较, 显然有 ri[Χ] ≤m in{r i[Ρ] ,

r j [Ρ]}。由于其余工作所对应的最迟开工时间均相同,

所以从 Χ调度方案变换到 Ρ调度方案只能加大最迟
开工时间。重复这样的交换,最后得到一个以交货期

递增为顺序的最优调度方案。定理得证。

3. 3　不同隶属度和相同交货期

这种情况是指在工作集合中所有的工作所对应

的交货期都相同, 而每个工作所赋予属于完工集合

的隶属度 Αi 不相同,在每个工作都以大于等于各自

指定的隶属度属于完工集合的约束下, 寻找最迟开

工时间。

定理 2　 在不同隶属度和相同交货期的情况

下,按指定的隶属度递减的顺序排列,得到的调度方

案是最优调度方案。

证明略。

3. 4　不同隶属度和不同交货期

对于一般情况, 通常不易直接找到最优调度方

案,但对下面的特殊情况,可判断出该调度方案是最

优调度方案。

定理 3　在工作要求的交货期和隶属度不同的

情况下, 如果按交货期递增顺序所得到的调度方案

与按隶属度递减顺序所得到的调度方案相同, 则该

调度方案是一个最优调度方案。

证明　对于一个工作集合,按上述方法排列得

到一个Γ调度方案。该调度方案中任意两个工作 i和

j ,不妨设工作 i排在工作 j 之前,工作 i排在第N 位

置,工作 j 排在第M 位置 (N < M )。则有 d i≤ d j , Αi

≥ Αj。交换工作 i和 j 的位置,得到一个新的调度方

案,记为 Ν。由于这两个调度方案只是交换了工作 i

和 j 的位置,所以对于排在N 位置以前的工作和排

在M 位置以后的工作, 其最迟开工时间是相同的。

比较两个调度方案中从N 位置到M 位置之间工作

的最迟开工时间:

在 Ν调度方案中,考虑N 位置到M - 1位置上

的任一工作h ,由于d h≤d i, Αh≥Αi,并且它所对应的

联合隶属函数只是工作 i所对应的联合隶属函数的

一部分, 所以其最迟开工时间应大于工作 i的最迟

开工时间。因此在这些工作中,只有工作 i可能是约

束工作,而其他工作不可能是约束工作。工作 i所对

应的最迟开工时间为

rM [Ν] = d i - ∑
M - 1

k= 1
Λ- 1

k [Ν] (Αi) - Λ- 1
i (Αi) (10)

　　在Γ调度方案中,排在N 位置到M 位置上工作

的最迟开工时间都大于工作 i在 Ν调度方案的最迟
开工时间, 因此 Γ调度方案的最迟开工时间一定大
于等于 Ν调度方案的最迟开工时间。由于工作 i和 j

是 Γ调度方案中的任意两个工作, 所以此调度方案

是一个最优调度方案。定理得证。

如果按上述方法得到的调度方案不相同, 则一

般无法直接得到最优解, 但可通过下面的最优解必

要条件定理来减少可能的优序排列数目。

定理 4　对于两个相邻工作 i和 j ,如果存在 d i

≤ d j , Αi ≥ Αj ,则工作 j 应先于工作 i进行加工。

证明略。

一般情况下,对于小规模问题,结合上述定理并

运用隐枚举法, 可在较短的计算时间内求得问题的

最优解。对于大规模问题, 可运用遗传算法、禁忌搜

索等智能化算法或带有规则的启发式算法, 求解问
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题的近优解或可接受解。

4　计算举例

　　某车间欲加工4种革新产品a, b, c, d,根据以往

的加工经验估计其加工时间分别在闭区间 [ 6, 8 ],

[ 6, 7 ], [ 6, 9 ], [ 7, 8 ] 上模糊变化, 并且闭区间上的

隶属函数都是线形的。则工作 a, b, c, d 的隶属函数

分别为

Λa (x ) =

　0,　 x < 6

x - 6
2

, 6≤ x ≤ 8

　1,　 x > 8

Λb (x ) =

　0,　 x < 6

x - 6
1

, 6≤ x ≤ 7

　1,　 x > 7

Λc (x ) =

　0,　 x < 6

x - 6
3

, 6≤ x ≤ 9

　1,　 x > 9

Λd (x ) =

　0,　 x < 7

x - 7
1

, 7≤ x ≤ 8

　1,　 x > 8

　　1) 若已知工作 a, b, c, d 的交货期分别为 45,

42, 46, 40, 且要求所有工作属于完工集合的隶属度

都大于等于 0. 5。目标是寻求最优的调度方案,使得

最迟开工时间最大。

解　根据定理 1,得到最优调度方案的顺序为

d, b, a, c,最迟开工时间为 r = 17. 5。

2) 若要求工作 a, b, c, d 分别以 0. 5, 0. 6, 0. 7,

0. 8的隶属度属于完工集合, 并且所有工作的交货

期都是 40。目标是寻求最优的调度方案, 使得最迟

开工时间最大。

解　根据定理 2,得到最优调度方案的顺序为

d, c, b, a,最迟开工时间为 r = 11. 5。

3) 若要求工作 a, b, c, d 分别以 0. 5, 0. 6, 0. 7,

0. 8的隶属度属于完工集合, 并且它们的交货期分

别为 45, 42, 46, 40。目标是寻求最优的调度方案,使

得最迟开工时间最大。

解　若直接运用枚举法,要求解 4! = 24个排

列,但根据定理 4,可判断出最优的调度方案只能是

以下 3 种排列: d, b, c, a; d, b, a, c 和 d, c, b, a。分别

计算 3个排列的最迟开工时间,得到第 1和第 3排列

可以是最优的调度方案, 对应的最迟开工时间为 r

= 16. 5。

5　结　　语

　　本文研究单机模糊加工时间下关于最迟开工时

间的调度模型问题,给出了模型的数学表达式,对于

几种特殊情况给出求解最优解的定理,对于一般情

况给出一个最优解的必要条件定理,并对这些定理

进行了证明。最后通过一个实际例子,对定理的应用

做了解释。
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