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摘　要　在状态反馈H ∞控制器存在情况下,考虑基于线性矩阵不等式 (LM I)可行解的H ∞控制器族的

构造问题。状态反馈H ∞控制问题的可解性等价于一个LM I的可解性,基于该LM I的可行解可给出所

有可能的H ∞状态反馈控制器,并且对这一LM I可解条件的任意可行解,均可给出一个 H ∞控制器族。

这一控制器族中含有丰富的自由参数,可用于满足其他设计要求。
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A ll H ∞ Con trollers v ia State Feedback
Based on a Feasible Solution to LM I
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Abstract　W ith ex istence of H ∞ con tro llers via sta te feedback, the p rob lem to construct set of tho se

con tro llers is studied based on feasib le so lu tion to linear m atrix inequality (LM I). T he so lvab ility of

H ∞ con tro l via sta te feedback is equ ivalen t to that of an LM I, and all po ssib le H ∞ con tro llers via sta te

feedback then can be constructed based on feasib le so lu tions to the LM I. M o reover, there ex ists a set

of con tro llers fo r any feasib le so lu tion to the LM I. T he set of con tro llers has m uch freedom , w h ich can

be app lied to satisfy o thers design ob jections. A simp le examp le show s the p racticab ility of th is ap2
p roach.
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1　引　　言

　　考虑广义被控对象

2 p:

xα= A x + B 1w + B 2u

z = C 1x + D 11w + D 12u

y = C 2x + D 21w + D 22u

(1)

其中, x ∈Rnp , z ∈Rnz , y ∈Rny ,w ∈Rnw , u∈Rnu

分别表示广义对象的状态变量,控制输出信号,测量

信号, 外部输入信号和控制信号。广义被控对象 2p

和状态反馈 2 s: u = F x 构成闭环系统

2 cl:
xα= A clx + B clw

z = C clx + D clw
(2)

其中,A cl: = A + B 2F ,B cl: = B 1, C cl: = C 1 + D 12F ,

D cl: = D 11。称 2 s为H ∞ 控制器,如果对给定的标量

Χ> 0,A cl渐近稳定,且从w 到 z 的传递函数 T zw (s)

满足‖T zw (s)‖∞ < Χ。
基于R icat t i方程解H ∞ 控制问题的优点之一,

是当可解条件满足时, 由 R icat t i方程的稳定解 (唯

一) 可以构造出所有可能的 H ∞ 控制器[1, 2 ]。基于

LM I方法通常只能得到基于可行解的H ∞控制器的

参数化表示, 而难以由一个特解显式地构造出所有

的H ∞控制器[3- 5 ]。因此,基于可解条件的每一特解

获得参数化的控制器族, 对于满足其他设计要求来

说是有意义的。

文献 [ 3 ]的可解条件不便于构造控制器族; 文
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献[ 4, 5 ] 讨论输出反馈问题, 但未涉及状态反馈的

特点; 文献[ 6 ] 在D 12 列满秩情形下,给出了基于一

个LM I可行解的所有状态反馈H ∞控制器,但其可

解条件较为复杂,且这一假定并不总能满足。本文在

一般情况下,讨论基于任意一个可行解,所有可能的

状态反馈H ∞ 控制器的参数化问题。

2　准备知识

　　文中采用的记号说明如下: 约定各矩阵具有合

适的维数, I 表示合适维数的单位矩阵; Ρλ(A ) 表示A

的最大奇异值; A ′和 A + 分别表示 A 的转置和

M oo re - Pen ro se逆; Ker (A ) 和 Im (A ) 分别表示A

的核空间和值域空间; A ⊥ 为具有如下特征的矩阵:

Kel (A ⊥) = Im (A ) ,且A ⊥A ⊥ ′> 0。

给定矩阵B , C 和Q = Q′, 设 rank (B ) = nb,

rank (C ) = nc,进行满秩分解: B = B LB R , C = CL CR。

记

L gen (B , C ,Q ) : = {G: ϖ (Z ,L , R ) , 使得

G = B +
R K C +

L + Z - B +
R B R ZCL C +

L

K : = - R - 1B ′L 5C′R (CR 5C′R ) - 1 +

　 　 R - 1S 1ö2L (CR 5C′R ) 1ö2

S : = R - B ′L [5 - 5C′R (CR 5C′R ) - 1CR 5 ]B L

5 : = (B L R - 1B ′L - Q ) - 1 > 0

　 　 R > 0,‖L ‖ < 1} (3)

　　引理 1[4 ]　设B , C 和Q = Q′已知,记L (G ) :

= {G ∈Rnu×np : B GC + (B GC )′+ Q < 0},则如下

陈述等价:

1) L (G ) ≠ Á ;

2) B ⊥QB ⊥′< 0, 且C′⊥Q C′⊥′< 0。

若条件 2) 满足,则有L (G ) ≡L gen (B , C ,Q )。

定理 1　下列陈述等价:

1) 2 s 为H ∞控制器;

2) Ρλ(D 11) < Χ,且存在 Y = Y′> 0,使得

B 2

D 12

⊥ B 2

D 12

⊥′
×

A Y + YA ′+ B 1B ′1 YC′1 + B 1D′11

C 1Y + D 11B ′1 D 11D′11 - Χ2 I
< 0

(4)

在H ∞控制器存在情形下,所有H ∞控制器为

L (F ) = {F ∈Rnu×np : ϖ Z ∈Rnu×np

L ∈Rnb×nc, R ∈Rnb×nb,使得

F = (B +
R K + Z - B +

R B R Z )X - 1

　 　R > 0,‖L ‖ < 1

K = - R - 1B ′L
I

<′12<- 1
11

+ R - 1S 1ö2L <- 1ö2
11

S : = R - B ′L 5B L

5 : = (B L R - 1B ′L - Q ) - 1 > 0} (5)

其中

Y = ΧX ,　5 : =
<11 <12

<′12 <22

5ϖ: =
0 0

0 <22 - <′12<- 1
11 <12

　　证明　由有界实引理[1 ] , H ∞控制问题可解当

且仅当

B GC + (B GC )′+ Q < 0 (6)

其中

B Q

G C
: =

B 2 A X + X A ′+ Χ- 1B 1B ′1 X C′1 + Χ- 1B 1D′11

D 12 C 1X + Χ- 1D 11B ′1 Χ- 1D 11D′11 - ΧI

FX I 0

则C′⊥Q C′⊥′< 0Ζ Χ- 1D 11D′11 - ΧI < 0Ζ Ρλ(D 11) <

Χ,而B ⊥QB ⊥′< 0即为 (4) 式,故由引理 1知 1) 和

2) 的等价性。最后,可由 (3) 式推出 (5) 式。

3　所有状态反馈H ∞控制器构造

　　根据B = [B ′2　D′12 ]′的列是否满秩分别进行

讨论。

引理2　若B 列满秩,则 (5) 式中5 > 0,当且仅

当R > 0满足

R < B ′B [B ′QB - B ′QB ⊥′×

(B ⊥QB ⊥′) - 1B ⊥QB ]- 1B ′B (7)

　　 证明 　 取 B L = B , B R = I , 则 B + =

(B ′B ) - 1B ′, B + B = I。由 (5) 式, 5 > 0 Ζ 5 - 1 =

B R - 1B ′- Q > 0 ]

　　
B +

B ⊥
(B R - 1B ′- Q ) [B + ′　B ⊥ ′] > 0　 (8)

　 　由 S c h u r补引理 , ( 8 ) Ζ R - 1 > B + Q B + ′

- B + QB ⊥′(B ⊥QB ⊥′) - 1B ⊥QB + ′Ζ (7)。

定理2　当B 列满秩时,若2 s存在,则所有可能

的状态反馈H ∞ 控制器可表为

F = R - 1 (S 1ö2L <- 1ö2
11 - B ′2 - D′12<′12<- 1

11 )X - 1

(9)

其中, S = R - D′12 (<22 - <′12<- 1
11 <12)D 12,‖L ‖< 1,

R > 0满足 (7) 式。

由定理 1及引理 2可证,略。
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若B 列不满秩,令 rank (D 12) = nd < nu ,则存在

T 使得[7 ]

B 2

D 12

T - 1 =
B 21 B 22 0

D 0 0 0
(10)

其中,D 0∈Rnz×nd 列满秩,B 22∈Rnp×k列满秩,且 k

= rank (B ) - rank (D 12) = nb - nd。不失一般性,可

设

B =
B 21 B 22 0

D 0 0 0

B L =
B 21 B 22

D 0 0
,　B R =

I 0 0

0 I 0

　　引理 3　若 2 s存在,则有B ⊥L QB ⊥L ′< 0。

　　 证明 　 因为 2 s 存在, 则 B L (B RG )C +

(B L (B RG )C )′+ Q < 0可解。由引理 1,有B ⊥L QB ⊥L ′

< 0。

引理4　若B 列不满秩,则 (5) 式中5 > 0,当且

仅当R > 0满足

R < B ′LB L [B ′LQB L - B ′LQB ⊥L ′×

(B ⊥L QB ⊥L ′) - 1B ⊥L QB L ]- 1B ′LB L (11)

　　与引理 2证明类似,并注意引理 3易证,略。

　　定理3　当B 列不满秩时,若2 s存在,则所有可

能的状态反馈H ∞控制器可表为

F =
K

Z 2

X - 1 (12)

其中

K = - R - 1B ′L
I

<′12<- 1
11

+ R - 1S 1ö2L <- 1ö2
11

S = R - B ′L 5ϖB L ,　‖L ‖ < 1

Z 2 ∈R(nu- nb
)×np 任意, R > 0满足 (11) 式。

证明与定理 2证明类似,略。

例 1　设广义对象为

A =
0 1

1 0
,　B 1 =

1

0
,　B 2 =

0

1

C 1 = [ 1　0 ], D 11 = 0, D 12 = 1, Χ= 1

X =
1. 250 5 - 0. 750 2

- 0. 750 2 0. 625 3

为LM I(4) 的一可行解。由定理 2,其对应的H ∞ 控

制器族为

F =
1

R + 1
L <- 1ö2

11 - 0　 1
R

-
1
R

<′12<- 1
11 ×

2. 859 3 3. 431 8

3. 431 8 5. 718 2

其中

　　
<11 <12

<′12 <′22

- 1

= R - 1

0 0 1

0 1 1

0 1 1

-

　　

- 0. 500 3 1. 875 8 1. 250 5

1. 875 8 - 1. 500 3 - 0. 750 2

1. 250 5 - 0. 750 5 - 1. 000 0

　　0 < R < 0. 058 3,　S =
R 2

R + 1

4　结　　语

　　LM I方法对广义对象的限制很少,且有可靠的

凸优化算法求解,因此近年来被广泛用于求解各种

控制问题。基于LM I的一个可行解难于构造出所有

可能的控制器,不利于期望利用H ∞控制族中的自

由参数来满足其他设计要求。构造基于LM I任意一

个可行解的所有可能的H ∞控制器的参数化表示,

是获得H ∞控制器族的一条重要途径。本文从一个

较简单的状态反馈H ∞控制可解条件出发,基于任

意可行解构造了一个控制器族。该控制器族中含有

丰富的自由参数,可用来满足其他设计性能指标。
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