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摘　要　用于训练神经网络的样本点集不可避免地会受到噪声污染。利用神经网络的概率描述,通过研

究K—L 信息距离和神经网络泛化能力的关系,构造一个新的神经网络学习误差函数。泛化能力分析和

仿真结果表明了该学习误差函数的合理性。
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Abstract　T he tra in ing data is inevitab ly con tam inated w ith no ise. A t first the neural netw o rk is rep re2
sen ted w ith a p robab ility rela t ion. T hen the K_ L info rm ation distance is adop ted to be a learn ing erro r

function, w h ich keep s the consistence w ith the generalizat ion. F inally the effectiveness of the new

learn ing functions is p roved th rough generalizat ion analysis and the sim ulation examp le.
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1　引　　言

　　进入 80年代中期,神经网络的研究和应用开始

活跃起来,其中研究的重点在于神经网络的非线性

逼近能力和学习能力[1, 2 ]。神经网络的学习就是根据

样本点集得到一个学习误差函数,然后优化这个函

数的过程。学习误差函数一般取为神经网络在样本

点集上的偏差 Em (w )。但由于各种原因, 样本点集

中不可避免地会受到噪声的污染,在优化 Em (w ) 的

同时,神经网络的学习也会受到噪声的干扰,由此产

生过度学习等现象, 严重影响了神经网络的泛化能

力[3, 4 ]。

针对噪声的干扰, 本文利用神经网络的概率描

述,通过研究 K—L 信息距离和神经网络泛化能力

的关系, 构造一个新的神经网络学习误差函数。最

后 ,用一个简单的仿真实例来说明改进的学习误差
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函数的有效性。

2　神经网络的概率描述和
K—L 信息距离

　　用来训练神经网络的学习样本点集合为D =

{ (x i, y i) , i = 1, 2,⋯,m }。由于系统的输出受到满足

正态分布N (0, Ρ2
1) 的可加性噪声 n1 的污染,因此每

个样本点的输出为y i = g (x i) + n i,其中n i为噪声的

一个简单子样。因为不能把噪声 n i 从输出 y i中分离

出去,为此在神经网络 f (x ,w ) 的输出上,也加上一

个满足正态分布N (0, Ρ2) 的噪声 n。然后优化网络

权值w 和噪声方差Ρ2,通过 f (x ,w ) + n来逼近实际

输出 y = g (x ) + n1,使得神经网络 f (x ,w ) 能够逼

近真实函数 g (x ) (如图 1)。

当神经网络 f (x ,w ) 输出上的噪声 n 的方差为

Ρ2 时, 将其概率记为 pw , Ρ (x , y ) , 表示此时随机变量

(x , y ) 在输入输出空间 X × Y 中的密度函数[5 ]。其

表达式为
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图 1　用加噪声的神经网络逼近受噪声污染的真实系统

　　P w , Ρ (x , y ) ≡ p (x ) p (y ûx ,w , Ρ) =

　　p (x )
1

2ΠΡ
exp

1
2Ρ2 (y - f (w , x ) ) 2

(1)

式中 p (x ) 为输入变量 x 在输入空间上的概率密度

函数。

记 pw 1, Ρ1
(x , y ) 为真实系统 y = g (x ) + n1的概

率描述,其中 n1 的方差 Ρ1 未知,神经网络的概率为

pw , Ρ (x , y )。则它和 pw 1, Ρ1
(x , y ) 的 K—L 信息距离定

义为[6 ]

I (p w 1, Ρ1
(x , y ) , p w , Ρ (x , y ) ) =

∫pw 1, Ρ1
(x , y ) ln

pw 1, Ρ1
(x , y )

pw , Ρ (x , y ) dy dx ≡

J (w , Ρ) - H w 1 (2)

其中

J (w , Ρ) =∫pw 1, Ρ1
(x , y ) 1

2Ρ2 (y -

f w (x ) ) 2dy dx + lnΡ
而H w 1 = J (w 1, Ρ1) 与权值w 和 Ρ无关。可以证明,

K—L 信息距离恒为正值, 当且仅当这两个神经网

络的权值相同,即w = w 1; 同时输出上的噪声也相

同,即 Ρ = Ρ1 时, K—L 信息距离为零。此时,神经网

络 f (x ,w ) 便可精确实现真实系统 g (x )。

K—L 距离给出了两个概率描述之间符合程度

的一个度量,可用作神经网络学习的误差函数,因此

神经网络的学习过程转化为如下的最优化问题

m in
w , Ρ

{I (pw 1, Ρ1
(x , y ) , p w , Ρ (x , y ) ) ,w ∈W , Ρ≥ 0}

(3)

　　由于H w 1 与权值w 和 Ρ无关,所以神经网络的

学习过程又可化为

m in
w , Ρ

{J (w , Ρ) ,w ∈W , Ρ≥ 0} (4)

即函数 J (w , Ρ) 为神经网络的学习误差函数。

3　学习误差函数的实现

　　神经网络的优劣, 具体体现在它的泛化误差

E g (w ) 上,泛化误差越小,泛化能力越强,即

E g (w ) =∫pw 1, Ρ1
(x , y ) (y - f w (x ) ) 2dy dx (5)

式中 y 为系统的观测输出 (含噪声)。而学习误差函

数 J (w , Ρ) 可化为

J (w , Ρ) =

∫pw 1, Ρ1
(x , y ) 1

2Ρ2 (y - f w (x ) ) 2dy dx + lnΡ =

E g (w ) ö2Ρ2 + lnΡ (6)

由优化理论知,当达到最优值时, Ρ≡ E g (w ) ,则

m in
w , Ρ

J (w , Ρ) =
1
2

m in
w

lnE g (w ) +
1
2

(7)

　　上式说明函数J (w , Ρ) 与泛化误差E g (w ) 之间

存在一致性。因此, 以 J (w , Ρ) 为学习误差函数时,

不会出现过度学习的情况。但在学习误差函数J (w ,

Ρ) 的表达式 (7) 中, E g (w ) 和噪声 n 的方差 Ρ2 是未

知的,必须利用样本点集合D ,分别构造两个函数作

为 E g (w ) 和 Ρ2 的逼近。

首先,利用样本点上的偏差

Em (w ) =
1

m∑x∈D

(y i - f w (x i) ) 2

代替式中的E g (w )。因为是用 f (x ,w ) + n来逼近样

本点集D ,因此

n i = y i - f (w , x i) ,　 (x i, y i) ∈D

是分布满足N (0, Ρ2) 的噪声 n 的简单子样,于是有

E 2 (w ) =
1

m∑
m

i= 1 { [y i - f w (x i) ] -

1
m∑

m

j= 1
[y j - f w (x j ) ]}

2

≈ Ρ2 (8)

将 Em (w ) , E 2 (w ) 分别代入 (6) 式,则学习误差函数

J (w , Ρ) 化为

J (w ) =
Em (w )
2E 2 (w ) +

1
2

lnE 2 (w ) (9)

　　 此时, 神经网络的学习过程便转化为以 J (w )

目标函数的无约束极小化问题, 而对 J (w ) 的优化

有许多成熟的方法。学习完成后,根据式 (7) ,神经网

络的泛化误差 E g (w ) 为

E g (w ) = exp (2m in{J (w , Ρ) - 1})≈

exp (2J (w ) - 1) (10)

4　仿真结果

　　 我们设计了一个简单例子, 用于说明BP 算法

的缺点和改进后的学习效果。其中的真实系统为

1—10—1结构的神经网络,它的权值和神经元的偏

差向量分别是随机产生的, 输出上的可加性噪声的
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方差为 0. 2。学习用的神经网络为 1—20—1结构,学

习样本点为区间[ - 5, 5 ] 上的 100个点。由于神经

网络结构的确定一直缺乏理论指导, 在实际应用中

往往采用实验法来选取网络结构。

神经网络的学习采用BP算法。当学习误差函数

为Em (w ) 时,学习结果如图2所示。图中实线为真实

系统, 虚线为学习后的神经网络输入输出关系。显

然,神经网络在过于拟合样本点中的噪声使得整体

逼近效果并不理想,即泛化能力不好。

图 2　学习误差函数为 Em (w ) 时过度学习的结果

利用学习误差函数式 (9) ,得到的仿真结果如图

3所示。利用式 (10) 得到神经网络的泛化误差估计

为 0. 212, 非常接近真实系统的噪声的方差 0. 2, 这

说明逼近效果很好。

图 3　利用学习误差函数 (9) 得到的学习结果

5　结　　论

　　本文从可加性随机干扰的观点出发,研究了神

经网络学习误差函数的选取问题。通过在神经网络

的输出上也加上一个正态分布的噪声,以二者的和

来逼近包含噪声的学习样本点。这样,神经网络的输

出便可当作以权值为参数的概率分布来处理,这属

于传统概率统计范畴。文中证明了 K—L 信息距离

与泛化能力的一致性,说明用它作为神经网络的学

习误差函数是合理的。

在本文的讨论中,都是假定神经网络的结构已

经确定,且该网络结构可以实现真实系统,然后对网

络结构进行权值学习。这一不足有待于今后进一步

研究和改进。
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