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多参数线性时滞系统的稳定性准则3

曹登庆
(西南交通大学应用力学与工程系　成都　610031)
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摘　要　针对带有多参数扰动的线性时滞系统,利用二次型加积分项的L yapunov泛函,导出了系统鲁

棒稳定的时滞无关准则。由于准则给出的扰动界关于参数空间的原点可以是非对称的,充分利用了不确

定性的结构特点,因此在很大程度上扩大了稳定参数域。
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Abstract　A stab ility robustness criterion is derived fo r linear t im e- delay system s w ith m ult ip le uncer2
ta in param eters using a quadratic L yapunov functionalw ith a in tegral term. T he robust stab ility bounds

ob tained are no t necessarily symm etric w ith respect to the o rigin in the param eter space, and can sign if2
ican tly en large the stab ility region fo r the uncerta in param eters.
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1　引　　言

　　不确定时滞系统的稳定性准则大致可分为两

类: 1) 时滞独立准则,不包含时滞的任何信息[1- 3 ];

2) 与滞后量的大小有关的时滞依赖准则[4- 6 ]。时滞

依赖准则由于计及了时滞信息量, 往往具有较低的

保守性,尤其是滞后量相对较小的情况。当滞后量较

大时,时滞依赖准则不适用,而时滞独立准则却可以

给出较好的代数判据。

关于不确定线性时滞系统的稳定性, 除少数采

用 频域方法、微分不等式方法外, 大都采用

L yapunov方法进行研究。不确定性可划分为非结构

扰动和结构扰动两类。对于结构扰动,由于所得扰动

界依赖于参数矢量的模或各参数的绝对值[2, 3 ] ,因此

关于参数空间的原点是对称的。事实上,实际系统的

不确定参数关于原点是非对称的, 因而这样的处理

有较大的局限性。
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　　本文应用二次型加积分项的L yapunov 泛函,

导出了多参数线性时滞系统鲁棒稳定性的时滞独立

准则。所得扰动界关于参数空间的原点可以是非对

称的,使之更切合于工程实际问题。

2　系统描述与数学引理

　　研究由微分差分方程描述的不确定线性时滞

系统

xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) +

　　　 (D + ∃D ( t) ) x ( t - Σ)

x 0 (Η) = <(Η) ,　 - h ≤ Η≤ 0

(1)

式中, x ∈ R n 是系统在时刻 t的状态矢量; A ,D ∈
R n×n是常数矩阵; ∃A ( t) , ∃D ( t) ∈R n×n是时变的不
确定矩阵; <(Η) ∈R n是给定的连续矢量初值函数; Σ
> 0是系统的滞后时间。设系统 (1) 中的不确定项具

有如下结构

∃A ( t) = ∑
m

i= 1
r i ( t)A i

∃D ( t) = ∑
m

i= 1

r i ( t)D i

(2)
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这里,A i,D i ∈ R n×n ( i = 1, 2,⋯,m ) 均为给定的常

数矩阵, ri ( t) ( i = 1, 2,⋯,m ) 是不确定的时变参数;

以 Κi (G ) ( i = 1, 2,⋯, n ) 表示 n × n 矩阵G 的特征

值, 以 ΚM (G ) , Κm (G ) 分别表示对称矩阵的最大特征

值和最小特征值。

引理 1[7 ]　设 Α1≤ Α2≤⋯≤ Αn , Β1≤ Β2≤⋯

≤ Βn 和 Χ1≤ Χ2≤⋯≤ Χn分别是对称矩阵X , Y 和

Z = X + Y 的特征值,则

Αi + Β1 ≤ Χi ≤ Αi + Βn ,　i = 1, 2,⋯, n (3)

　　引理 2　设X i∈R n×n ( i = 1, 2,⋯,m ) 是对称

矩阵,且

Z ( t) = ∑
m

i= 1
ri ( t)X i,　Π t∈ [ t0, + ∞)

则

ΚM (Z ( t) ) ≤∑
m

i= 1

r i ( t) Λi

Π t∈ [ t0, + ∞) (4)

式中

Λi =
ΚM (X i) ,　r i ( t) ≥ 0

Κm (X i) ,　r i ( t) ≤ 0

i = 1, 2,⋯,m (5)

　　证明　根据引理 1,对任意 t∈ [ 0, + ∞) ,有

　Κj (Z ( t) ) ≤ Κj (r1 ( t)X 1) + ΚM ∑
m

i= 2
r i ( t)X i ≤

ΚM (r1 ( t)X 1) + ΚM ∑
m

i= 1

r i ( t)X i ≤

∑
m

i= 1

ΚM (ri ( t)X i) (6)

式中 Κj (r i ( t)X i) 是矩阵 ri ( t)X i的第 j 个特征值。注

意到 Π t∈ [ t0, + ∞) ,有

Κj (r i ( t)X i) = ri ( t) Κj (X i) ≤

r i ( t) ΚM (X i) ,　r i ( t) ≥ 0

r i ( t) Κm (X i) ,　r i ( t) ≤ 0

可知

ΚM (r i ( t)X i) ≤ ri ( t) Λi,　Π t∈ [ t0, + ∞)

代入 (6) 式则不等式 (4) 成立。(证毕)

3　主要结果

　　假定系统 (1) 中矩阵A 是H u rw itz稳定的,即

对任意正定矩阵Q ,L yapunov矩阵方程

A T P + PA = - 2Q (7)

存在唯一的正定矩阵解 P。定义矩阵

G =
Q - PD

- D T P Q

P i =
A T

i P + PA i PD i

D T
i P 0

i = 1, 2,⋯,m (8)

　　定理 1　设矩阵A 是H u rw itz稳定的,则不确

定线性时滞系统 (1) 是渐近稳定的,如果

∑
m

i= 1
r i ( t) Λi < Κm (G ) ,　Π t≥ 0 (9)

式中

Λi =
ΚM (P i) ,　r i ( t) ≥ 0

Κm (P i) ,　r i ( t) ≤ 0

i = 1, 2,⋯,m (10)

矩阵G 和 P i ( i = 1, 2,⋯,m ) 由 (8) 式定义。

证明　取正定泛函

V (x t) = x T ( t) P x ( t) +∫
t

t- Σ
x T (s)Q x (s) ds

(11)

式中, P ,Q 是矩阵方程 (7) 所确定的正定矩阵。沿系

统 (1) 的解微分V (x t) 得

V
õ

(x t) =

xαT ( t) P x ( t) + x T ( t) P xα( t) +

x T ( t)Q x ( t) - x T ( t - Σ)Q x ( t - Σ) =

x T ( t) (A T P + PA + Q ) x ( t) +

2x T ( t) PD x ( t - Σ) + 2x T ( t) ×

P ∃A ( t) x ( t) + 2x T ( t) P ∃D ( t) x ( t -

Σ) - x T ( t - Σ)Q x ( t - Σ)

注意到L yapunov矩阵方程 (7) 及参数式 (2) ,有

V
õ

(x t) =

- [x T ( t) x T ( t - Σ) ]

Q - PD

- D T P Q

x ( t)

x ( t - Σ)
+

[x T ( t)　x T ( t - Σ) ]∑
m

i= 1

r i ( t) ×

A T
i P + PA i PD i

D T
i P 0

x ( t)

x ( t - Σ)
=

- [x T ( t) x T ( t - Σ) ] G - ∑
m

i= 1
r i ( t) P i ×

x ( t)

x ( t - Σ)
(12)

由于 P i ( i = 1, 2,⋯,m ) 是对称矩阵,所以根据引理

2和条件 (9) 得

ΚM ∑
m

i= 1
ri ( t) P i ≤∑

m

i= 1
r i ( t) Λi < Κm (G )

即对任意 t≥ 0,矩阵G - ∑
m

i= 1

ri ( t) P i 正定, 从而由
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(12) 式知 V
õ

(x t) 负定,V (x t) 是系统 (1) 的一个

L yapunov泛函,故定理的结论成立。(证毕)

定理 1给出的稳定条件依赖于L yap unov 矩阵

方程 (7) 中正定矩阵Q 的选取。在实际应用中,一般

取Q = I (单位矩阵) ,可以给出较高的扰动界。

4　数值算例

　　考虑不确定线性时滞系统

xα( t) =
- 3 + r1 0

r1 - 2 + r1

x ( t) +

　　 　
0 r2

r2 r2

x ( t - Σ)

x ( t) = [ 1　1 ]T ,　t∈ [ - Σ, 0)

(13)

式中, r1 = r1 ( t) 和 r2 = r2 ( t) 是不确定参数,常时滞

Σ> 0。与系统 (1) 比较,有

A =
- 3 0

0 - 2
,　A 1 =

1 0

1 1

D 2 =
0 1

1 1
,　D = D 1 = A 2 = 0

取Q = I ,由矩阵方程 (7) 得到正定矩阵解 P ,容易

求得Κm (G ) = 1. 0, ΚM (P 1) = 1. 360 38, Κm (P 1) = 0,

ΚM (P 2) = 0. 749 44, Κm (P 2) = - 0. 749 44。由定理 1

得系统 (13) 渐近稳定的条件为

1. 360 38r1 ( t) + 0. 749 44r2 ( t) < 1

　　r1 ( t) > 0, r2 ( t) > 0

1. 360 38r1 ( t) - 0. 749 44r2 ( t) < 1

　　r1 ( t) > 0, r2 ( t) < 0

0. 749 44r2 ( t) < 1,　r1 ( t) < 0, r2 ( t) > 0

- 0. 749 44r2 ( t) < 1,　r1 ( t) < 0, r2 ( t) < 0

(14)

而文献[ 3 ]中定理 1给出的稳定条件仅为 û r1 ( t) û <

0. 703 8, û r2 ( t) û < 0. 703 8。

　　由条件 (14) 确定的稳定参数域示于图 1 中粗

线所围区域,而文献[ 3 ] 的结果则由阴影部分表示。

显见, 条件 (14) 所确定的区域是开的无界区域, 与

文献 [ 3 ] 给出的扰动界相比, 明显地扩大了稳定参

数域,尽管它们是互不包含的。

算例表明, 由于导出的鲁棒稳定性准则充分利

用了不确定性的结构特点, 其扰动界关于参数空间

的原点可以是非对称的,它不仅具有较低的保守性,

图 1　系统的稳定参数域

易于检验,且在很大程度上扩大了稳定参数域,克服

了已有工作的局限性。
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