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摘　要　运用随机最优控制理论,研究了风险敏感性随机最优控制问题。给出了值函数和风险规避系数

的定义,并通过对值函数进行非线性变换,证明了变换后的值函数满足带有风险规避系数的动态规划偏

微分方程。
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Abstract　T he op tim al con tro l p rob lem fo r the risk sensit ive is studied by using the theo ry of stochastic

op tim al con tro l: T he defin it ions of value function and the coefficien t of risk aversion are given, and the

non linear transfo rm ation of value function is conducted. T he transfo rm ed value function is p roved to

satisfy dynam ic p rogramm ing part ia l differen tia l equation w ith the coefficien t of risk aversion.
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1　引　　言

　　在预期风险投资收益及其波动的方差相同的基

础上,风险规避程度不同的投资者会做出不同的投

资决策。风险敏感性是指随着风险规避程度变化而

使投资策略改变的程度。目前主要从两方面研究风

险敏感性: 一是影响投资者风险敏感性因素[1, 2 ]; 二

是在不同风险敏感性下的风险最优控制[3- 5 ]。关于

风险敏感性最优控制,大都只研究风险规避、风险中

性和风险偏好不同情况的投资决策问题,尚未见有

关风险规避程度连续变化时确定最优投资策略问题

的报导。事实上,投资者的风险敏感性是变化的[2 ] ,

风险敏感性程度不同的投资者,其投资方向也明显

不同。因此,研究风险敏感程度不同投资者的投资行

为具有重要的现实意义。

本文研究风险规避程度连续变化时的随机最优

控制问题,给出了值函数、效用函数和风险规避系数

的定义,并对值函数进行非线性变换,这种变换恰好
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是效用函数的逆函数。最后证明了变换后的值函数

满足带有风险规避系数的动态规划偏微分方程。

2　准备知识

　　考虑随机最优控制问题。受控对象用随机微分

方程描述为

dx ( t) = Λ[x ( t) , u ( t) ]d t +

　 　　　Ρ[x ( t) , u ( t) ]dw t

x (0) = x 0

(1)

目标泛函为

J (u ) = EF [h (x (T ) ) ] (2)

其中, x ( t) 是K 维状态变量, u ( t) 是K 维控制变量,

w t ( t ≥ 0) 是概率空间 (8 ,B , P ) 上的 K 维维纳过

程,B t = Ρ(w s) (s≤ t) 是由维纳过程w t产生的 Ρ域
族,每个 Ρ域B t都是完备化的。

设U 是 k维欧氏空间R k中的一个子集, S (k ) 表

示 K × K 矩阵的全体集合, Ρ(õ, õ) : R k × U →

S (k ) , Λ(õ, õ) : R k ×U →R k , h (õ) : R k →R 1 为连续

可微函数, F (õ) : R 1 → R 1 为效用函数, E 表示期望,

x ( t) 是随机微分方程 (1) 的解, x (T ) 是状态在终端
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T 时刻的值。随机最优控制问题是寻求 u3 (õ) ∈U ,

使得

J [u3 (õ) ] = sup
u∈U

J [u (õ) ]

u3 (õ) 称为控制问题 (1) 和 (2) 的最优控制,相应于

u3 (õ) 的随机微分方程 (1) 的解 x 3 ( t) 称为最优轨

道。

定义 1　设 F (x ) : [ 0, + ∞ ] →R 是二阶连续

可微函数,且 F′(x ) > 0,则称 F (x ) 为效用函数。

定义 2　若 F (x ) 为效用函数,则称

H (x , t) = sup
u∈U

J (u ) = sup
u∈U

EF [h (x t) ] (3)

为由随机微分方程 (1) 和目标泛函 (2) 构成的随机

最优控制问题的值函数。

由随机微分方程 (1) 和目标泛函 (2) 构成的随

机最优控制问题值函数存在的条件为:

A 1: 对一切 x , y ∈R k , u ∈U ,函数 Λi (x , u ) 和

Ρij (x , u ) ( i, j = 1, 2,⋯, k ) 关于变量 x 满足条件

ûΛi (x , u ) - Λi (y , u ) û ≤ K ûx - y û

ûΡij (x , u ) - Ρij (y , u ) û ≤L ûx - y û
(4)

其中, Λ = (Λ1, Λ2,⋯, Λk ) Σ, Ρ = (Ρij ) k×k , K ,L 为正

数。

A 2: 对任意 Η= (Η1, Η2,⋯, Ηk ) Σ, x = (x 1, x 2,

⋯, x k ) Σ∈R k , u ∈U ,存在正常数 Α,使得不等式

∑
k

i, j= 1
Ρij (x , u ) ΗiΗj ≥ ΑûΗû 2 (5)

成立。

定理 1[6 ]　假设由随机微分方程 (1) 和目标泛

函 (2) 构成的随机最优控制问题满足条件A 1 和

A 2,则该随机控制问题存在唯一值函数H (x , t) ,且

值函数满足动态规划偏微分方程

H t = sup
u∈U
〈Λ, ý H 〉+ 1

2
tr (M D 2

xH )

H (x , T ) = F [h (x ) ]

(6)

其中,M = ΡΡΣ是正定矩阵,D 2
xH 是H essian阵, ý 为

梯度算符, ý H = (H x 1 , H x 2 ,⋯, H x k
) Σ,〈õ, õ〉表示

点乘, t r (õ) 为迹算符,下标 t, x i ( i = 1, 2,⋯, k ) 表示

对相应变量的偏导数。

3　主要结果

　　因为在相同的预期和环境下,风险规避程度不

同的投资者, 其投资策略是不同的。为此, 将经济学

家提出的风险规避系数概念引入证券投资决策问

题,研究风险敏感性随机最优控制问题,并得到两个

重要结论。

定义 3　 若 F (x ) ∈ C 2 (0,∞) 为效用函数,

F″(x ) < 0,则称

r (x ) = ûF″(x ) ûöF′(x ) (7)

为风险规避系数[7 ]。

风险规避系数 r (x ) 直接反映了投资者的风险

规避程度, 即投资者越厌恶风险, 则 r (x ) 越大, 反

之, r (x ) 越小。

以下给出风险规避程度不同的投资者的值函数

所满足的动态规划偏微分方程。

定理 2　假设由随机微分方程 (1) 和目标泛函

(2) 构成的随机最优控制问题满足条件A 1 和A 2,

对其值函数H (x , t) 做变换V = F - 1 (H ) ,则变换后

的值函数V 满足如下动态规划偏微分方程

V t = m ax
u∈U
〈Λ, ý V 〉+ 1

2
tr (M D 2

xV ) -

　　 1
2

r (V ) t r [M (ý V ) (ý V ) Σ]

V (x , T ) = h (x )

(8)

　　证明　由定理 1知,值函数H (x , t) 满足方程

(6) ,不难证明V (x , T ) = h (x ) ,而V = F - 1 (H ) ,所

以

H = F (V ) ,　H t = F′(V )V t

H x ix j
= F″(V )V x i

V x j
+ F′(V )V x ix j

H x i
= F′(V )V x i

,　i, j = 1, 2,⋯, k

ý H = (H x 1 , H x 2 ,⋯, H x k
) Σ =

(F′(V )V x 1 , F′(V )V x 2 ,⋯, F′(V )V x k
) Σ =

F′(V ) ∃V

D 2
xH =

H x 1x 1 H x 1x 2 ⋯ H x 1x k

H x 2x 1 H x 2x 2 ⋯ H x 2x k

� � �
H x kx 1 H x kx 2 ⋯ H x kx k

=

F″(V ) (ý V ) (ý V ) Σ + F′(V )D 2
x (V )

　　分别将H t, ý H 和D 2
xH 代入方程 (6) ,得

F′(V )V t =

m ax
u∈U {〈Λ, ý V F′(V )〉+

1
2

tr [F′(V )M D 2
xV +

M F″(V ) (ý V ) (ý V ) Σ]} =

m ax
u∈U {〈Λ, ý V 〉F′(V ) +

1
2

F′(V ) t r (M D 2
xV ) +
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1
2

F″(V ) t r[M (ý V ) (ý V ) Σ]}
两端除以 F′(V ) ,再由风险规避系数 r (V ) 的定义即

得方程 (8)。(证毕)

定理 2表明, 风险规避程度不同的投资者投资

策略不同, 因为动态规划偏微分方程 (8) 的解依赖

于风险规避系数 r (V ) ,所以值函数V 和最优投资策

略 u 都受风险规避系数 r (V ) 的影响。通过求解动态

规划偏微分方程 (8) 的Cauchy 问题,可得到由方程

(1) 和 (2) 构成的随机最优控制问题的值函数V ,进

而得到基于值函数V 的投资策略 u。由风险规避系

数的定义知, r (V ) 与效用函数 F 有关, 风险规避程

度越大,效用函数曲线越弯曲。

下面针对具体的效用函数F ( x ) = - e x põ
(- Ε- 1x ) ,给出风险规避系数趋于无穷大时的一个

结论。

定理 3　假设效用函数为F ( x ) = - e x põ
(- Ε- 1x ) ,且由随机微分方程 (1) 和目标泛函 (2) 构

成的随机最优控制问题满足条件A 1和A 2,做变换

V = F - 1 (H ) ,在当 Ε→ 0时, r (V )M 一致收敛于函

数矩阵P ,D 2
xV 一致有界的条件下,值函数V 的极限

记为V 0。则值函数V 0满足如下一阶动态规划偏微分

方程

V 0
t = m ax

u∈U {〈Λ, ý V 0〉-

　　 1
2

tr [P (ý V 0) (ý V 0) Σ]}
V 0 (x , T ) = h (x )

(9)

　　证明略

　　 通过求解一阶动态规划偏微分方程 (9) 的

Cauchy 问题, 可得到由方程 (1) 和 (2) 构成的随机

最优控制问题。选取效用函数为F ( x ) = - e xpõ
(- Ε- 1x ) ,当风险规避系数趋于无穷大时的值函数

为V 0,基于值函数V 0 的最优投资策略为 u3。定理 3

表明:极端厌恶风险投资者的值函数V 0满足一阶动

态规划偏微分方程 (9) ; 求解方程 (9) 比求解方程

(8) 容易,而 (9) 的解反映了一种极端而又普遍的情

况,即许多不愿承受任何风险而稳获收益的投资者

都可参考方程 (9) 的解确定投资策略。

4　结　　语

　　本文将经济学家提出的风险规避系数概念引入

证券决策问题,研究了风险敏感性随机最优控制问

题,并得到两个重要结论。该结论对于研究风险规避

程度不同的投资者制定投资策略具有重要意义。通

过求解带有风险规避系数的二阶动态规划偏微分方

程 (8) ,以及当风险规避系数无限大时得到的一阶动

态规划偏微分方程 (9) ,可以得到最优投资策略。有

关偏微分方程 (8)和 (9)的解法将另文讨论。
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