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摘　要　针对 S ISO 线性离散系统,利用线性规划方法设计具有指定最优动态性能的鲁棒稳定控制器。

当线性离散模型的零、极点已知时,将最优动态性能指标在指定输入信号下直接转化为线性规划问题,

从而解出最优响应输出序列。最优动态性能指标与鲁棒稳定性的统一使该控制器的设计方法具备了工

业应用条件。仿真实例验证了结果的正确性。
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Abstract　U sing linear p rogramm ing, an app roach of design ing a robust stab iling con tro ller w h ich en2
joys specific op tim al dynam ic perfo rm ance indexes sim ultaneously is developed fo r S ISO linear discrete

- t im e system s. W hen the zero s and po les of a linear discrete- t im e system are know n p reviously, the

op tim al dynam ic perfo rm ances fo r a given inpu t signal are converted to a linear p rogramm ing p rob lem

directly and the op tim al ou tpu t sequece is ob tained by its so lu tion. A lso , the un ity of op tim al dynam ic

perfo rm ances and the robust stab ility m akes it po ssib le that th is design m ethod is su itab le fo r real- life

app licat ion. T he co rrectness of conclusions is verified by a sim ulation examp le.
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1　引　　言

　　与H ∞ 理论研究能量有界信号不同, l1 理论研

究幅值有界信号。当需要优化系统对于给定输入信

号 (阶跃输入, 正弦输入等) 的动态响应时, 使用 l1

理论更加合理而有效。l1 - 优化控制首先由

V idyasagar [1 ] 提出; 其后,D ah leh 和 Pearson [2- 4 ] 利

用无穷维对偶线性规划方法系统地解决了这一问

题。D eodhare和V idyasagar [5 ] 用该方法设计了无超

调控制器以及超调有界控制器, 并给出了基本的 l1

范数极小化问题及其对偶问题的无穷维线性规划的

标准形式[6 ]。Young和D ah leh [7 ]指出,对于 l1优化问

题 ,关键是给出问题的上、下界,以便给出精度已知
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的任意有限维近似解。

本文试尝解决两个问题: 首先, 采用有限维线

性规划设计满足动态时域指标的最优控制器。时域

指标包括指定的调节时间及衰减率约束下的最小超

调及最小负超调, 这些指标反映了系统动态性能的

本质特征。其次,为证明这种直接针对最优时域指标

设计的控制器具有工程应用价值, 得出了该控制器

同时是鲁棒稳定控制器的结论。本文选择文献 [ 8 ]

中一个混合器的模型进行仿真实验, 得到了满意的

结果。

2　最优动态性能的实现

　　闭环系统调节时间N 的含义为

y (k ) = u (k ) ,　k = N ,N + 1,⋯ (1)

或等价为
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e (k ) = 0,　k = N ,N + 1,⋯ (2)

其中N 为正整数。闭环系统阶跃响应的负超调 v 的

含义为{v: v = m iny (k ) , y (k ) < 0, k > 0};衰减率的

含义为:当 k ≥N 1 (N 1 为正整数,N 1 < N ) 时,有

ûe (k ) û ≤ ak- N 1m axûe (k ) û ,　a ∈ (0, 1) (3)

　　控制器 cδ的设计目标是: 1) 使闭环系统稳定; 2)

渐近跟踪阶跃输入信号; 3) 确保指定的调节时间;

4) 确保指定的衰减率; 5) 使超调量最小; 6) 使负超

调量的绝对值最小。

设 P
δ = n

δöd
δ是对象 P

δ的一个稳定分解,这里 n
δ,

dδ∈ l1且互质。为了简化分析,假定 nδ有m 个不同的

实零点 z 1, z 2,⋯, zm 位于单位圆内或其边界上 (z i ≠

1, i = 1, 2,⋯,m ) , d
δ有n个不同的实零点 t1, t2,⋯, tn

位于单位圆内或其边界上。为使误差 eδ的稳态值为
零,在 d

δ中添加一零点 tn+ 1 = 1,即设 d
� = d

δ(1 - z ) ,

且选择 s
δ, h

δ∈ l1,满足互质分解

s
δ
n
δ + h

δ
d
� = 1 (4)

的解。采用You la参数化方法,所有镇定控制器的集

合为

cδ= (sδ+ qδd�) ö(h
δ - qδnδ) ,　q

δ∈ l1 (5)

应用控制器 (5) 及等式 u
δ= u 0ö(1 - z ) (u 0为非零实

常数) ,得到

e
δ= (h

δ - q
δ
n
δ) d

δ
u 0,　q

δ∈ l1 (6)

而 e
δ= ∑

∞

i= 1
eiz

i (7)

这里误差序列{ei}∞i= 0 ∈ l1,因为 e
δ是稳定且有理的。

受调节时间和衰减率约束的超调量和负超调量

极小化问题由如下插值问题描述。

m in m ax
i

ûeiû

s. t. ∑
∞

i= 0
eiz

i
j = uδ(z j ) ,　j = 1, 2,⋯,m

∑
∞

i= 0
ei t

i
j = 0,　j = 1, 2,⋯, n

ei = 0,　i≥N

ûeiû ≤ a i- N 1m axûeiû

N > i≥N 1,　a ∈ (0, 1)

(8)

约定所有的 uδ(z j ) 不全为零, 否则优化问题的唯一

最优解为 eδ= 0。令

x N = m ax
i

ûeiû (9)

且 ei = x i,　i = 0, 1,⋯,N - 1 (10)

则优化问题 (8) 等价为有限维线性规划问题

m in x N

s. t. ∑
N - 1

i= 0
x iz

i
j = u

δ(z j ) ,　j = 1, 2,⋯,m

∑
N - 1

i= 0

x i t
i
j = 0,　j = 1, 2,⋯, n

x i - x N ≤ 0,　i = 0, 1,⋯,N 1 - 1

- x i - x N ≤ 0,　i = 0, 1,⋯,N 1 - 1

x i - a i- N 1x N ≤ 0,　i = N 1,⋯,N - 1

- x i - a i- N 1x N ≤ 0,　i = N 1,⋯,N - 1

- x N ≤ 0,　a ∈ (0, 1)

(11)

　　引理 1[9 ]　设混合约束优化问题

m in f (x ) ,　x ∈ E n

s. t. g j (x ) ≤ 0,　j = 1, 2,⋯,m

　 　h r (x ) = 0,　r = 1, 2,⋯, l

(12)

是一个凸规划, x 3 是可行点。若 Kuhn - T ucker条

件在 x 3 处成立,即存在一组实数 Λ3
j , v 3

r ,使得

ý f (x 3 ) + ∑
m

j= 1
Λ3

j ý g j (x 3 ) +

∑
l

r= 1
v 3

r ý h r (x 3 ) = 0

Λ3
j g j (x 3 ) = 0, Λ3

j ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m

(13)

成立,则 x 3 是问题 (12) 的全局极小点。

引理 2[9 ]　若 (12) 中所有的不等式约束与等式

约束为线性函数且相容, 则满足 (13) 的 Kuhn -

T ucker条件的L agrange乘子 Λ3
j , v 3

r 一定存在。

定理1　若线性规划问题 (11) 满足条件N ≥m

+ n , 则问题的最优解 x 3
N 一定存在, 且是有限正实

数。

证明　因为线性规划是凸规划,由引理 1和引

理 2知,问题 (11) 的最优解存在的条件是其所有约

束相容。由假定, ti, z j ( i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m )

相异且不全为零,其等式约束的系数矩阵

A =

1 z 1 ⋯ zN - 1
1

�

1 zm ⋯ zN - 1
m

1 t1 ⋯ tN - 1
1

�

1 tn ⋯ tN - 1
n
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行满秩。因此所有等式约束相容, 当且仅当N ≥m

+ n。

注意到不等式约束中的变量 xN ≥ 0,且与所有

等式约束无关, 因此不等式约束与等式约束是相容

的, 而所有不等式约束均是变量 x i 的上、下界约束

也相容,所以问题的所有约束均相容。又等式约束的

解是有限实数, 因此其上界 x N ≥ 0 也是有限正实

数。(证毕)

由于Kuhn - T ucker条件是凸规划问题的最优

充要条件,因此,可利用 (13) 式的 K - T 条件解线

性规划问题 (11) ,也可直接利用M atlab 优化软件包

解之。

3　最优动态性能与鲁棒稳定性

　　为研究鲁棒稳定性,规定不确定系统

PδΕ = Pδ∃δ (14)

∃δ = (1 + ∃δ1) ö(1 + ∃δ2) (15)

其中, ∃δ1, ∃δ2 是严格正则的 l∞ - 稳定摄动。

引理3 (小增益定理)　设M 是线性时不变系统

且 ∃是严格正则的 l∞ - 摄动,则当‖M ‖1≤ 1时,

闭环系统对于所有的‖∃δ1　∃δ2‖l∞- ind < 1, l∞稳定,

其中‖∃δ‖l∞- ind = sup
x≠0

(‖∃δx‖∞ö‖x‖∞)。并令

eδ1 = (hδ - qδnδ) d
�,　qδ∈ l1 (16)

　　定理2　若系统P
δ的摄动满足 (14) , (15) 式,且

∃δ1, ∃δ2 是严格正则的 l∞ - 稳定摄动,控制器 c
δ满足

(5) 式。则当
1 - eδ1

eδ1 1

≤ 1时,闭环系统对于所有的

‖∃δ1　∃δ2‖l∞- ind < 1, l∞稳定。

证明　对于摄动系统PδΕ,应用 (4) , (5) 控制器,

闭环系统的回复矩阵

D
δ = (s

δ+ q
δ
d
�) n

δ(1 + ∃δ1) +

(h
δ - q

δ
n
δ) d

� (1 + ∃δ2) =

1 + [∃δ1　∃δ2 ]
(s
δ+ q

δ
d
�) n

δ

(h
δ - qδnδ) d

� (17)

由 (4) 式,有 (sδ+ qδd�) n
δ= 1 - (hδ - qδnδ) d

�,再由 (16)

式得

Dδ = 1 + [∃δ1　∃δ2 ]
1 - e

δ
1

e
δ

1

(18)

而 [∃δ1　∃δ2 ]
1 - eδ1

eδ1 l∞- ind

≤

‖[∃δ1　∃δ2 ]‖l∞- ind

1 - e
δ

1

e
δ

1 1

应用引理 3即得定理结论。(证毕)

定理 3　具有最优动态性能的闭环系统也是 l∞

鲁棒稳定的。

证明略。

需要说明的是,对于时不变的摄动 l∞ 稳定的系

统一定是 l2 稳定的,反之则不成立。

4　例子及仿真

　　造纸过程中一个混合器的模型[8 ] 为

G (s) =
0. 21

(1. 84s + 1) (0. 83s + 1)

　　设计指标是跟踪一个单位阶跃输入 (温度) ,调

节时间 ts < 0. 6m in,使得超调量和负超调的绝对值

最小。选择采样周期 t = 0. 1m in,考虑零阶保持器,

离散化模型为

G (z ) =
0. 686× 10- 3 (0. 88 + z ) z
(1 - 0. 866z ) (1 - 0. 95z )

离散化模型有两个单位圆内的零点, 无单位圆内的

极点。取N = 5,按 (11) 式构成如下线性规划问题

m in x 5

s. t. ∑
4

i= 0
x i (- 0. 88) i = 0. 531 9

x 0 = 1

x i - x 5 ≤ 0,　i = 0, 1,⋯, 4

- x i - x 5 ≤ 0,　i = 0, 1,⋯, 4

- x 5 ≤ 0,　i = 0, 1,⋯, 4

解得 x 0 = 1, x 1 = 0. 531 9,其余均为零。因此,最优

误差序列为

eδ3 = 1 + 0. 531 9z

由最优误差序列 e
δ3 得到

cδ3 =
775. 36 (1 - 0. 866z ) (1 - 0. 95z )

(1 + 0. 531 9z ) (1 - z )

闭环系统的单位阶跃响应无超调和负超调, 调节时

间 ts = 0. 2m in。

现对系统鲁棒稳定性进行分析。由 (6) 及 (16)

式得 eδ3
1 = 1 - 0. 468 1z - 0. 531 9z 2,进一步得

1 - eδ3
1

eδ3
1 1

= ‖e
δ3

1 ‖ = 2

由定理 2, 当不确定性满足‖∃δ1　∃δ2‖l∞- ind < 0. 5

时,闭环系统 l∞ - 稳定。当G (s) 无摄动及其放大系

数由 0. 21摄动为 0. 21 (1 + 0. 49) = 0. 312 9时,闭
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图 1　混合器仿真曲线

环系统的单位阶跃响应分别由图 1中曲线①、②所

示。

注 1　按一般文献的惯例,本文中的 z - 变换

为 G (z ) = ∑
∞

i= 0
g ( i) z i

按此定义, 一个线性离散时不变系统渐近稳定的条

件是:所有极点在单位圆外。

5　结　　语

　　本文给出一种直接由最优时域指标设计最优

控制器的实用线性规划设计方法。当时域指标包括

调节时间时, 无穷维线性规划问题就转化为有限维

线性规划问题,且关于零、极点的插值条件可放松到

单位圆的边界上。调节时间、衰减率以及超调量是重

要的时域指标, 一般情况下都应包括在时域设计指

标中。另外,按本文给出的转化为标准线性规划问题

的设计方法, 在设计过程中可省略 You la 参数化过

程,使控制器设计得以简化。

本文同时得出了最优动态性能指标与鲁棒稳定

性指标的一致关系, 从而为这种控制器的工业应用

的可行性提供了理论依据。
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