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基于一类非线性特性的 FNN 训练算法3

王　凌　郑大钟
(清华大学自动化系　北京　100084)

摘　要　针对BP 算法收敛缓慢和易于陷入局部极小的缺点,将基于一类非线性特性的动量项引入BP

算法的梯度搜索,提出前向神经网络 (FNN )的一种通用且简单的全局训练算法 ( IBPM 算法)。结合升温

策略,算法在优化精度和训练速度方面有较大的改善。典型算例的仿真验证了算法的有效性。
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Tra in ing A lgor ithm for FNN Based on
a Class of Non l inear Property

W ang L ing , Z heng D az hong

(T singhua U niversity)

Abstract　To so lve the slow convergence of BP algo rithm and avo id gett ing st ick in local m in im a, a

general and simp le tra in ing algo rithm fo r feed- fo rw ard neural netw o rk s (FNN ) , nam ed IBPM , w h ich

com bines a class of non linear p roperty of mom entum term w ith the gradien t descen t of BP algo rithm , is

p resen ted. U sing“temperatu re - ra ising”stra tegy, convergence rate and tra in ing speed of the algo2
rithm are greatly imp roved. Sim ulation resu lts verify the efficiency of such algo rithm , and som e conclu2
sions to choo se param eters are p rovided.
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1　引　　言

　　前向神经网络 (FNN )因其优良的逼近能力和

算法的简单性而得到广泛应用。误差反传算法

(BP) [1 ]解决了 FNN 的训练问题,对神经网络的发

展起了很大作用,但存在收敛速度慢,易陷入局部极

小,网络推广性能差等缺点。目前的改进方法主要有

改变学习率,加动量项,修改激励函数,采用合适的

训练模式 (如逐一式、批处理、跳跃式) ,引入全局优

化技术 (如模拟退火和遗传算法) [2 ]等。这些方法或

是性能改善能力有限,或是计算量和存储量增加巨

大而应用不良。

本文在BP 梯度搜索中引入一类非线性特性的

动量项, 提出 FNN 的一种简单且通用的全局训练

算法 ( IBPM )。利用非线性特性,训练过程在权空间

能遍历局部极小,并具有突跳特性 (不同于模拟退火

基于概率分布的突跳机制[2 ])。结合升温策略 (即自

适应控制非线性强度系数) ,算法在优化精度和训练

速度方面有较大的改善。仿真结果表明,算法在确保

优化精度的同时大大加快了训练速度。

2　IBPM 算法及其训练机制

　　BP 算法本质上是利用梯度信息来调整权值。在

误差曲面较平坦处,导数值较小使权值调整较小,从

而收敛缓慢;在曲率较大处,导数值较大使权值调整

较大,但会出现跃冲极小点现象而难以收敛。由于目

标函数高维曲面存在多极小点,且不能保证目标函

数在权空间的正定性,单一梯度下降法难免陷入局

部极小。基于物理学中“系统下一运行状态同时取决
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于当前状态的能量和动量”的思想,本文在BP 梯度

搜索中引入一类非线性特性的动量项 (非线性函数

g (·)如图 1) ,构成一种新的权值迭代式 ( IBPM 算

法,如式 (1) ) ,使权值下一步的调整量同时依赖于当

前目标函数相对于权值的导数和当前权值变化量的

非线性作用。

图 1　函数 g (x) = xexp (- x2n )

w i, j (k + 1) = w i, j (k ) - Γ5E ö5w i, j (k ) +

　 　 　　　　p (k ) g [w i, j (k ) - w i, j (k - 1) ]

g (x ) = x exp (- x 2n) , n = 1, 2,⋯ (1)

其中,w 为权值, E 为目标函数, Γ为学习率, p (k ) 为

非线性项强度系数。对于传统BP算法, g (x ) = 0;对

于传统的带动量项BP (BPM ) 算法[1 ] , g (x ) = x。

鉴于 g (0) = 0, IBPM 迭代式保留了BP原先的

不动点。由于函数 g (õ) 的非线性特性, ∃w (k ) 较大

时,即系统远离不动点 (局部极小) , g [∃w (k ) ] 的作

用较小, 系统几乎以梯度下降方式趋于不动点;

∃w (k ) 较小时, 即系统已进入不动点的小邻域, 系

统由 g [∃w (k ) ] 得到较大的驱动, 能够爬越能量波

峰以克服局部极小而进入其它能量低谷, 并最终趋

于全局极小。因此,将基于这类非线性特性的动量项

引入BP 梯度搜索, 权值具有快速和平稳的变化过

程,增强了克服局部极小的能力,尤其能克服神经元

激励函数饱和区和目标函数平坦区的影响, 可大幅

度改善学习速率和收敛性能。

为避免不合适非线性作用引起随机振荡使算法

难以收敛, 可通过自适应改变非线性作用项的强度

得到较强的综合性能。本文算法保留了BP简单易实

施的优点,仅增加少量计算和存储,算法本身的调节

参数较一些改进BP 算法和全局优化算法要少。

现以一维函数 E (x ) 的优化问题为例来分析非

线性项强度的影响。假定单一梯度法按 x (k + 1) =

f [x (k ) ]迭代,令 y (k + 1) = x (k + 1) - x (k ) ,则

迭代式可转化为式 (2)。若原迭代式的不动点 x 3 是

稳定的,即满足A = ûdf ödx û x = x 3 < 1,则式 (2) 在不

动点 (x 3 , 0) 处的 J acob ian 矩阵和特征方程为式

(3)。

x (k + 1) = f [x (k ) ] + p g [y (k ) ]

y (k + 1) = x (k + 1) - x (k )
(2)

J (x 3 , 0) =
A P

A - 1 P

Κ2 - (A + P ) Κ+ p = 0

(3)

　　当 0≤ p < 1时,两特征值的模恒小于 1, (x 3 ,

0) 仍稳定;当 p = 1时,特征值为模等于 1的一对共

轭复根;当 p > 1时,特征值为模大于 1的一对共轭

复根或模大于 1 的一对实根, (x 3 , 0) 将不稳定。因

此, p ≥ 1时系统将引入复杂的动态 (分岔、混沌、周

期解或发散)。尽管混沌可用来进行全局搜索[3 ] , 但

神经网络的训练是高维且复杂的优化问题, p≥1时

训练过程易分散, 故本文仅讨论 0≤ p < 1的情况。

3　非线性强度系数影响的仿真研究

　　异或问题 (XO R ) 是研究神经网络训练算法性

能的典型算例[1 ] , 其优化曲面不规则且存在多局部

极小, 很难进行全局优化。采用{ (0, 0, 0) , (0, 1, 1) ,

(1, 0, 1) , (1, 1, 0) }样本,研究非线性强度系数 p 对

IBPM 算法平均实际误差、平均迭代步数、局部极小

个数的影响。每组参数均随机运行 100 次, 2 000 步

未达到精度 (10- 3) 则认为是局部极小。采用 2 - 3

- 1网络结构 (隐层和输入层分别采用 y = 1ö[ 1 +

exp ( - Λx ) ] 和线形激励函数,并附加阈值单元。取

Λ = 1, Γ = 0. 8, g (x ) = x exp (- x 2) , 初始权值取

(- 1. 0, 1. 0) 内随机值,仿真结果分别如图 2,图 3,

图 4所示。

由仿真结果可见:在研究范围内,强度系数大则

算法精度高,迭代步数少,但局部极小个数有增加趋

势。考察权值迭代方法,加大强度系数可使非线性项

作用增大,系统遍历性加强,可达域广且突跳性强,

2　非线性强度系数对平均实际误差的影响
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图 4　非线性强度系数对局部极小个数的影响

3　非线性强度系数对平均迭代步数的影响

有利于全局搜索,能提高精度并加速收敛,但作用过

强会使系统在某些局部极小之间振荡。为使算法有

较好的综合性能,强度系数应自适应选取。

4　带升温策略的 IBPM 算法
及其仿真研究

　　鉴于强度系数对算法性能的影响规律, 设计

“升温”策略

p (k ) = m in{0. 988, p (k - 1) ×

ln [e + Κ(1 - p (k - 1) ) ]}

p (0) = 0. 9, k = 1, 2,⋯

训练初始阶段,权值变化幅度较大,较小的强度系数

驱动系统在适当突跳性引导下较平滑地遍历局部极

小,逐步进入性能较好区域。随着训练的进行, 搜索

可能陷入某些局部极小或平坦区, 以致权值变化较

小,但强度系数的增大使非线性项作用增大,系统穿

越平坦区和跳跃局部极小的能力加强, 能进一步趋

于高精度解,从而克服BP达到有限精度后难以全局

收敛的缺点。

令 Κ= 0. 05,BPM 惯性系数取 0. 7,采用 2 - 3

- 1网络结构, g (x ) = x exp (- x 4) ,其他参数同前。

以XO R 为例,结合升温策略, IBPM ,BP 和BPM 各

做 100次随机仿真,算法性能比较列于表 1。

　　可见, 结合升温策略的 IBPM 性能较 B P 和

B PM 有较大改善 (高精度要求下训练速度提高了

1 000余倍) ,而B P 和BPM 很难达到 6以上的精度

指数。IBPM 在快速实现高精度优化的同时,迭代步

数随精度要求提高的增幅不大, 2 - 3 - 1结构的迭

代步数 s与精度指数 n (对应于精度要求 10- n) 的关

系近似为 s∝ e0. 38n ,且 100次随机实验中 96次达到

精度要求。若采用 2 - 4 - 1结构,迭代步数与精度

指数的关系近似为 s∝ e0. 51n , 每次随机实验均能达

到精度要求。

5　算法与网络参数的选择

　　以XOR (精度指数 5) 来考察算法和网络参数

对优化性能的影响。基准参数取 2 - 3 - 1网络,初

始权值为 (- 1. 0, 1. 0) 内随机值, p (0) = 0. 9, Λ =

1, Γ= 0. 8, Κ= 0. 05, g (x ) = x exp (- x 4) ,每组参数

均作 100次随机仿真。主要结论归纳如下:

1) 初始强度系数 p (0) 的影响 (表 2) : p (0) 增

大使迭代式中动量项作用加大,梯度项作用减小,穿

越误差曲面平坦区和克服局部极小的能力加强, 能

提高收敛速度且降低误差, 但局部极小个数有增长

趋势。p (0) 过小使系统处于“低温”阶段过长, 影响

收敛速度。相反,动量项作用过强使系统以一种畸变

的梯度下降,易造成小幅振荡而难以收敛。为避免早

熟收敛, p (0) 不能选得过大;为加快收敛速度, p (0)

不能选得过小。

表 1　算 法 性 能 比 较

精度要求
IBPM 算法

平均误差 平均步数

BP 算法

平均误差 平均步数

BPM 算法

平均误差 平均步数

1. 0e - 1 8. 904 887e - 2 79 9. 936 103e - 2 1 052 9. 785 501e - 2 837

1. 0e - 2 8. 783 803e - 3 90 9. 986 716e - 3 1 477 9. 956 307e - 3 958

1. 0e - 3 9. 143 957e - 4 105 9. 998 319e - 4 4 117 9. 994 630e - 4 1 855

1. 0e - 4 9. 415 675e - 5 128 9. 999 833e - 5 31 238 9. 999 419e - 5 9 885

1. 0e - 5 9. 554 921e - 6 164 9. 999 982e - 6 278 614 9. 999 941e - 6 85 969

1. 0e - 6 9. 602 23e - 7 225 ∞ ∞

1. 0e - 7 9. 711 64e - 8 293 ∞ ∞
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表 2　初始强度系数对算法性能的影响

p (0) 平均步数 平均误差× e - 6 极小个数

0. 8 256 9. 832 436 5

0. 85 214 9. 750 663 5

0. 9 164 9. 554 921 4

0. 92 159 9. 572 273 8

0. 95 146 9. 321 678 14

　　2) 学习率 Γ的影响 (表 3) : Γ过小导致目标函数
曲面平坦区的权修正量太小,以致收敛缓慢; Γ过大
则使曲面曲率较大处权修正量较大而出现跃冲现

象,引起振荡以致算法难以收敛。由于 IBPM 中没有

改变BP 搜索的主框架,可采用BP 动态选择学习率

等改进方法[1 ]。
表 3　学习率 Γ对算法性能的影响

Γ 平均步数 平均误差× e - 6 极小个数

0. 1 387 9. 701 493 7

0. 7 171 9. 614 802 5

0. 8 164 9. 554 921 4

0. 9 164 9. 621 696 5

0. 99 151 9. 605 638 7

　　3) 升温因子 Κ的影响 (表 4) : Κ加大即加快升
温,能提高收敛速度和降低实际误差,但局部极小个

数增多。若升温过快, 则权值变化轨道不太平滑, 动

量项作用易引入不利的振荡而增加收敛到局部极

小; 若升温过慢,则系统处于“低温”阶段过长,不利

于优化的快速性。
表 4　升温因子 Κ对算法性能的影响

Κ 平均步数 平均误差× e - 6 极小个数

0. 02 785 9. 964 519 3

0. 04 192 9. 723 045 4

0. 06 151 9. 488 599 6

0. 08 151 9. 395 658 8

　　4) 初始权选择范围的影响 (表 5) : 选择范围决

定初始点的分布,范围适当有利于收敛速度的影响。

若范围过大将增加优化曲面中局部极小个数, 神经

元总输入易进入激励函数饱和区, 从而影响算法性

能。相反, 范围过小将导致权值的差异较小, 势必影

响收敛速度。
表 5　初始权选择范围对算法性能的影响

范　围 平均步数 平均误差× e - 6 极小个数

(- 0. 1, 0. 1) 508 9. 371 699 1

(- 0. 5, 0. 5) 186 9. 408 937 3

(- 1. 2, 1. 2) 161 9. 539 729 5

(- 2, 2) 182 9. 768 926 10

　　5) 激励参数Λ的影响 (表6) :若神经元总输入x

进入激励函数 y = 1ö[ 1 + exp (- Λx ) ]的非线性饱

和区,且实际输出与期望输出不一致,则激励函数较

小的导数值将使权值变化幅度较小,产生“平台”现

象而导致收敛缓慢, Λ增加将使饱和区函数导数值
增加,有利于收敛速度的提高,但神经元总输入脱离

饱和区的范围减小,致使局部极小个数增多。
表 6　激励参数 Λ对算法性能的影响

Λ 平均步数 平均误差× e - 6 极小个数

0. 8 206 9. 573 426 4

1 164 9. 554 921 4

1. 5 139 9. 612 677 10

2 123 9. 610 901 17

　　6) 网络结构的影响 (表 7) : 隐节点数少于样本

个数时,通常会产生局部极小;隐节点数多于样本个

数时, 优化曲面的维数增加, 使得网络能鉴别各样

本,很少收敛到局部极小, 但计算和储存量增加, 不

利于实际设计。随着隐节点数的增加,迭代步数减少

且极小个数也减少。
表 7　网络结构对算法性能的影响

隐节点数 平均步数 平均误差× e - 6 极小个数

2 174 9. 543 328 25

3 164 9. 554 921 4

4 156 9. 585 256 0

5 138 9. 618 818 0

　　此外,相对于BP算法, IBPM 仅增加了 p (0) 和

Κ参数,比一些改进BP 算法和全局优化算法的调节

参数少,应用简单方便,这也是工程上受欢迎之处。

6　结　　语

　　本文在BP 算法中引入一类非线性特性的动量

项,并结合升温策略,使其对 FNN 的训练具有快速

性和全局性。文中通过仿真验证了算法的有效性,并

归纳了一些选择参数的规律性结论。本文算法的实

际应用及其理论与参数选择尚需进一步研究和完

善。
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