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摘　要　研究多变量系统的并失展开方法,给出了判断传递函数矩阵能否并失展开的判据。在此基础

上,提出多变量系统的多级并失展开设计方法,以克服单级并失展开方法应用的局限性。
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Abstract　D yadic expansion m ethod fo r m ult ivariab le con tro l system s is studied. T he criteria of dyadic

transfer- function m atrix and the restrict ion of single dyadic expansion m ethod in app licat ion are p re2
sen ted. In o rder to overcom e the restrict ion, the seria l dyadic expansion m ethod fo r m ult ivariab le con2
t ro l system s is p ropo sed. A n examp le is given to demonstra te its app licat ion.
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1　引　　言

　　多变量系统的并失展开方法[1, 2 ] ,通过对受控对

象传递函数矩阵的并失展开,将多变量系统化为单

变量系统设计。它无须象多数多变量系统频域方

法[3, 4 ]那样, 需要寻找对角优势补偿阵或解耦补偿

阵,设计过程相对较为简单。但是该方法仅适用于传

递函数矩阵能并失展开的受控对象,对于非并失式

传递函数矩阵对象只能采用并失展开近似,在应用

上受到一定的限制。

本文首先讨论传递函数矩阵能并失展开的条

件,在此基础上,提出对非并失式传递函数矩阵对象

的多级并失展开设计方法,以克服单级并失展开方

法应用上的局限性。

2　单级并失展开

　　若一m ×m 传递函数矩阵G (s) 能展开为

3 　 1998 - 09 - 15收稿, 1998 - 12 - 22修回

G (s) = ∑
m

i= 1
g i (s)w iv

T
i = W diag

m

i= 1
{g i (s) }V (1)

其中,W = [w 1,w 2,⋯,w m ],V T = [v 1, v 2,⋯, vm ]为

非奇异常阵; w i, v i ( i = 1, 2,⋯,m ) 为列向量。则 (1)

式称为G (s) 的并失展开, G (s) 称为并失式传递函数

矩阵,简称D TM。

对D TM 传递函数矩阵G (s) ,若采用D TM 形式

的控制器 K (s)

K (s) = V - 1 diag
m

k= 1
k i (s)W - 1 (2)

图 1　多变量闭环系统

则闭环传递函数矩阵 (见图 1)

T (s) = [ I + G (s) K (s) ]- 1G (s) K (s) =

W d iag
M

k= 1

g i (s) k i (s)
1 + g i (s) k i (s) W - 1

式中 , 中间对角阵为m 个单变量系统闭环传递函
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数。可以看出,若选择控制器 K (s) 为 (2) 式结构,则

m ×m 多变量系统可转化为对m 个单变量系统

g i (s) k i (s) ( i = 1, 2,⋯,m ) 的设计。常阵W ,W - 1 只

起输入输出侧变量变换的作用。

上述将多变量系统转化为多个单变量系统设计

的方法,仅适用于传递函数矩阵为D TM 的对象。下

面讨论一个传递函数矩阵在何种条件下才能并失展

开为 (1) 式。记

G (s) =
1

∃ (s)M
(s)

其中

M (s) = A nsn + A n- 1sn- 1 + ⋯ + A 0s0 (3)

A n ,A n- 1,⋯,A 0 为常阵; ∃ (s) 为G (s) 中各元素分母

关于 s的最小公倍式。因为 ∃ (s) 不影响G (s) 能否并

失展开为 (1) 式,只需分析M (s)。

如果A n ,A n- 1,⋯,A 0 中某个阵A i的逆存在,则

有如下定理:

定理 1　M (s) 是D TM 的充分必要条件为: 所

有A - 1
i A n ,A - 1

i A n- 1,⋯,A - 1
i A 0 阵具有一组完备的公

共特征向量。

证明　必要性:若M (s) 为D TM ,则

A nsn + A n- 1sn- 1 + ⋯ + A 0s0 =

W diag
m

k= 1
{m k (s) }V

即 ∑
n

j = 0

W - 1A jV
- 1sj = diag

m

k= 1
{m k (s) } (4)

记

m k (s) = aknsn + akn- 1sn- 1 + ⋯ + ak0s0

k = 1, 2,⋯,m

比较 (4) 式两边 s的系数阵,得

W - 1A jV
- 1 = diag

m

k= 1
{ak j },　j ≠ i (5)

W - 1A iV
- 1 = diag

m

k= 1
{ak i} (6)

由 (6) 式有

W - 1 = diag
m

k= 1
{ak i}V A - 1

i (7)

代入 (5) 式得

diag
m

k= 1
{ak i}V A - 1

i A jV
- 1 =

diag
m

k= 1
{ak j },　j ≠ i

所以

V A - 1
i A jV

- 1 = diag
m

k= 1

ak j

ak i

j = 0, 1,⋯, n

即V 的列向量为所有A - 1
i A j ( j = 0, 1,⋯, n ) 的公共

特征向量。

充分性: 若A - 1
i A 0,A - 1

i A 1,⋯,A - 1
i A n 有m 个线

性无关的公共特征向量,即有

A - 1
i A j = V diag

m

k= 1
(Κk j )V - 1

j = 0, 1,⋯, n

则

M (s) = ∑
n

j = 0
A js

j = A i∑
n

j = 0
A - 1

i A js
j =

A i∑
n

j= 0
V diag

m

k= 1
(Κk j )V - 1sj =

A iV diag
m

k= 1 ∑
n

j = 0
Κk js

j V - 1

即M (s) 能并失展开为式 (1)。(证毕)

若 ûM (s) û ≠ 0,有时可能所有A i ( i = 0, 1,⋯,

n) 均不满秩。此时若A i ( i = 0, 1,⋯, n ) 的某个线性

组合A = ∑
n

j = 0

ΛjA j (Λj 为常数) 满秩,则有如下定理:

定理 2　M (s) 是D TM 的充分必要条件为: 所

有A - 1A 0,A - 1A 1,⋯,A - 1A n阵有一组完备的公共特

征向量。

证明 　M (s) = ∑
n

j= 0
A js

j 是否为D TM 等价于

M{ (s) = ∑
n

j = 0

A js
j+ 1 是否为D TM。其中

M{ (s) = ∑
n

j = 0

A js
j+ 1 =

∑
n

j= 0
A j (sj + 1 - Λj ) + A

令 sj+ 1 - Λj = p j+ 1 ( j = 0, 1,⋯, n ) , 则

M{ (s) = ∑
n

j= 0
A jp

j + 1 + A =

∑
n

j = - 1
A jp

j+ 1,　A - 1 = A

把 p 看作定理 1证明过程中的 s,则定理 2得证。

由定理 1可知,当 (3) 式右边多于两项时,传递

函数矩阵能并失展开, 要求多个不同矩阵具有相同

的特征向量, 这很难满足。所以一般情况, 当M (s)

中 s的次数大于等于 2时,期望传递函数矩阵G (s)

并失展开是困难的。这是单级并失展开方法的局限

性之所在。

3　多级并失展开

　　 对于不能并失展开的高阶M (s) 对象, 可采用

多级并失展开方法。将M (s) 分解为如下一次多项
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式矩阵的乘积形式

M (s) =

A nsn + A 1sn- 1 + ⋯ + A 0s0 =

(B 1s + C 1) (B 2s + C 2)⋯ (B ns + C n)

式中B i, C i ( i = 1, 2,⋯, n ) 为常阵。因为每个B is +

C i只含有两项,因此容易满足定理 1的条件。并失展

开每个B is + C i,有

M (s) =

W 1 diag
m

k= 1
{m 1k (s) }V 1⋯W n diag

m

k= 1
{m nk (s) }V n =

∏
n

j = 1
[W j diag

m

k= 1
{m j k (s) }V j ]

则

G (s) =
1

∃ (s)M
(s) = ∏

n

j= 1

W j diag
m

k= 1
{g jk (s) }V j

　　令控制器

K (s) = ∏
l

j= n

V - 1
j diag

m

k= 1
{k jk (s) }W - 1

j

选择 k j k (s) 使得

k j1 (s) g j1 (s) = k j 2 (s) g j 2 (s) = ⋯ = k jm (s) g jm (s)

j = 2, 3,⋯, n

则闭环传递函数

T (s) = [ I + G (s) K (s) ]- 1G (s) K (s) =

W 1 diag
m

i= 1

∏
n

j= 1
k j i (s) g j i (s)

1 + ∏
n

j = 1
k j i (s) g j i (s)

W - 1
1 (8)

其中,中间的对角阵为m 个独立的单变量闭环传递

函数。同单级并失展开方法一样,系统的设计转化为

对m 个单变量系统∏
n

j= 1
k j i (s) g j i (s) ( i = 1, 2,⋯,m )

的设计。

4　示　　例

　　设一受控对象

G (s) =
1

∃ (s) ×
12. 4s2 + 34. 2s + 23. 3

16s2 + 53. 7s + 45. 2

18. 8s2 + 38. 1s + 19

22. 7s2 + 59. 4s + 35. 2

∃ (s) = (s + 0. 15) (s + 0. 25) (s + 0. 3)

M (s) 为 2阶。由定理 1可判断G (s) 不能并失展开,

为此将G (s) 分解为两个一次多项式乘积形式

G (s) =
1

∃ (s)
2s + 2 1. 6s + 2. 2

0. 8s + 0. 8 3. 4s + 6. 4
×

3s + 4. 5 5s + 4

4s + 6. 5 5. 5s + 5

经分析,两项均能并失展开。展开后

G (s) =
1

∃ (s)
1 0. 6

0. 4 3

s + 1 0

0 s + 2

2 1

0 1
×

2 1

3 1

s + 2 0

0 2s + 1

1 0. 5

0. 5 2

　　令控制器

K (s) =
1 0. 5

0. 5 2

- 1 k 21 (s) 0

0 k 22 (s)

2 1

3 1

- 1

×

2 1

0 1

- 1 k 11 (s) 0

0 k 12 (s)

1 0. 6

0. 4 3

- 1

选择 k 21 (s) =
2s + 1
s + 2

, k 22 (s) = 1,则闭环传递函数

T (s) =
1 0. 6

0. 4 3

t1 (s) 0

0 t2 (s)

1 0. 6

0. 4 3

- 1

其中

t1 (s) =

1
∃ (s) k 11 (s) (s + 1) (2s + 1)

1 +
1

∃ (s) k 11 (s) (s + 1) (2s + 1)

t2 (s) =

1
∃ (s) k 12 (s) (s + 2) (2s + 1)

1 +
1

∃ (s) k 12 (s) (s + 2) (2s + 1)

图 2　闭环系统单位阶跃仿真结果

(a) u1为单位阶跃, u 2 = 0　 (b) u2 为单位阶跃, u1 = 0

(下转第 42页)　　
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进行数据抽取;

　　Step 4: 检测器对数据结果进行一致性和有效

性检测;

Step 5: 将有效结果存入数据定义表指定的目

标数据存放区,提供给D SS服务。

6　结　　语

　　基于 CöS 结构下大型商场 PO S _ M IS 系统

(UN IX 操作系统,O racle数据库管理系统) ,本文建

立了CD SS。该系统为商业企业综合实力评价等商

业决策提供了支持,并取得了令人可信的结果。使用

结果表明, CD SS 具有实用性和通用性,在商业企业

中有着良好的前景。
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　　对单变量系统 t1 (s) , t2 (s) ,选择

k 11 (s) = 0. 052 (1 + 1ö15s)

k 12 (s) = 0. 011 (1 + 1ö11s)

闭环系统的单位阶跃仿真结果如图 2所示。

5　结　　语

　　本文给出了判断传递函数矩阵是否为D TM 的

判据,并从理论上阐明了单级并失展开方法应用上

的局限性。与并失展开近似方法相比,本文提出的多

变量系统的多级并失展开方法不需要分频段设计控

制器和并失近似分析,易于实际应用。

参 考 文 献
1　Ow ens D H. D yadic expansion fo r the analysis of linear

m ult ivariab le system s. IEE P roc, 1974, 121 (7) : 713_

716

2　Ow ens D H. Feedback and m ultivariab le system s. L on2
don: Peter Peregrinus, 1978

3　Ro senbrock H H. Computer_ aided con tro l system de2
sign. L ondon: A cadem ic P ress, 1974

4　王诗宓 1多变量控制系统的分析和设计 1北京: 中国电

力出版社, 1996

作 者 简 介
　　李农庄　男, 1957年生。华北电力大学 (北京)动能系副

教授,硕士。研究方向为火电厂自动控制,多变量控制系统,

智能控制等。

　　侯国莲　女, 1967年生。华北电力大学 (北京)动能系副

教授,博士。研究方向为火电厂自动控制,多变量控制系统,

模糊控制理论及应用等。

　　刘　禾　男, 1962年生。华北电力大学 (北京)动能系副

教授,博士。研究方向为计算机视觉,控制理论与应用等。

42 控　　制　　与　　决　　策 2 0 0 0 年


