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摘　要　根据线性随机系统的包含原理,研究系统状态反馈和输出反馈控制器的降阶问题,给出了系统

控制器降阶的约束和聚集两类条件。以一个 18阶系统降阶反馈控制器的设计为例,说明该方法既简化

了控制器的结构,又不失全阶控制器的主要性能。

关键词　包含原理,控制器降阶,约束,聚集

分类号　T P 271

Restr iction and Aggregation Approach to
the Feedback Con troller Order Reduction

Chen X uebo, L i X iaohua

(A nshan Institu te of Iron and Steel T echno logy)

Abstract　T he o rder reduction p rob lem of the system state feedback and outpu t feedback con tro llers is

discussed acco rding to the inclusion p rincip le of linear stochastic system s. Tw o k inds of condit ions, re2
strict ion and aggregation, are p resen ted fo r the con tro ller o rder reduction. By design ing the o rder re2
duced feedback con tro ller fo r an 18- o rder system as an examp le, it is show n that the app roach can

simp lify the structu re of con tro llers w ithou t lo sing the m ain p ropert ies of all o rder con tro llers.
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1　引　　言

　　包含原理[1, 2 ]作为简化大系统和复杂系统分析

和设计的一类方法,已有较多的应用。首先,应用包

含原理将具有重叠结构的系统扩展,得到重叠部分

分解的扩展空间,并由包含条件将扩展空间中所设

计的分散控制器和观测器收缩回原系统[3, 4 ]; 其次,

考虑高阶系统模型的降阶问题,根据包含原理条件

收缩原系统,在系统收缩空间中设计的控制器和观

测器可直接作为原系统的降阶控制器和观测器。然

而,如果系统的模型不宜降阶,从系统控制器的实现

角度看,其降阶控制器和观测器的设计则尤其重要。

包含原理可用于这类降阶控制器和观测器的设计。

对原系统进行反馈控制设计,可利用系统模型降阶

相关的包含条件收缩最优控制和观测的结果,得到

降阶的控制器和观测器,再实现原系统。一个系统包

含另一个系统,即包含了其所具有的性质 (反馈控制
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性质也包含其中)。

文献[ 5 ]讨论了系统观测器包含的约束与聚集

条件。但观测器包含的对偶问题,即涉及控制器包含

和降阶方面的讨论和应用却较少。本文首先定义系

统反馈控制器的包含,然后给出状态反馈和输出反

馈控制器包含或降阶的约束和聚集两类条件。最后

以一个 18阶的空间结构系统[6 ]为例,由给出条件设

计其降阶反馈控制器,直接实现原系统,并与全阶控

制器进行比较。

2　系统与控制器

　　考虑如下线性随机系统S 及其状态反馈控制器

C x 和输出反馈控制器C y

S : xα= A x + B u + # Ν
　 y = C x + Γ
C x: u = - K x + v

C y: u = - H y + v

(1)

其中, x ( t) ∈R n 和 y ( t) ∈R l 分别是系统 S 的状态
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和输出向量, K 和H 分别是状态反馈增益阵和输出

反馈增益阵; v ( t) ∈R m 是与系统输入u ( t) 同维的闭

环系统参考输入向量; Ν( t) ∈ R m 和 Γ( t) ∈ R l 分别

是系统输入和输出的白噪声随机扰动,其均值为零,

方差分别为 R Ν∆( t1 - t2) , R Γ∆( t1 - t2) ,且与初始状

态向量 x 0 (其均值为m 0) 互不相关。与 (1) 类似, 定

义 S 的降阶模型Sθ及其反馈控制器Cθ x 和Cθ y 分别为

　　　　　

Sθ: xθ
õ

= Aϖ xθ + Bϖ uθ + #
-

Ν
-

　 yθ = Cθ xθ + Γ
-

Cθ x: uθ = - K{ xθ + vλ

Cθ y: uθ = - H{ yθ + vλ

(2)

其中各变量均与 (1) 一致,仅用符号“- ”加以区别。

一般总有 nλ≤ n ,m{ ≤m , lγ≤ l。

3　状态反馈控制器的降阶

　　定义 1　如果 (Sθ , Cθ x ) 是 (S , C x ) 的一个降阶模

型, 则有行满秩聚集阵Q m{×m ,当 vλ( t) = Q v ( t) , t≥ t0

时,使得

- K{ m xθ ( t) + vλ( t) = Q [ - Km x ( t) + v ( t) ]

K{ R xθ ( t1 - t2) K{ T = Q K R x ( t1 - t2) K TQ T

(3)

则称Cθ x 是C x 的降阶状态反馈控制器。其中,m x ( t) ,

m xθ ( t) 分别是状态 x ( t) , xθ ( t) 的均值; R x ( t1 - t2) ,

R xθ ( t1 - t2) 分别是对应的协方差阵; t1, t2 ≥ t0。

定理1　若Sθ是S 的一个降阶模型,即满足包含

条件[1- 4 ] , 且存在一组满秩的约束和聚集阵{V n×nλ,

Q m{×m , R m×m{ },当m 0 = V m{ 0, u ( t) = R uθ ( t) , t≥ t0时,

有

K{ Aϖ = Q KA V ,　K{ AϖBϖ = Q KA B R (4)

则Cθ x 是C x 的降阶状态反馈控制器。

证明　系统 S 和 Sθ 状态解的均值分别为

m x ( t) = eA ( t- t0)
m 0 +∫

t

0
eA ( t- Σ)

B u (Σ) dΣ

m xθ ( t) = eAϖ ( t- t0)
m{ 0 +∫

t

0
eAϖ ( t- Σ)

Bϖ uθ (Σ) dΣ

代入 (3) 中第一式,展开矩阵指数序列,并由条件比

较等式两端即得 (4) 式。

定义 2　如果 Sθ 是 S 的一类约束或聚集,则Cθ x

是C x 相应类型的约束或聚集。

定理 2　若存在一组满秩的聚集和约束阵

{U nλ×n ,V n×nλ,Q m{×m , R m×m{ }

其中,UV = I n ,Q R = Im ,当 t≥ t0时,有下列条件之

一成立:

1) Sθ 是 S 的 É 或 Ë 型约束,且

R K{ = KV (5)

　　2) Sθ 是 S 的 Ê 或 Ì 型约束,且

K{ = Q KV (6)

　　3) Sθ 是 S 的 É 或 Ë 型聚集,且

K{ U = Q K (7)

　　4) Sθ 是 S 的 Ê 或 Ì 型聚集,且

R K{ U = K (8)

则称C x 可收缩为降阶的状态反馈控制器Cθ x。

证明略。

由定理 2知,当系统S 是Sθ 的 Ê , Ì 型约束时,

状态反馈控制器可直接收缩;而在其它条件下,状态

反馈控制器只能间接收缩。

4　输出反馈控制器的降阶

　　定义 3　如果 (Sθ , Cθ y ) 是 (S , C y ) 的一个降阶模

型, 则有行满秩聚集阵Q m{×m ,当 vλ( t) = Q v ( t) , t≥ t0

时,使得

- H{ m yθ ( t) + vλ( t) = Q [ - H m y ( t) + v ( t) ]

H{ R yθ ( t1 - t2)H{ T = Q H R y ( t1 - t2)H TQ T

(9)

则称Cθ y 是C y 的降阶输出反馈控制器。其中,m y ( t) ,

m yθ ( t) 分别是输出 y ( t) , yθ ( t) 的均值; R y ( t1 - t2) ,

R yθ ( t1 - t2) 分别是对应的协方差阵; t1, t2 ≥ t0。

定理3　若Sθ是S 的一个降阶模型,即满足包含

条件[1- 4 ] ,且存在一组满秩的约束和聚集阵

{V n×nλ,Q m{×m , R m×m{ }

当m 0 = V m{ 0, u ( t) = R uθ ( t) , t≥ t0 时,有

　H{ CθAϖ = Q H CA V ,　H{ CθAϖBϖ = Q H CA B R (10)

则Cθ y 是C y 的降阶输出反馈控制器。

证明　系统 (1) 和 (2) 输出的均值分别为

m y ( t) = Cm x ( t) ,　m yθ ( t) = Cm xθ ( t)

代入 (9) 中第一式, 根据定理 1 证明, 则有 (10) 成

立。

定义 4　如果 Sθ 是 S 的一类约束或聚集,则Cθ y

是C y 相应类型的约束或聚集。

定理 4　若存在一组满秩的聚集和约束阵

{Q m{×m , R m×m{ , S lγ×l, T l×lγ}

其中,Q R = Im , S T = I l,使得:

1) Sθ 是 S 的 É 型约束或 Ì 型聚集,且

R H{ = H T (11)

　　2) Sθ 是 S 的 Ê 型约束或 Ë 型聚集,且

H{ = Q H T (12)
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　　3) Sθ 是 S 的 Ë 型约束或 Ê 型聚集,且

R H{ S = H (13)

　　4) Sθ 是 S 的 Ì 型约束或 É 型聚集,且

H{ S = Q H (14)

则称C y 可收缩为降阶的输出反馈控制器Cθ y。

　　证明略。

　　由定理 4知,当系统S 是Sθ的Ê 型约束或Ë 型
聚集时,输出反馈控制器可直接收缩;而在其它条件

下,输出反馈控制器只能间接收缩。

5　算　例

　　空间结构系统[6 ] 形如 S ,其中

A = diag [A 1,A 2,⋯,A 9 ]

A i =
0 1

- Ξ2
i - d i

B = # = [B T
1 ,B T

2 ,⋯,B T
9 ]T

B i =
0 0

bi1 bi2

C = diag [C 1, C 2,⋯, C 9 ]

C i = [ci1　0 ]

R Ν = 0. 25× 10- 4 I 2

R Γ = 10- 4 I 9

具体数据如表 1所示。
表 1　系统数据表

i Ξi d i× 10- 2 bi1× 10- 4 bi2× 10- 4 ci1

1 0 0 3. 46 3. 46 1

2 0. 148 0 - 9. 12 34. 4 1

3 0. 288 0 - 1. 3 0. 548 1

4 1. 414 1. 414 - 1. 4 36 0. 1

5 1. 829 1. 829 - 4. 07 - 34. 7 0. 1

6 2. 846 2. 846 28. 5 39. 5 0. 1

7 3. 831 3. 831 71. 8 - 24. 6 0. 1

8 8. 798 8. 798 - 8× 10- 4 - 1. 15× 10- 5 0. 1

9 9. 613 9. 613 - 0. 172 - 4. 13× 10- 3 0. 1

　　当 x 0 = [ 1　01×17 ]T , v ( t) = 0时,取性能指标

加权阵Q x = C TC ,Q u = 10- 5 I 2,对S 进行LQ G控制,

得C xδ的最优增益阵 K 和最优观测增益阵L 分别为

K =
0. 299 3 1. 396 0 - 0. 093 6 - 0. 214 1

0. 101 9 0. 397 1 0. 294 9 0. 388 4

　　　

- 0. 295 7 0. 311 7 - 0. 003 6 0. 002 2

- 0. 067 0 0. 021 1 0. 022 6 0. 008 1

0. 001 4 - 0. 002 7 0. 001 5 0. 004 0

- 0. 017 8 - 0. 007 5 0. 007 7 0. 004 6

　
0. 003 4 0. 004 3 0. 000 0 0. 000 0

　 - 0. 003 2 - 0. 001 3 0. 000 0 0. 000 0

　
0. 000 0 0. 000 0

　　0. 000 0 0. 000 0
× 103

L =

0. 022 1 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 2 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 012 0 0. 000 0 0. 000 05×6

0. 000 0 0. 000 1 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 2

0. 000 013×5 0. 000 013×3

　　考虑系统 S 及其降阶模型 S 的状态包含,由于

A 1, A 2 和A 3不稳定, Sθ 必须包含其对应的状态,则 n

> nλ > 6,m = m{ , l = lγ,或Q = R = Im , S = T = I l。

根据S 的Gram ian阵的奇异值大小排列和包含原理

的计算,当取 nλ = 8时,得到状态的约束阵和聚集阵

为

V = diag [ I 6,V s ],　U = diag [ I 6,U s ]

V T
s =

0. 011 2 0. 016 0 - 0. 000 5 0. 000 6

- 0. 011 4 0. 015 9 - 0. 000 5 - 0. 000 7

　
0. 000 1 - 0. 000 1 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 1 0. 000 1 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

U s =

44. 050 8 31. 612 1 - 1. 489 3 0. 566 1

- 44. 496 8 30. 981 1 - 1. 437 1 - 0. 671 2

　
0. 168 9 - 0. 029 8 - 0. 042 3 0. 003 9

0. 177 2 0. 030 6 - 0. 043 1 - 0. 004 3

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

由式 (5) 或 (6) 得降阶的Cθxδ增益阵为

K{ = KV =

0. 299 3 1. 396 0 - 0. 093 6 - 0. 214 1

0. 101 9 0. 397 1 0. 294 9 0. 388 4

　
- 0. 295 7 0. 311 7 0. 000 0 0. 000 1

- 0. 067 0 0. 021 1 0. 000 4 - 0. 000 1
× 103

由文献[ 5 ] 的观测器包含条件得降阶观测增益阵为

Lθ = UL =
0. 022 1 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 2 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 012 0 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 1 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 2 0. 000 0 0. 000 08×5

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0

0. 000 0 0. 000 0 0. 000 0 0. 000 3

0. 000 0 - 0. 000 1 0. 000 0 - 0. 000 3
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图 1　系统的部分输出响应曲线

　　　　　　　　　　　　　　　　 (a)　第 4对输出响应　 (b)　第 5对输出响应

　　　　　　　　　　　　　　　　 (c)　第 6对输出响应　 (d)　第 7对输出响应

　　Cθ xδ的增益阵 K{ 和观测增益阵Lθ 作为次优LQ G

控制,直接作用于系统 S ,其最优与控制器降阶的次

优LQ G控制的 9对输出中的第 4至第 7对响应曲线

如图 1所示。最优与次优曲线几乎是重叠的, y 4, y 5,

y 6, y 7受到随机扰动影响较大, y 5的次优曲线比最优

曲线波动较强。降阶控制的次优度 (最优与次优

LQ G控制性能指标之比) Λ8 = 0. 999 8, 控制效果逼

近最优控制 , 而控制器的阶次比原来降低了

55. 6◊ ,结果好于文献[ 6 ] 的结果。
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