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基于最小最大逼近强化学习的误差分析3
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摘　要　在基于动态规划的强化学习中,利用状态集结方法可以减小状态空间的大小,从而在一定程度

上克服了维数灾的困难,同时还可以加快学习速度。但状态集结是一种逼近方法,由此产生的问题是,状

态集结后的Q - hat 强化学习收敛所得的最优Q 值函数与集结前相应的最优Q 值函数会有多大的误

差。为此提出了基于最小最大逼近强化学习的误差估计。

关键词　强化学习,马尔可夫决策问题,动态规划,函数逼近,误差分析

分类号　T P 273

Error Analysis of M in imax- based Re inforcem en t
L earn ing with State Aggregation

W u Cangp u

(Beijing Inst itu te of T echno logy)

　L iu N ianquan

　 (R earch Inst itu te of Yanhua Group Co rpo ration)

Abstract　 In dynam ic p rogramm ing- based reinfo rcem ent learn ing, sta te space size can be reduced and

learn ing can be accelerated using sta te aggregation m ethod. A lthough the real t im e m in im ax- based Q

- hat- learn ing after sta te aggregation tu rns ou t to be a non - M arkov decision p rocess, it is show n

that the co rresponding Q - values sequence converge to the op tim alQ value w ith p robab ility one. Fur2
thermo re, since sta te aggregation is a k ind of app rox im ation m ethod, an impo rtan t issue caused is how

h igh the erro r that w ill be p roduced betw een the m in im ax op tim alQ values ob tained in Q - hat- learn2
ing after sta te aggregation and that ob tained o riginally. It is p roved that under m ild condit ions, the er2
ro r can be reduced as sm all as po ssib le.
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1　引　　言

　　近年来,人们将动态规划与随机逼近理论相结

合,提出许多基于动态规划的解决优化随机控制问

题的强化学习算法[1- 4 ]。在将这些强化学习算法应

用于实际问题时, 最重要的问题之一是如何才能比

表格表示法更紧凑地描述并储存代价函数。这些基

于动态规划的学习算法, 缺陷是其收敛理论的一个

共同假定是以表格表示法来描述代价函数。业已证

明,使用其它函数逼近方法可能对这些算法的收敛

性造成不利影响。

　　本文论述了简单函数逼近方法,即状态集结法
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与基于最小最大强化学习算法相结合的问题, 讨论

了在状态集结下的基于最小最大判据在线Q - ha t

学习[4 ] 与W atk in s的在线Q 学习相对应的收敛理

论,并进一步提出在基于最小最大强化学习中,应用

简单函数逼近方法时所产生误差的估计。

2　基于最小最大马尔可夫
决策任务和Q - hat学习

　　首先描述一下离散时间序列的马尔可夫决策

模型。设S 表示马尔可夫决策问题 (M D P) 的状态集

合,A 表示每一状态可行动作的集合, C (C < R ) 表

示即时的代价集合。这里 S ,A 和 C 都是有限集, 每

一时间步的当前状态 i是可观测的,且决策a由A 中
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选择。当执行 a 后系统以概率 P ij (a) 转移到下一状

态 j , 伴随此状态转移付出即时代价 r∈ C (û rû <

∞,对于所有的 i, j , a)。

按照H eger [5 ] 的定义, 对应于策略 Π定义总的
折扣代价

R Π = ∑
∞

k= 0

Χk rΠ
k

其中, Χ(0 < Χ< 1) 为折扣因子, rΠ
k 为相对于策略 Π

在时间步 k 的即时代价。对于基于最小最大马尔可

夫决策任务,以评价函数V Π来度量在最小最大判据

下执行给定策略的代价。V Π定义如下

V Π( i) = sup {v ∈R ûP > 0 (R Π > v û I Π
0 = i) }

Π i∈ S (1)

其中 I Π
0 为起始状态。换言之,V Π( i) 是系统依照策略

Π由状态 i出发可能发生的最差的代价。对于所有的

i∈S ,定义最小最大最优值函数V 3 ( i) = inf
Π

V Π( i)。

设 c ( i, a , j ) 是在动作a下由状态 i转移到状态 j可能

发生的最差的即时代价,即

c ( i, a , j ) =

sup {r∈C ûP ( i, a , j , r) > 0} (2)

其中P ( i, a , j , r) 表示对于给定的起始状态 i,动作 a

及下一状态 j ,其即时代价为 r的概率。设N ( i, a) 为

由于动作 a ,从状态 i可能到达的即时状态的集合,

即

N ( i, a) = { j ∈ S ûP ( i, a , j ) > 0} (3)

其中P ( i, a , j ) 表示如果执行动作a,由起始状态 i转

移到下一状态 j 的概率。

对于策略 Π,Q 值定义为

Q Π( i, a) = m ax
j∈N ( i, a)

[c ( i, a , j ) + ΧV Π( j ) ] (4)

　　　 　　Π i∈ S ,　a ∈A

其中V Π( j ) = m in
b

Q Π( j , b)。Q - hat学习的目的是估

计由

Q 3 ( i, a) = m ax
j∈N ( i, a)

[c ( i, a , j ) + ΧV 3 ( j ) ] (5)

定义的最小最大最优Q 值。其中

V 3 ( j ) = m in
b

Q 3 ( j , b) (6)

　　Q - hat学习通常在线使用,即用与环境相互影

响的实际经验来逐步改进Q 值。每一段过程 k 过后,

由起始状态 i,执行动作 a 相对应的Q 值由

Q k ( i, a) = m ax{Q k- 1 ( i, a) , rk + ΧV k- 1 ( j ) } (7)

进行修正。其中

V k- 1 ( j ) = m in
b

Q k- 1 ( j , b)

对于所有状态和动作, 假定Q 值的原值Q 0 ( i, a) 已

知,并满足Q 0 ( i, a) ≤Q 3 ( i, a)。

对于Q - hat学习算法, H eger证明了如下收敛

定理:

定理 1　若在某一状态下所有允许的动作通常

在该状态下可以无限地执行,那么随着 k→∞,对于

所有的每一状态和动作二元组,式 (7) 中的Q k ( i, a)

以概率 1收敛于Q 3 ( i, a)。

3　状态集结

　　由于存在维数灾问题,利用基于动态规划的学

习去计算并储存代价函数的每一元素通常是不可行

的。使用代价函数逼近的简洁方法表示,可将这一局

限性缩小到一定程度,例如可用人工神经网络、多项

式和决策树等方法来逼近代价函数。状态集结是最

简单的逼近方法之一, 这一方法可显著减小状态空

间的大小,并加速基于动态规划的学习进程。

M D P 的状态集合 S = (s1, s2,⋯, sN ) , 按 S

= ∪
M

i= 1
S i和S i∩S j = <( i≠ j ) ,被分割成M (0 < M <

N ) 个簇S 1, S 2,⋯, S M。下面用 s表示原M D P中作为

个体的状态, X i表示所有的 s∈ S i 状态集结成的作

为个体的簇状态。这样就形成一个新的簇状态集合

x = (X 1, X 2,⋯, X M )。在原M D P中,在线Q - hat学

习基本上可从实际系统的 4元组序列 (st, a t, st+ 1, r t)

得到 (时间步 t∈ {1, 2,⋯,∞}。这表示在当前动作

a t和相应的即时代价 rt 下,从当前状态 st 转移到下

一状态 st+ 1。这里假定 st∈ S i, st+ 1∈ S j。根据式 (7) ,

Q - ha t学习可将Q 值进行更新。

但在状态集结后,在基于簇状态集合的Q - ha t

学习中,仅有 4元组序列 (X i
t, a t, X j

t+ 1, r t) 可观测,其

中X i
t和X j

t+ 1分别来自 st和 st+ 1的映射。应注意,由于

隐藏状态的存在, 由此得出的决策过程本质上是非

马氏的[6 ]。尽管如此,若 st∈ S i,则

Q t (X i, a) =

m ax{Q t- 1 (X i, a) , r t + ΧV t- 1 (X j ) } (8)

如依照式 (8) 应用Q - hat学习规则进行学习,仍可

证明如下定理:

　　定理2[7 ]　在上述基于最小最大决策任务中,

状态集结后依照式 (8) 而进行的Q - hat 学习所得

到的Q t (X i, a) ,将以概率 1收敛到下式中的Q 3 (X i,

a)。

Q 3 (X i, a) = m ax
X j∈N (X i, a)

{c (X i, a , X j ) +

Χm in
b

Q 3 (X j , b) } (9)

Π X i∈ x ,　a ∈A

194 控　　制　　与　　决　　策 2 0 0 0 年



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

其中

c (X i, a , X j ) = m ax{c (s, a , s′) ûs∈ S i,

　 　　　　　s′∈ S j , P (s, a , s′) > 0}

N (X i, a) = {X j ∈ xûs∈ S i,

　 　　　　s′∈ S j , P (s, a , s′) > 0}

4　基于最小最大强化学习函数
逼近方法的误差估计

　　定理3　在上述基于最小最大决策任务中, 令

K = (1, 2,⋯,M ) ,如果

m ax
i∈K

m ax
s, s′∈S i

m ax
a∈A

ûQ 3 (s, a) - Q 3 (s′, a) û ≤ Ε

成立,则状态集结后的Q 值误差估计

　　m ax
X i∈x

m ax
s∈S i

m ax
a∈A

ûQ 3 (X i, a) - Q 3 (s, a) û ≤

　　 (3 - Χ) Εö(1 - Χ)

　　证明　对于具有有限状态集S与有限动作集A

的任一M D P,设状态S 被分割为M 个簇S 1, S 2,⋯,

S M , 相应的簇状态集合为 x = (X 1, X 2,⋯, X M ) , 状

态集结后的Q 值为Q 3 (X i, a)。设存在 Ε并使
　m ax

i∈K
m ax
s, s′∈S i

m ax
a∈A

ûQ 3 (s, a) - Q 3 (s′, a) û ≤ Ε (10)

　　 下面构造一新的MD P。为方便起见, 以下用

M D PA 表示。此M D PA 在状态 s∈S 与动作 a ∈A

下的最优Q 值用Qϖ3 (s, a) 表示,并定义为

Qϖ3 (s, a) = m ax
s′∈S i

Q 3 (s′, a) (11)

其中, S i 为 s处于其中的状态子集,即 s∈ S i,Q 3 (s,

a) 为原M D P 的Q 值。由此可见,M D PA 的Q 值Qϖ3

具有如下性质: 对于任一给定的 i∈ K ,所有的 s, s′

∈ S i,所有的 a ∈A ,下式成立。

Qϖ3 (s, a) = Qϖ3 (s′, a) (12)

由式 (12) 可进一步推得,M D PA 的Q 值Qϖ3 还具有

如下性质:对于任一给定的 i∈K ,所有的X i = x ,所

有的 s∈ S i,所有的 a ∈A ,下式也成立。

Qϖ3 (X i, a) = Qϖ3 (s, a) (13)

新构造的M D P 模型M D PA 的状态转移概率记为

Pϖij (a) , 其最差的即时代价记为 cγ( i, a , j )。对于任意

选取的 i, j ∈ S 和任意选取的 a ∈A ,有

Pϖij (a) = P ( i, a , j ) (14)

其中 P ( i, a , j ) 为原M D P 的状态转移概率。对于任

意选取的 i, j ∈ S 和任意选取的 a ∈A ,有

cγ( i, a , j ) = c ( i, a , j ) + {Qϖ3 ( i, a) - Q 3 ( i, a) } -

Χ{Vϖ3 ( j ) - V 3 ( j ) } (15)

其中, c ( i, a , j ) 为原M D P 的最差即时代价,V 3 ( j )

为式 (6) 定义的原M D P的最优值函数。Vϖ3 ( j ) 为由

Vϖ3 ( i) = m in
a

Qϖ3 ( i, a) ,　Π i∈ K (16)

定义的M D PA 的最优值函数。由定义 (11) 和 (15)

不难推断,所定义的M D PA 的Q 值函数Qϖ3 满足动

态规划基本方程

Qϖ3 ( i, a) =

m ax
j∈N ( i, a)

{cγ( i, a , j ) + ΧVϖ3 ( j ) } (17)

对所有的 i∈S , a∈A 成立,它与原M D P的最优Q

值的定义 (5) 的形式完全相同。可见 (11) , (14) -

(16) 所构造的新M D PA 模型是合理的。

为了证明定理 3的结论,先对Qϖ3 与Q 3 之差做

出估计。Π i∈ S , a ∈A ,由式 (11) 得

ûQϖ3 ( i, a) - Q 3 ( i, a) û =

ûQ 3 (s3 ( i) , a) - Q 3 ( i, a) û (18)

其中 s3 ( i) ∈ S i, S i 为 i所处于其中的状态子集,且

满足

Q 3 (s3 ( i) , a ) = m ax
s′∈S i

Q 3 (s′, a) (19)

于是 Π i∈ S , i, s3 ( i) ∈ S i, a ∈A ,有

ûQϖ3 ( i, a) - Q 3 ( i, a) û ≤
m ax

k∈K
m ax
s, s′∈S k

m ax
a∈A

ûQ 3 (s, a) - Q 3 (s′, a) û ≤ Ε

(20)

由式 (9) 可得

Q 3 (X i, a) = ∑
∞

k= 0
Χk rΠ

k (21)

其中

rΠ
k = c (sΠ( ik ) , aΠ

k , sΠ( ik+ 1) ) =

m ax{c (s, a , s′) ûs∈ S ik , s′∈ S ik+ 1 , P (s, a , s′) > 0}

sΠ( ik ) 和 sΠ( ik+ 1) 分别为策略Π下第 k 时段与第 k +

1时段的状态。类似地,由式 (13) 和 (17) 可得

Qϖ3 (X i, a) = ∑
∞

k= 0
Χk rλΠ′

k (22)

其中

rλΠ′
k = cγ(sΠ′( i′k ) , aΠ′

k , sΠ′( i′k+ 1) )

由式 (15) , (20) , (16) 和 (6) 可得

ûcγ( i, a , j ) - c ( i, a , j ) û ≤ 2Ε (23)

Π i, j ∈ S ,　a ∈A

由式 (23) , (21) 和 (22) 得

ûQ 3 (X i, a) - Qϖ3 (X i, a) û ≤

2Ε∑
∞

k= 0

Χk =
2Ε

1 - Χ (24)

联合式 (20) 和 (24) 可知, Π X i∈ x , Π s∈S i, Π a∈

A ,下式成立。

　　ûQ 3 (X i, a) - Q 3 (s, a) û =
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　　 ûQ 3 (X i, a) - Qϖ3 (X i, a) + Qϖ3 (s, a) -

　　Q 3 (s, a) û ≤
(3 - Χ) Ε

1 - Χ (25)

可见定理 3的结论成立。

5　结　　论

　　在基于动态规划的强化学习中,利用状态集结

方法可以减小状态空间的大小,从而在一定程度上

克服了维数灾的困难;同时还可以加快学习速度。但

状态集结是一种逼近方法,由此产生的重要问题是,

状态集结后的Q - hat 强化学习收敛所得的最优Q

值函数与集结前相应的最优Q 值函数会有多大误

差。本文证明了只要在状态集结中,被集结的同簇里

任意两个状态对应的Q 值的差值足够小,则由集结

而导致的最优Q 值误差可以达到任意小。
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