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摘　要　在提出广义模糊推理概念的基础上,提出并分析了广义模糊径向基 (RBF )神经网络模型,给出

了该网络的广义学习算法。仿真结果验证了广义模糊 RBF 神经网络模型具有良好的函数逼近能力,所

提出的学习算法是可行和有效的。
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Abstract　A new concep t of generalized fuzzy inference and the generalized fuzzy RBF netw o rk model

are p resen ted. T he generalized learn ing algo rithm of th is netw o rk model is derived. Sim ulation resu lts

show that the general fuzzy RBF netw o rk has the ab ility to app rox im ate arb itrary non linear function

w ith an arb itrary degree of accuracy, and the learn ing algo rithm p resen ted is effective and feasib le.
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1　引　　言

　　在模糊控制中, 最常见的模糊逻辑系统有三

类[1 ]: 纯模糊逻辑系统, 高木 — 关野 (T akagi -

Sugeno) 模糊逻辑系统和具有模糊化和反模糊化的

模糊逻辑系统。在模糊规则的表示上,它们均可写成

“IF - TH EN”的形式。如果定义相对合成Sup - 3
= <l,定义结论函数 f (yθ) = yθ l, 则三类模糊逻辑系

统具有统一的推理形式

y = ∑
m

l= 1

f (yθ) <l (1)

　　对于不同的推理系统, <是一致的,所不同的只

是 f (yθ)。由于 T - S型模糊系统用线性方程形式的

f (yθ) 代替了一般模糊系统中的模糊数,使系统可用

较少的规则描述一个复杂的非线性系统。如果从空

间的角度看,在一个具体规则中,第一、二类的 f (yθ)

是一个平行于输入平面的超平面;而 T - S系统中

3 广东省自然科学基金项目 (960101)

　 1998 - 10 - 12收稿, 1998 - 12 - 15修回

的 f (yθ) 是一个具有任意斜率和截距的超平面。当用

这两种超平面去逼近一个非线性曲面时, 在一定的

超平面数下, T - S系统能达到更好的逼近效果。将

此结论进行推广, 用超曲面去逼近任意的非线性曲

面,可以预见其效果将比超平面更为显著。据此推导

出广义模糊推理的概念。

本文在提出广义模糊推理概念的基础上, 提出

了广义模糊径向基 (RBF) 神经网络,以利用网络强

大的运算能力归纳模糊推理系统的规则。同时,对广

义的网络学习算法进行推导和讨论。仿真结果验证

了该学习算法的有效性, 并表明该网络模型具有良

好的函数逼近能力。

2　广义模糊推理

　　定义 1　广义模糊推理规则定义为

R
( l) : IF x 1 is F l

1, x 2 is F l
2,⋯, x n is F l

n

TH EN　y l = G l (x ) (2)

式中G (x ) 表示规则 R
( l) 的局域函数。为运算方便,

往往取G (x ) 为多项式形式。
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定理 1　当采用单值模糊化、中心平均反模糊

化和 T 范数运算时, 由式 (2) 定义的模糊推理输出

为

y =
∑

m

l= 1
yθ l ∏

n

i= 1
ΛF l

i
(x i)

∑
m

l= 1
∏

n

i= 1

ΛF l
i
(x i)

= ∑
m

l= 1
G l (x ) <l (3)

　　该广义模糊推理模型是模糊推理系统的一种

统一形式。它不仅包括了上述三种模糊推理系统,而

且引出更为广泛的推理方式。

3　广义模糊 RBF神经网络

3. 1　RBF网络与广义模糊推理系统的函数等价性

　　RBF 网络是一种品质优良的网络。已经证明

RBF 网络可在任意精度下逼近任意的非线性函数,

且不存在局部最小问题[2 ]。文献 [ 3, 4 ] 详细证明了

模糊推理系统与RBF 神经网络的函数等价性。本文

则证明广义模糊推理系统与RBF 神经网络也具有

函数等价性。

定理2　归一化的RBF神经网络与广义模糊推

理系统在满足下列条件时具有函数等价性:

1) RBF 神经网络的中心值个数等于广义模糊

推理系统“IF—TH EN”规则条数;

2) 广义模糊推理系统各模糊子集的隶属函数

与RBF 网络的径向基函数相同;

3) RBF 神经网络和广义模糊推理系统采用相

同的总输出形式。

3. 2　广义模糊 RBF神经网络

定义 2　广义模糊 RBF 神经网络 (GFRBFN )

定义为完成模糊合成推理映射M 1 和输出映射M 2,

且输出层权函数为输入变量函数的RBF 神经网络。

这里M 1 映射是从输入变量空间到模糊规则合

成空间的映射, 表达了模糊规则的 IF 部分。它包括

模糊子映射和规则合成子映射,由图 1的 1 - 3层完

成,其输出为合成规则函数

<i =
Λi (‖X - cγi‖)

∑
m

i= 1
Λi (‖X - cγi‖)

　　M 2 映射是从模糊规则合成空间到输出空间的

映射,它表达模糊规则的 TH EN 部分,由图 1的第 4

层完成,输出为

y = ∑
m

i= 1
<iG i (X )

其中输出层权函数G i (X ) 为多项式形式。

图 1　广义模糊 RBF神经网络模型

4　输入空间模糊最优聚类算法

4. 1　前提参数的模糊最优聚类算法

对于任意给定的非线性函数 f (x ) , 当用

GFRBFN 对其重构时, 我们希望网络输出 y (x ) 满

足

E = ‖f (x ) - y (x )‖ = m in (4)

　　式 (4) 误差由两部分组成: 1) 网络中心值和径

向基函数形状估计引起的结构参数误差; 2) 网络局

域方程估计引起的结论参数误差。为体现这两类误

差,设标准误差函数[5 ]

J (Λ, cγ, Α) = p 1 ∑
N

t= 1
∑

m

l= 1
Λl ( t) Χ‖X ( t) - cγl‖2 +

　　　　　 p 2 ∑
N

t= 1
∑

m

l= 1
Λl ( t) Χel ( t) 2

el ( t) = y ( t) - y l ( t) =

　　　 y ( t) - [Αl
0 + Αl

1Υ1 ( t) + ⋯ + Αl
qΥq ( t) ] =

　　　 y ( t) - Υ( t) ΑlT

Υ( t) = [ 1　Υ1 ( t)　Υ2 ( t)　⋯　Υq ( t) ]

Αl = [Αl
0　Αl

1　⋯　Αl
q ]

Υi ( t) = [x 1 ( t) i,⋯, x n ( t) i, x 1 ( t) x 2 ( t) i- 1,

　　 　⋯, x n- 1 ( t) i- 1x n ( t) ],　i = 1, 2,⋯, q

Αl
i = [Αl

i1,⋯, Αl
isi

],　si = C i
i+ n- 1,　i = 1, 2,⋯q

(5)

其中 y l ( t) = Υ( t) ΑlT 为网络的第 l个局域方程估计。

Υi ( t) Αl
i是局域方程中的 i次齐次多项式, Υi ( t) 是输入

变量的 i次齐次项矢量, Αl
i是输入变量 i次齐次项矢

量的系数, q为多项式最高次数;‖X ( t) - cγl‖为第

t个样本对于第 l个中心 cγl = [cl1, cl2,⋯, c ln ]T 的距

离, l = 1, 2,⋯,m ,m 为中心值个数即规则个数, t =

1, 2,⋯,N ,N 为样本总数; Λl ( t) 为第 t个样本对于
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第 l个中心的隶属度,对于所有的 t,∑
m

l= 1
Λl ( t) = 1, Χ

为宽度函数,它直接影响隶属函数的形状。

式 (5) 中的第一项达到最小, 对应中心值的最

优取值;第二项达到最小,对应网络局域方程达到最

优估计。通过选取优化系数 p 1 和 p 2 的值,调整优化

的侧重程度。

将式 (5) 分别对Λ( t) , cγl和Αl求导,使其最小化,

可得如下定理:

定理 3　式 (5) 达到最小的条件是

cγl =
∑

N

t= 1
Λl ( t) ΧX ( t)

∑
N

t= 1

Λl ( t) Χ

Αl =
∑

N

t= 1
Λl ( t) Χy ( t) Υ( t)

∑
N

t= 1
Υ( t) Λl ( t) ΧΥ( t)

l = 1, 2,⋯,m

(6a)

　　如果 p 1‖X - cγj‖ + p 2e2
j ( t) ≠ 0,令 Ρ = 1öΧ

- 1,则

Λl ( t) = { [p 1‖X ( t) - cγl‖2 + p 2e2
l ( t) ]Ρ×

∑
m

j = 1

1
p 1‖X ( t) - cγj‖2 + p 2e2

j ( t)

Ρ - 1

(6b)

否则 　　　Λl ( t) =
1,　l = j

0,　l≠ j

4. 2　结论参数的估计

由式 (6) 算法直接导出的隶属函数, 不仅包括

输入变量而且包括输出误差项。为简化运算,仅考虑

输入变量, 即隶属函数为式 (7) 钟型函数。同时, 为

保证结论参数在各输入子集上是局部最优的, 在讨

论局域方程时假设此前提参数固定不变。

Λl ( t) =
∑

m

j= 1
‖X ( t) - cγl‖2Ρ

‖X ( t) - cγj‖2Ρ

- 1

(7)

　　对于n输入ö单输出系统,设第 l条模糊规则的

局域方程为 y l = Υ( t) Αl (定义如式 (5) ) ,对于样本点

(X ( t) , y ( t) ) ,网络的输出为

　　　y ( t)′= ∑
m

l= 1
Λl (X ( t) ) y l ( t) =

　　　[Ωt
1, Ωt

2,⋯, Ωt
m ] [Α1, Α2,⋯, Αm ]T = Ωt Α

⌒

其中

Ωt
l = Λl (X ( t) ) Υ( t)

Αl = [Αl
0, Αl

1,⋯, Αl
q ]

当有N 个样本点 (X ( t) , y ( t) ) ( t = 1, 2,⋯,N ) 时,

网络输出为

Y′=

y′(1)

y′( t)

�
y′(N )

=

7 1

7 2

�
7 N

Α
⌒

=

　　

7 1
1 7 1

2 ⋯ 7 1
m

7 2
1 7 2

2 ⋯ 7 2
m

� � �
7 N

1 7 N
2 ⋯ 7 N

m

Α
⌒

　　令拟合误差函数J (Α
⌒

) = ‖Y - ΩΑ
⌒

‖2,根据最

小二乘法原理,要使 J (Α
⌒

) 达到最小,必有

Α
⌒

= [7 T 7 ]- 17 TY (8)

　　根据定理 3和上述局域方程最小二乘估计法,

得到输入空间模糊最优聚类算法:

Step 1: 选取优化系数 p 1, p 2和隶属函数形状系

数 Χ,选择中心个数m ,给定学习终结参数 Φ,误差系

数 Ν和初始隶属度 Λ(0)
l ,∑

m

l= 1
Λ(0)

l = 1;

Step 2: 根据式 (6) 计算修改 Λ(k)
l , cγ(k)

l ;

Step 3: 当‖Λ(k+ 1) - Λ(k)‖ > Φ时,重复Step 2,

否则转 Step 4;

Step 4: 根据式 (8) 估计局域方程 Α
⌒

;

Step 5: 当所有采样点的平方和误差函数 e2 =

∑
N

t= 1

‖y ( t) - y ( t)′‖≤ Ν时,学习结束; 否则,增加

中心值个数m ,重复 Step 1 - Step 5。

5　仿真实验
　　通过函数的逼近问题,讨论当取不同的结论局

域方程时,广义模糊RBF 神经网络的逼近效果和特

点。设期望函数

y d = 2. 5 (x 1 + x 2 - 0. 25) 2 + sin (5Πx 1x 2)

x 1 ∈ [ 0, 1 ],　x 2 ∈ [ 0, 1 ]

分别设置如下 3 种局域方程, 按第 4 节的学习方法

构造 GFRBFN。

1)　y l
1 = Αl (Αl 为常数)

2)　y l
2 = Αl

0 + Αl
1x 1 + Αl

2x 2

3)　y l = Αl
0 + Αl

1x 1 + Αl
2x 2 + Αl

3x 2
1 +

　　 　　　　Αl
4x 2

2 + Αl
5x 1x 2

当函数

y d = 2. 5 (x 1 + x 2 - 0. 25) 2 + sin (5Πx 1x 2)
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时,网络的仿真结果如图 2所示。

图 2　仿真结果

(a)　期望函数的三维曲面输出　　　

(b)　采用局域方程 1) 的网络输出曲面

(c)　采用局域方程 2) 的网络输出曲面

(d)　采用局域方程 3) 的网络输出曲面

　　图 2 (a) 为期望函数的三维期望曲面; 图 2 (b)

为取局域方程 1) 构造网络的输出曲面, 网络中心

个数m = 64, 重构平方和误差 e2 = ∑
N ′

i= 1

(y d i
- y i) 2

= 8. 101;图 2 (c) 为取局域方程 2) 构造网络的输出
曲面,m = 36, e2 = 2. 781;图 2 (d) 为取局域方程 3)
构造网络的输出曲面,m = 16, e2 = 1. 293。
从图 2可以看出,随着局域方程复杂程度的增

加,在取相同逼近精度的前提下,网络所需的中心个

数逐渐减少。而且随着函数非线性度的提高,该优点

更加突出。但另一方面, 随着运算复杂性的提高, 其

运算速度和规则的可理解性相应降低。

6　结　　论

　　本文在总结现有的三种模糊推理系统的基础

上,提出广义模糊推理的概念;在证明广义模糊推理

系统与RBF 神经网络具有函数等价性的前提下,提

出广义模糊RBF 神经网络模型和输入空间模糊最

优聚类学习算法。仿真结果表明该算法是可行且有

效的,所提出的广义模糊RBF 神经网络可在任意精

度下逼近任意的非线性函数。该研究成果在神经网

络应用和多变量控制领域具有良好的应用前景。
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