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摘　要　讨论线性不确定系统的镇定问题,得出了相应的状态反馈律的设计方法。该系统的参数不确定

性是结构性的且值有界,其不确定性的描述更具实际意义。在不确定性存在的情况下,所设计的控制器

与M ehdi提出的控制器同样具有某种最优性,且其保守性低于文献[1 ]给出的结果。
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D esign of L inear Con troller to Stabil ize
Uncerta in L inear System s with State Feedback

J iang B en tie, L eng K ep ing

(N o rtheastern U niversity)

Abstract　A design of linear con tro ller is p resen ted to stab ilize uncerta in linear system s in sta te space

rep resen tat ion. T he param eter uncerta in ty is structu red and value is bounded. T he design is an im 2
p rovem ent on that p resen ted by M ehdi in reference[1 ]. W ith a con tro ller designed here, the op tim ality

of LQ regu lato r is p reserved in the p resence of uncerta in ty.
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1　引　　言

　　在实际线性系统中, 不确定项往往具有数值

界。文献 [ 2 ] 给出其不确定项的表达形式 û∃A û <

E ,即在不确定参数矩阵 ∃A 中,每个元素的绝对值

均小于矩阵 E 中的相应元素,其中 E 是元素均非负

的常数阵。M ehdi等[1 ] 对不确定参数具有数值界的

线性系统提出了状态反馈镇定控制器的设计方法,

并指出该控制器在一般意义下保持了某种最优性。

用该方法处理低阶线性不确定系统很有意义, 但在

处理高阶线性不确定系统时则显得很保守。其原因

在于设计控制律时,必须求解R icca ti矩阵方程

A T P + PA - P (B B T - ΕI ) P +

n
Εd iag (E T E ) + Q = 0 (1)

不难看出, 随着维数 n 的增加, 矩阵 n
Εdiag (E TE )
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的正定性也不断增加,使得P 阵增大,方程可解性不

断降低,甚至导致方程无解。

本文针对文献 [ 1 ] 方法存在的不足, 提出一种

新的状态反馈控制器的设计方法, 同时允许控制通

道存在不确定性。

2　几个引理

　　引理1　对于矩阵X , Y ∈R n×m ,不等式X T Y +

Y TX ≤X TX + Y T Y 成立。

为研究方便,令Κi (3 ) ( i = 1, 2,⋯, n ) 为对称矩

阵 3 ∈R n×n的特征值,且Κ1 (3 ) ≤Κ2 (3 ) ≤⋯≤

Κn (3 )。

引理 2　设Κi ( i = 1, 2,⋯, n ) 为对称矩阵A (A

∈R n×n) 的特征值,则

Κn (A ) = m axx≠0
x′A x
x′x = m ax‖x‖= 1x′A x

Κ1 (A ) = m inx≠0
x′A x
x′x m in‖x‖= 1x′A x
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　　引理 3　设 Κi (A ) , Κi (B ) 和 Κi (A + B ) ( i = 1,

2,⋯, n) 分别为矩阵A ,B 和A + B ∈R n×n 的特征

根,则不等式 Κi (A ) + Κ1 (B ) ≤ Κi (A + B ) ≤ Κi (A )

+ Κn (B ) 成立。

　　引理 4　对于两个对称矩阵A , E ∈R n×n ,如果

ûA û < E ,则 Κn (E ) ≥ Κn (A )。

　　证明　由引理 2知,存在两个向量 x 0 = [x 01,

⋯, x 0n ]′∈R n 和 z 0 = [z 01,⋯, z 0n ]′∈R n ,使得

Κn (A ) =
x′0A x 0

x′0x 0
,　Κn (E ) =

z′0E z 0

z′0z 0

定义向量
y = [y 01,⋯, y 0n ]′= [ ûx 01û ,⋯, ûx 0nû ]′

于是有

Κn (A ) =
x′0A x 0

x′0x 0
≤

y′0E y 0

y′0y 0
≤

z′0E z 0

z′0z 0
= Κn (E )

从而此引理成立。
　　引理 5　优化问题

m axJ = m ax
x i
∑

n

i= 1
a ix

2
i

s. t. ∑
n

i= 1
x 2

i = 1

的一个解为 xθ = [ 0,⋯, 0, 1
k

, 0,⋯, 0 ]′,这里 a i≥ 0 ( i

= 1, 2,⋯, n ) 已知,且ak = m ax i{a iû i = 1, 2,⋯, n}。
　　证明　因为对于

Π x′= [x 1, x 2,⋯, x n ],　‖x‖2 = 1

有

J = ∑
n

i= 1

a ix
2
i ≤∑

n

i= 1

akx
2
i = ak∑

n

i= 1

x 2
i = ak

即m axx i
J ≤ ak。又因为对于

xθ = [ 0,⋯, 0, 1
k

, 0,⋯, 0 ]′

有

J (xθ) = ∑
n

i= 1

a ix
2
i = akx

2
1 = ak

所以 xθ 是此优化问题的一个解。
　　引理 6　考虑对称阵R 2 = (rij ) ∈R n×n ,即

R 2 =

0 r1 2 ⋯ r1 n

r1 2 0 ⋯ r2 n

� ω �
r1 n- 1 ⋯ 0 rn- 1 n- 1

r1 n ⋯ rn- 1 n- 1 0

∈R n×n

其中rij≥0。令rm ax = m ax i ∑
n

j= 1, j≠i

r ij û i = 1, 2,⋯, n ,

则 Κn (R 2) ≤ rm ax。

　　证明　由引理2和引理5知, 对于Π x′= [x 1,

x 2,⋯, x n ]′∈R n , ∑
n

i= 1
x 2

i = 1,有

x′R x = ∑
n

i= 1
∑

n

j= 1
x i r ijx j ≤∑

n

i= 1
∑

n

j> i

(rij x
2
i + r ijx

2
j ) =

∑
n

i= 1
∑

n

j = 1, j≠i

rijx
2
i ≤ rm ax∑

n

i= 1

x 2
i = rm ax

所以 Κn (R 2) ≤ rm ax。

　　引理 7　从矩阵 ∃A 和 E = (eij ) 出发,定义矩

阵R = ∃A ′∃A = (r ij ) ,W = E′E = (w ij )。如果不确

定阵 ∃A 满足 û∃A û < E ,则有

W{ = diag [w m ax + w 11,⋯,w m ax + w nn ] ≥R

其中 w m ax = m ax i ∑
n

j = 1, j≠i

w ij û i = 1, 2,⋯, n

　　证明　令 rm ax = m a x i { ∑
n

i= 1, j≠i

r ij û i = 1 , 2 , ⋯ ,

n}, 因为 û∃A û < E ,有 ûR û < W 和 rm ax≤w m ax。定

义 R 1 = diag [ r11,⋯, rnn ], R 2 = R - R 1,W 1 =

diag [w 11,⋯,w nn ],W 2 = W - W 1。由引理 2和引理

4知, ûR 2û < W 2, Κ1 (- R 2) = Κn (R 2) ≤ Κn (W 2) =

w m ax,进而由引理 6知

Κ1 (W{ - R ) ≥

Κ1 (W{ - R 1) + Κ1 (- R 2) =

w m ax + w 11 - r11 - Κn (R 2) ≥

w ii - r ii + (w m ax - Κn (W 2) ) ≥ 0

即W{ ≥R。

3　主要结果

　　考虑线性不确定系统

xα( t) = (A + ∃A ) x ( t) +

(B + ∃B ) u ( t) (2)

其中, x 为 n维状态向量, u为m 维控制向量,A 和B

为具有适当维数的实阵; ∃A 和 ∃B 为元素值有界的

不确定参数阵 û∃A û < E , û∃B û < D , E 和D 是两个

给定的且其元素均大于或等于零的常阵。

注 1　当∃B = 0时,系统 (2) 可简化为文献[ 1 ]

所研究的系统。

本文的目的是寻找状态反馈控制器 u ( t) =

K x ( t) ,使得系统 (2) 在控制 u = K x 下,闭环二次稳

定。系统 (2) 的闭环二次稳定的定义如下:

定义 1　对于线性系统 (2) ,如果存在一个对称

正定阵 P 和一个正数 Α,使得对 x ∈R n ,不等式

x T [ (A + ∃A + (B + ∃B ) K ) T P +

　　　P (A + ∃A + (B + ∃B ) K ) ]x ≤

　　　 - Α‖x‖2 (3)
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成立,则称系统 (2) 在控制 u = K x = - B T P x 下是

二次稳定的。

定理 1　在线性不确定系统 (2) 中,如果对于某

一常数Α> 0,存在正数Ε,对称正定阵P 和半正定阵

Q , R icca ti矩阵方程

A ′P + PA - P (B B ′- ΕI - Fϖ) P +
1
ΕW{ + Q = 0 (4)

正定解P 存在,则线性不确定系统 (2) 在反馈控制 u

= K x = - B T P x 下二次稳定。其中

W = E T E = (w ij )

W{ = diag [w m ax + w 11,⋯,w m ax + w nn ]

F = D D T = (F ij )

Fϖ = diag [ f m ax + f 11,⋯, f m ax + f nn ]

w m ax = m ax i ∑
n

j = 1, j≠i

w ij û i = 1, 2,⋯, n

f m ax = m ax ∑
n

j= 1, j≠i

f ij û i = 1, 2,⋯, n

　　证明　假设存在对称非负矩阵Q 和正数 Ε,使

得方程 (4) 具有唯一对称正定解 P , 则由方程 (4)

知,存在一正数 Α,使得不等式

x T [A TP + PA - PB B T P + ΕP P +

P FϖP +
1
ΕW{ ]x ≤- Α‖x‖2 (5)

成立。注意,由引理 3知

x T [ΕP P +
1
ΕW{ ]x ≥

x T [ΕP P +
1
Ε∃A T ∃A ]x ≥

x T [∃A TP + P ∃A ]x

x T [PB B T P + P FϖP ]x ≥

x T [PB B T P + P ∃B ∃B TP ]x ≥

x T [ - PB ∃B T P - P ∃B B TP ]x

从而可得

x T [ (A + ∃A - (B + ∃B )B TP ) T P +

P (A + ∃A - (B + ∃B )B T P ) ]x =

x T [ (A TP + PA ) + (∃A T P + P ∃A ) -

2PB B T P - PB ∃B TP - P ∃B B T P ]x ≤

x T [ (A TP + PA ) + ΕP P +
1
ΕW{ -

2PB B T P + PB B TP + P FϖP ]x =

x T [A T P + PA - PB B T P + ΕP P +

P FϖP +
1
ΕW{ ]x ≤- Α‖x‖2

因而可知在状态反馈控制下, 闭环系统是二次渐近

稳定的。(证毕)

在系统 (2) 中,如果令 ∃B = 0,则由定理 1直接

可得如下推论:

推论 1　当 ∃B = 0时,系统 (5) 可二次渐近镇

定的充分条件为: 存在正数 Ε,对称非负实阵Q 和对

称正定实阵 P ,使得R icca t i矩阵方程

A T P + PA - P (B B T - ΕI ) P +

1
ΕW{ + Q = 0 (6)

成立,其状态反馈控制律为 u = K x = - B T P x。

注 2　在(11)式中, 如果将 1
ΕW{ 改写成 n

Ε d iag

(E T E ) ,则推论 1变成文献[ 2 ] 中的定理 1。

由推论 1 所得到的控制器同样具有某种最优

性,即存在某个非负矩阵Q
δ使得在此控制器 u = K x

下,可极小化性能指标

J =∫
∞

0
(x TQδx + uTu ) d t (7)

　　证明由文献[ 2 ] 中证明直接平移过来, 此略。

4　结　　语

　　本文针对线性不确定系统给出了状态反馈镇定

控制律的设计方法。控制器的设计建立在求解一个

相应R iccat i方程的基础上,其保守性在某些情况下

低于文献[ 1 ]介绍的方法,可用于处理高维线性不确

定系统的状态反馈镇定,输出反馈镇定和鲁棒输出

跟踪等许多问题,其思想也适用于非线性系统的鲁

棒控制。
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