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柔性臂振动系统角速度反馈控制的
最优指数衰减率问题3

于景元
(北京信息与控制研究所　100037)

　王耀庭　李胜家
　 (山西大学数学系)

摘　要　讨论柔性臂的端点角速度反馈控制问题。通过对系统特征值和特征函数的渐近表示式的进一

步研究,用特征扰动的 Payley- W iener稳定性理论,证明了该系统的最优指数衰减率可由系统的谱来

确定。
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Optimal Exponen tia l D ecay Rate on the Flex ible Beam
with Angular Veloc ity Feedback Con trol

Y u J ingy uan

(Beijing Inst itu te of Info rm ation and Contro l)

　W ang Y aoting , L i S hengj ia

(Shanx i U niversity)

Abstract　T he p rob lem of angu lar velocity feedback con tro l caused by a flex ib le beam on a vibrat ing

system is discussed. T he stab ility is w ell know n, bu t the op tim al exponen tia l decay rate on the system

is new. In o rder to determ ine the decay rate, an assistan t system as a basic system is in troduced, and

the system is considered as a pertu rbation of the assistan t system. By the Payley- W iener stab ility the2
o ry, it is p roved that a set of the eigenvecto rs of the system fo rm a R iesz basis of the sta te space. So

the spectrum of the system is determ ined, and the op tim al decay rate can be determ ined by the spec2
t rum of the system.

Key words　Euler- Bernou lli beam , R iesz basis, exponen tia l stab ility, op tim al exponen tia l decay rate

1　引　　言

　　近年来,人们对柔性、弹性系统

m y tt (x , t) + E Iy x x x x (x , t) = 0

　　　　 0 < x < l, t > 0

y (0, t) = y x (0, t) = y x x x ( l, t) =

　　 　　y x x ( l, t) = 0

(1)

的控制问题产生了兴趣[1- 8 ]。Chen 等研究了单根和

多根连接梁振动系统的节点控制问题, 证明了该系

统的能量是一致指数衰减的。但如何确定系统的最

优指数衰减率问题却一直未能解决[1- 3 ]。

系统的最优指数衰减率 Ξ0 与系统谱的关系为

Ξ0≥Sup {R eΚ, Κ是系统的谱}。在什么条件下等号成

立,是分布参数控制理论研究中最关心的问题之一。

这个问题一直是偏微分方程、算子半群和分布参数

控制系统的稳定性研究的一个重大问题。文献[ 1 -

3 ] 给出了系统谱的数字仿真结果,但未能给出系统

的谱和系统的最优指数衰减率的关系。Con rad 等[4 ]

研究了系统仅在速度反馈控制 y x x x (1, t) = k 1y t ( l,

t) 作用下闭环控制系统的特征元结构问题, 用隐函

数理论和扰动论的方法证明: 当 k1 很小时, 闭环系

统的特征元构成状态空间的R iesz基, 从而证明了

该类控制系统的最优指数衰减率等于系统谱的实部
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的上确界。但是,对端点的角速度反馈控制系统

y tt (x , t) + y x x x x (x , t) = 0

　　　 0 < x < 1, t > 0

y (0, t) = y x (0, t) = y x x x (1, t) = 0

K y x x (1, t) = - y x t (1, t)

y (x , 0) = y 1 (x )

y t (x , 0) = y 2 (x )

　　 0≤ x ≤ 1

(2)

的最优指数衰减率问题, Con rad 方法是失效的。

本文研究角速度反馈控制系统的特点, 引入一

个辅助系统, 对系统的特征值和特征函数做更精细

的研究。用特征扰动的 Payley - W iener 稳定性理

论,证明了在一定条件下,角速度反馈控制系统的最

优能量指数衰减率可用系统的谱来确定。

为了研究系统 (2) ,引入一个辅助系统

y tt (x , t) + y x x x x (x , t) = 0

　　　　0 < x < 1, t > 0

y (0, t) = y x (0, t) = y x x x (1, t) =

　　　　 y x t (1, t) = 0 (3)

y (x , 0) = y 1 (x )

y t (x , 0) = y 2 (x )

　　 为研究系统 (2) 和 (3) , 这里引进空间 V =

{<(x ) ; <∈H 2 (0, 1) , <(0) = <′(0) = 0},V 的范数

为‖<‖ =∫
1

0
<″(x ) <″(x ) dx , <∈V。定义微分算子

A 0 =
0 I

- d4ödx 4 0
,　D (A 0) = { (u , v ) , u ∈

H 4 (0, 1) ∩V , v ∈V , uÊ(1) = 0, v′(1) = 0};微分

算子A 1 =
0 I

- d4ödx 4 0
,D (A 1) = { (u , v ) , u

∈ H 4 ( 0 , 1 ) ∩V , v∈V , u Ê( 1 ) = 0 , v′( 1 ) =

- K u″(1) }。

设 Y ( t) = (y (x , t) , y t (x , t) ) T。辅助系统 (3) 可

写成一阶发展方程

d
d t

Y ( t) = A 0Y ( t) ,　t > 0

Y (0) = Y 0

Y 0 = (y 1, y 2) T ∈V ×L 2 (0, 1)

(4)

系统 (2) 可写成一阶发展方程

d
d t

Y ( t) = A 1Y ( t) ,　t > 0

Y (0) = Y 0

Y 0 = (y 1, y 2) T ∈V ×L 2 (0, 1)

(5)

2　辅助系统特征值的分布

和特征函数表示

　　系统 (3) 或 (4) 的特征方程为

<″″(x ) + Κ2<(x ) = 0,　0 < x < 1

<(0) = <′(0) = <Ê(1) = Κ<′(1) = 0
(6)

如果 Κ= 0,则系统 (6) 可写成

<″″(x ) = 0,　0 < x < 1

<(0) = <′(0) = <Ê(1) = 0
(7)

如果 Κ≠ 0,则系统 (6) 可写成

<″″(x ) + Κ2<(x ) = 0,　0 < x < 1

<(0) = <′(0) = <Ê(1) = <′(1) = 0
(8)

显然,系统 (8) 的全部特征元构成L 2 (0, 1) 和V 0 =

{<∈H 2 (0, 1) , <(0) = <′(0) = <′(1) = 0} 的直交

基。又因 (7) 的所有解形如 <(x ) = ax 2, a ∈C ,要研

究系统 (6) ,只需研究系统 (8)。

下面考虑二次特征问题 (8)。设 Ξ1, Ξ2, Ξ3 和 Ξ4

是方程 Ξ4 = - 1的 4个根,并设Θ4 = Κ2,则 <j (x ) =

eΞj Θx ( j = 1, 2, 3, 4) 是方程 <″″(x ) + Κ2<(x ) = 0的基

本解。由微分方程特征值理论[9 ] ,经计算可得如下引

理:

引理 1　系统 (8) 的特征值可表示为如下的渐

近形式

Κn1 = e- 5
4 ΠiΠ - n +

1
4

i + O
1
n

2

=

n -
1
4

2

iΠ 1 + O
1
n2 (9)

　　　　　 n = 1, 2,⋯

Κn2 = e-
3
4 ΠiΠ n +

1
4

i + O
1
n

2

=

- n +
1
4

2

iΠ 1 + O
1
n2 (10)

　　　　　n = 1, 2,⋯

其中 Κn j
是特征行列式

∃1 (Κ) =

Ξ1 Ξ2 Ξ3 Ξ4

1 1 1 1

Ξ3
1eΞ1Θ Ξ3

2eΞ2Θ Ξ3
3eΞ3Θ Ξ3

4eΞ4Θ

Ξ1eΞ1Θ Ξ2eΞ2Θ Ξ3eΞ3Θ Ξ4eΞ4Θ

= 0

(11)

的单根。

由引理 1,我们给出特征问题 (8) 的特征函数表

示公式。

引理 2　特征问题 (5) 的特征函数可表示为
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　　　　　<n1
(x , Θn1

) =

　　　　　2i[ (eΞ3Θn1 + eΞ2Θn1 ) eΞ1Θn1
x -

　　　　　 (eΞ3Θn1 + e (Ξ1- Ξ4) Θn1 ) eΞ2Θn1
x -

　　　　　 (eΞ2Θn1 + e (Ξ1- Ξ4) Θn1 ) eΞ3Θn1
x +

　　　　　 (e (Ξ1+ Ξ3) Θn1 + e (Ξ1+ Ξ2) Θn1 ) eΞ4Θn1
(x - 1) ] (12)

　　　　　x ∈ [ 0, 1 ],　n = 1, 2,⋯

其中, Ξ1 = e
3
4 Πi, Ξ2 = e

5
4 Πi, Ξ3 = e

Πi
4 , Ξ4 = e- Πi

4。

<n2
(x , Θn2

) =

- 2i[ (eΞ3Θn1 + eΞ2Θn1 ) eΞ1Θn1
x -

(eΞ3Θn1 + e (Ξ1- Ξ4) Θn1 ) eΞ2Θn1
x -

(eΞ2Θn1 + e (Ξ1- Ξ4) Θn1 ) eΞ3Θn1
x +

(e (Ξ1+ Ξ3) Θn1 + e (Ξ1+ Ξ2) Θn1 ) eΞ4Θn1
(x - 1) ] (13)

x ∈ [ 0, 1 ],　n = 1, 2,⋯

其中, Ξ1 = e
5
4 Πi, Ξ2 = e

3
4 Πi, Ξ3 = e- Πi

4 , Ξ4 = e
Πi
4。

并且存在一个常数M 0 > 0,使得对每个特征函

数 <n j
(x ) ,有不等式

û<n j
(x , Θn j

) û ≤M 0

û<′n j
(x , Θn j

) û ≤M 0n

j = 1, 2,　n = 1, 2,⋯

(14)

　　证明略。

3　问题 (2) 特征值的分布和特征函数

　　系统 (2) 或 (5) 的特征问题为二次特征问题

<″″(x ) + Κ2<(x ) = 0, 0 < x < 1

<(0) = <′(0) = 0

<Ê(1) = 0, K <″(1) = - Κ<′(1)

(15)

　　下面讨论 (15) 的特征值分布问题。设 Ξ1, Ξ2, Ξ3

和 Ξ4 是方程 Ξ4 = - 1 的 4 个根, 并设 Θ4 = Κ2, 则

<j (x ) = eΞj Θx ( j = 1, 2, 3, 4) 是方程 <″″(x ) + Κ2<(x )

= 0的基本解。由微分方程特征值理论[9 ] ,经计算可

得如下引理:

引理 3　 (15) 的特征值可表示为如下形式

Λn1 = Κn1 1 + O
1

Θ2
n1

2

Λn2 = Κn2 1 + O
1

Θ2
n2

2
, n = 1, 2⋯ (16)

其中 Κn1 和 Κn2 , Θn1 , Θn2 由 (9) 和 (10) 给出。Λn j
是特征

行列式

　∃1 (Κ) =

Ξ1 Ξ2

1 1

Ξ3
1eΞ1Θ Ξ3

2eΞ2Θ

K Ξ2
1

Θ + Ξ1 eΞ1Θ K Ξ2
2

Θ + Ξ2 eΞ2Θ

　　

Ξ3 Ξ4

1 1

Ξ3
3eΞ3Θ Ξ3

4eΞ4Θ

K Ξ2
3

Θ + Ξ3 eΞ3Θ K Ξ2
4

Θ + Ξ4 eΞ4Θ

= 0 (17)

的根。并且存在一个自然数N 0 > 0,使得当 n > N 0

时, Λn j
是 ∃1 (Κ) = 0的单根。

下面给出特征问题 (15) 的特征函数的渐近表

示公式。由引理 3可得如下结果:

引理 4　特征问题 (15) 的特征函数可渐近表示

为

Ωn1
(x , v n1

) =

2i[ (eΞ3vn1 + eΞ2vn1 ) eΞ1vn1
x -

(eΞ3vn1 + e (Ξ1- Ξ4) vn1 ) eΞ2vn1
x -

(eΞ2vn1 + e (Ξ1- Ξ4) vn1 ) eΞ3vn1
x +

(e (Ξ1+ Ξ3) vn1 + e (Ξ1+ Ξ2) vn1 ) eΞ4vn1
(x - 1) ] +

O
K
v n1

, x ∈ [ 0, 1 ], n = 1, 2,⋯ (18)

其中, Ξ1 = e
3
4 Πi, Ξ2 = e

5
4 Πi, Ξ3 = e

Πi
4 , Ξ4 = e- Πi

4。

Ωn2
(x , v n2

) =

- 2i[ (eΞ3vn1 + eΞ2vn1 ) eΞ1vn1
x -

(eΞ3vn1 + e (Ξ1- Ξ4) vn1 ) eΞ2vn1
x -

(eΞ2Θn1 + e (Ξ1- Ξ4) vn1 ) eΞ3vn1
x +

(e (Ξ1+ Ξ3) vn1 + e (Ξ1+ Ξ2) vn1 ) eΞ4vn1
(x - 1) ] +

O
K
v n2

, x ∈ [ 0, 1 ], n = 1, 2,⋯ (19)

其中, Ξ1 = e
5
4 Πi, Ξ2 = e

3
4 Πi, Ξ3 = e- Πi

4 , Ξ4 = e
Πi
4。并且存

在一个常数M 0 > 0,使得对每个特征函数Ωn j
(x ) ,有

不等式

ûΩn j
(x , v n j

) û ≤M 0

ûΩ′n j
(x , v n j

) û ≤M 0n
, j = 1, 2,　n = 1, 2,⋯

(20)

　　证明略。

4　R iesz基

　　由引理 2 知{<n j
(x , Θn j

) } 是 (8) 对应于特征值

{Κn j
} 的特征元, 所以{<n j

(x , Θn j
) } 是相互直交的, 且

构成L 2 (0, 1) 和V 0的正交基。因 <0 (x ) =
1
2

x 2是系

统 (3) 的对应于特征值 Κ0 = 0的特征元,显然V ×

L 2 (0, 1) = V 0 × L 2 (0, 1) + {ax 2} × {0}。不妨设

‖<n j
‖ = 1; j = 1, 2; n = 1, 2,⋯。可以验证{<0, 0}
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和
1

2ûΚn j
û

(<n j
, Κn j

<n j
) T
构成V ×L 2 (0, 1) 的标准正

交基。由引理 4知{Ωn j
(x , v n j

) }是系统 (2) 的特征元。

容易验证 7 n j
=

1
2ûΛn j

û
(Ωn j

, Λn j
Ωn j

) T ( j = 1, 2; n = 1,

2,⋯) 是系统 (5) 的特征元。

定理 1　对系统 (5) ,当 0 < K < ∞时,存在M

> 0和一个自然数N 0,使得系统 (5) 的特征元{7 n j
}

和系统 (4) 的特征元满足

∑
∞

n= N 0

∑
2

j = 1

‖7 n j
- 5 n j
‖2 ≤ 2M∑

∞

n= N 0

1
n2 (21)

　　证明　由引理 2和引理 4知,存在N 0≥ 1,当

n ≥N 0 时, Ωn j
是系统 (21) 的特征函数,且有

7 n j
- 5 n j

=

1
2ûΛn j

û
(Ωn j

, Λn j
Ωn j

) T -
1

2ûΚn j
û

(<n j
, Κn j

<n j
) T =

1
2ûΛn j

û
( (Ωn j

- <n j
) , Λn j

(Ωn j
- <n j

) ) T +

ûΚn j
û - ûΛn j

û
2ûΛn j

ûûΚn j
û <n j

,
Λn j

ûΚn j
û - Κn j

ûΛn j
û

2ûΛn j
ûûΚn j

û <n j

T

(22)

由引理 2和引理 4,经计算得

∫
1

0
(Ωn1

(x ) - <n1
(x ) ) (Ωn1

(x ) - <n1
(x ) ) dx ≤M

n2

(23)

所以

∑
∞

n= N 0

∑
2

j= 1
‖7 n j

- 5 n j
‖2 ≤ 2K 1∑

∞

n= N 0

1
n2 (24)

　　定理 2　存在一个∆0: 0 < ∆0 < + ∞,使当 0≤

K < ∆0时,系统 (21) 的特征元张成V ×L 2 (0, 1) 的

R iesz基。

证明　由引理 3知,存在一个自然数N 1,当 n

≥N 1 时, Λn j
( j = 1, 2; n = N 1,N 1 + 1,⋯) 是系统

(5) 的简单特征值。由定理 1,存在自然数N 2,使得

∑
∞

n= N 2

∑
2

j= 1
‖7 n j

- 5 n j
‖2 = Η0 < 1

设M 1 = m ax{ûΚn j
û , j = 1, 2; n = 1, 2,⋯,N 2},则对

复平面的闭区域{Κ, ûΚû ≤M 1 + 1}, 由前面诸引理

和Rouché定理,存在∆0 > 0,当 0≤K ≤∆0时,系统

(5) 在以 Κ0 = 0和 Κn j
为圆心 (n < N 2) , ∆0为半径的

圆内只有一个简单特征值,且 Λn j
= Κn j

+ O (K )。由

引理 4中 Ωn j
的表达式知,当 K 适当小时,有

∑
N 2- 1

n= 1
∑

2

j = 1
‖7 n j

- 5 n j
‖2 = Η1 < 1 - Η0

因此,有

∑
∞

n= 1
∑

2

j= 1
‖7 n j

- 5 n j
‖2 < Η1 + Η0 < 1

由 Payley - W iener定理[10 ] , {7 n j
}是V ×L 2 (0, 1)

的一个R iesz基。

由定理 2可得本文的主要结论:

定理 3　系统 (5) 生成的C 0半群的最优指数衰

减率可由下式计算。

Ξ0 = Sup {R eΚ, Κ∈ Ρ(A ) } (25)

参 考 文 献
1　Chen G, K ran ts S G, M a D W et a l . T he Euler -

Bernou lli beam equation w ith boundary energy dissipa2
t ion. In: Operato r M ethods fo r Op tim al Contro l P rob2
lem s. N ew Yo rk: M arcel- D ekker, 1987. 67- 96

2　Chen G, D elfour M C, K rall A M et a l . M odeling, sta2
bilizat ion and con tro l of seria lly connected beam. S IAM

J Contro l Op tim , 1987, 25 (3) : 526- 546

3　Chen G, K ran ts S G, R ussell D L et a l. A nalysis, de2
sign and behavio r of dispative jo in ts fo r coup led beam s.

S IAM J A pp lM ath, 1989, 49 (6) : 1665- 1693

4　Conrad F. Stab ilizat ion of beam s by po in tw ise feedback

con tro l. S IAM J Contro l Op tim , 1990, 28 (2) : 423-

437

5　K rall A M. A symp to tic stab ility of the Euler- Bernou lli

beam w ith boundary con tro l. J M ath A pp l, 1989, 137

(2) : 288- 295

6　Conrad F, M o rgiil O
¨

. O n the stab ilizat ion of a beam

w ith a tip m ass. S IAM J Contro l Op tim , 1998, 36 (6) :

1934- 1963

7　R ebarber R. Exponetia l stab ility of coup led beam s w ith

dissipative jo in ts: A frequency dom ain app roach. S IAM

J Contro l Op tim , 1995, 33: 1- 28

8　Yu J Y, L i S J , Zhu G T. T he stab ility of the tim e

varab le elast ic system. Science in Ch ina, Series E,

1996, 39 (1) : 92- 102

9　M A 纳依玛克著. 王志成译. 线性微分算子. 北京: 科学

出版社, 1964

10　R iesz F, N agy B S. Functional analysis. N ew Yo rk:

U ngar, 1955

作 者 简 介
　　于景元　男, 1937 年生。北京信息与控制研究所研究

员,博士生导师。研究方向为复杂系统等。

　　王耀庭　男, 1958年生。山西大学数学系讲师。研究方

向为分布参数控制系统等。

　　李胜家　男, 1956年生。山西大学数学系教授。研究方

向为分布参数控制系统,微分方程应用等。

144 控　　制　　与　　决　　策 2 0 0 0 年


