
广义分布参数扰动系统滑动模态控制3

杨建辉
(华南理工大学工商管理学院　广州　510640)　

刘永清
(华南理工大学自动控制工程系)

摘　要　研究广义分布参数扰动系统的变结构及其一致收敛问题。通过引入滑动模态补偿器,得到了简

约型变结构控制的设计方法。最后研究了系统的动态品质,并指正了个别文献中存在的错误。
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Abstract　T he variab le structu re con tro l p rob lem of singu lar distribu ted param eter system is studied

and un ifo rm ly convergence is considered. T he design m ethods of variab le structu re con tro l of skeleton

type are ob tained by in troducing sliding mode compensato r. F inally, the p ropert ies of the system are

discussed and m istakes in individual reference are po in ted ou t.
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1　引　　言

　　人们对分布参数系统的变结构控制理论已进行

了系统的研究[1, 2 ]。广义分布参数系统是较分布参数

系统更为广泛的一类系统,如热流、温度分布、电缆

信号传播、热质交换、气体吸附、磁流、谐振线、波导

线和弱解耦系统等[3- 5 ]。它们与一般分布参数系统

有着本质的区别, 当受到干扰时, 不仅会使系统失

稳,而且系统结构也会发生很大变化,如引起脉冲行

为等。

广义分布参数系统研究是近期才开始的[3- 9 ] ,

其控制综合设计的最早报导见文献[ 6 ]。最近我们也

得到了一些结果[7- 9 ]。文献[ 6 ]对广义分布参数系统

进行了鲁棒镇定控制设计,作者从W eierst rass分解

形式入手对一类广义分布参数系统进行了综合设

计,由于分解是针对状态变量而言的,因此往往给控

制器的设计带来不便;而且文献[ 6 ]在利用分离变量
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法展开时有误,导致后面讨论中出现的问题。本文利

用简约型分解对广义分布参数扰动系统进行综合设

计,实现了控制变量的完全分离,得到了广义分布参

数扰动系统的控制律。

2　简约型等价分解

　　考虑如下广义分布参数扰动系统

E
5Z (x , t)

5 t
= A

52Z (x , t)
5x 2 + Q Z (x , t) +

　　　　　　B u (x , t) + f (x , t)

Z (0, t) = Z (1, t) = 0

Z (x , 0) = Υ(x ) ,　0≤ x ≤ 1

(1)

其中, Z ∈ R n 为系统状态, Z (x , t) ∈ H 1
0 ( (0, l) ×

(0,∞) ) (Sobo lev space) 为系统输出, u ∈ R m 为系

统控制输入, f (x , t) ∈ R n 为系统的有界外界干扰,

且充分光滑; E ,A ,Q ∈ R n×n ,B ∈ R m×n , 且 detE =

0, (E ,A ) 正则, rankE = r < n。对系统 (1) 的齐次方

程,我们利用固有函数法[3, 10 ] ,令

Z (x , t) = X ( t) T (x )

其中X ( t) ∈R n×n , T (x ) ∈R n。代入得
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EX ′( t) T (x ) = A X (x ) T″(x )

解得特征值为{nΠ},特征向量函数系为

{sin (nΠx ) h n},　n = 1, 2,⋯

其中hn∈R n为一常向量。利用特征向量函数系把系

统 (1) 的 Z (x , t) , u (x , t) , Υ(x ) , f (x , t) 展成

Z (x , t) =

∑
∞

n= 1
X n ( t) sin (nΠx ) h n⋯X n ( t) ∈R n×n (2)

u (x , t) =

∑
∞

n= 1

un ( t) sin (nΠx ) h n⋯un ( t) ∈R m×n (3)

f (x , t) =

∑
∞

n= 1
f n ( t) sin (nΠx ) h n⋯f n ( t) ∈R n×n (4)

Υ(x ) = ∑
∞

n= 1
Υn sin (nΠx ) hn⋯Υn ∈R n×n (5)

其中, X n ( t) , u n ( t) , f n , Υn 分别是 Z (x , t) , u (x , t) ,

f (x , t) , Υ(x ) 的Fou rier系数。将 (2) - (5) 代入 (1) ,

利用特征向量函数系{sin (nΠx ) }的完备性得到矩阵

函数微分方程

EXα
n ( t) = - (nΠ) 2A X n ( t) + Q X n ( t) +

　　　　 B un ( t) + f n ( t)

X n (0) = Υn,　n = 1, 2,⋯

(6)

因为 (E ,A ) 正则,则存在非奇异矩阵 P , T 使 (6) 等

价于

Xα
n1

( t) = (Q 11 - (nΠ) 2A 11)X n1
( t) +

　　　　 (Q 12 - (nΠ) 2A 12)X n2
( t)

E
�

X n2
( t) = (Q 21 - (nΠ) 2A 21)X n1

( t) + (7)

　　　　　 (Q 22 - (nΠ) 2A 22)X n2
( t) +

　　　　　B 2un ( t) + f n2
( t)

其中 f n ( t) ∈ ImB ,B 列满秩。

PET =
I n- m 0

0 E
� ,　PA T =

A 11 A 12

A 21 A 22

PQ T =
Q 11 Q 12

Q 21 Q 22

,　PB = [ 0,B ]T

P f n = [ 0　f n2 ]T , X n = T [X n1　X n2 ]T ,B ∈R m×m 可

逆。

3　综合设计

　　引理 1　若 (E ,A - (nΠ) 2Q ,B )R - 能控, rank

(E ,B ) = n ,B 列满秩, f (x , t) ∈ ImB , 对系统 (6) ,

存在非奇异矩阵P , T 使系统 (6) 受限等价于 (7) ,且

(Q 11 - (nΠ) 2A 11,Q 12 - (nΠ) 2A 12) 能控。

　　证明略。

　　引理 2　对广义系统 (6) ,在满足引理 1的条件

下,存在切换流形

S n = CX n1 + E�X n2 + z

zα= - [ (C + E�nK n1
) (Q 11 - (nΠ) 2A 11) -

　　n2K n2K n1 ]X n1 - [nK n2 + (E
�

nK n1 +

　　C ) (Q 12 - (nΠ) 2A 12) ]X n2

使在 S n = 0上,系统 (6) 渐近稳定。其中 K n1 , K n2 分

别满足

Ρ[ (Q 11 - (nΠ) 2A 11) +

(Q 12 - (nΠ) 2A 12) nK n1 ] < C - (8)

Ρ(E
�, K n2

) < C -

deg [det (ΚE� - K n2
) ] = rankE�

(9)

　　证明　由引理 1知, (Q 11 - (nΠ) 2A 11, Q 12 -

(nΠ) 2A 12) 能控。类似于文献 [ 7 ] 的证明, 知 (Q 11 -

(nΠ) 2A 11, Q 11 - (nΠ) 2nA 12) 能控,故存在 K n1 使 (8)

成立。显然存在 K n2 使 (9) 成立,这说明系统不会产

生脉冲行为。在 S n = 0上,由 Sα
n = 0可得等效控制

uneq =

- B - 1
2 {[ (Q 21 - (nΠ) 2A 21) -

E�nK n1
(Q 11 - (nΠ) 2A 11) + n2K n2K n1 ]X n1 +

[ (Q 22 - (nΠ) 2A 22) - nK n2 -

E
�

nK n1
(Q 12 - (nΠ) 2A 12) ]X n2 + f n2}

理想滑动模方程为

Xα
n1

( t) = (Q 11 - (nΠ) 2A 11)X n1
( t) +

　　　　 (Q 12 - (nΠ) 2A 12)X n2
( t)

E
�

X n2
( t) = [E

�
nK n1

(Q 11 - (nΠ) 2A 11) -

　　　　　n2K n2K n1 ]X n1
( t) + [nK n1 +

　　　　　E�nK n2
(Q 12 - (nΠ) 2A 12) ]X n2

( t)

(10)

以下类似于文献[ 11 ] 证明。由 (10) 知, 滑动模运动

与干扰无关。

引理 3　 对广义系统 (6) , 若满足引理 1 的条

件,则存在控制

u n ( t) =

- B - 1
2 {[ (Q 21 - (nΠ) 2A 21) -

E�K n1
(Q 11 - (nΠ) 2A 11) + K n2K n1 ]X n1 +

[ (Q 22 - (nΠ) 2A 22) - K n2 - E
�

K n1
(Q 12 -

　　　 (nΠ) 2A 12) ]X n2} - ΕS n (Α+ S T
n S n) - 1ö2 -
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　　　‖P‖∆n sngS n (11)

使系统 ( 6 ) 的闭环系统渐近稳定 , 式中Α= m in

{S T
n S n}。

证明　因为 f (x , t) 有界,由 (4) 知 f n ( t) 有界

且lim
t→∞

f n ( t) = 0,总存在连续函数 ∆n ≥ 0,使

‖f n ( t)‖≤ ∆n (‖EX n‖) ,　∆n (0) = 0

　　下面证明系统 (6) 在控制 (11) 作用下可实现滑

动模运动,即切换流形 S n = 0是可达的。沿系统 (7)

的解的轨道, S n 对 t的导数

Sα
n = CXα

n1 + E�Xα
n2 + zα=

　　 - ΕS (Α+ S T
n S n) - 1ö2 +

　　f n2
( t) - ‖P‖∆n sgnS n

S T
n Sα≤- Ε 2

2
(S T

n S n) 1ö2 +

　　　S T
n f n2

( t) - S T
n‖P‖∆n sgnS n ≤

　　　 - Ε 2
2

(S T
n S n) 1ö2 +

　　　‖S T
n‖‖P‖ (∆n - ∆n) =

　　　 - Ε 2
2

(S T
n S n) 1ö2 < 0

令V =
1
2

S T
n S n ,则Vα≤- Ε V < 0,故可实现滑动

模运动。由此得到达时间 t1 = V ( t0) Ε,故

S n ( t) = 0,　t≥ t1

可以证明闭环系统渐近稳定。

下面讨论 Z (x , t) , u (x , t) 的一致收敛性问题。

定理 1　广义分布参数系统 (1) ,若满足引理 1

和引理 2的条件,且

Ρ(Q 11 + nQ 12K n1
) < C - (12)

Ρ(A 11 + nA 12K n1
) < C - (13)

的所有元素具有正实部, 则系统 (1) 的滑动模方程

(10) 的解 (2) 一致收敛。

证明略。

定理 2　若广义分布参数系统 (1) 满足定理 1

的条件,且

lim
n→∞

‖f n ( t)‖
nΑ = a

lim
n→∞

∆n

nΒ = b

,　Α≥ Β > 1

则系统 (1) 的解 (2) 和 (3) 一致收敛。

定理 2的证明与定理 1证明类似,此略。

定理 3　若 (E ,A ) 正则,且满足引理 1的条件,

则存在变结构控制

u (x , t) =

∑
∞

n= 1

(- B - 1
2 {[ (Q 21 - (nΠ) 2A 21) -

E�K n1
(Q 11 - (nΠ) 2A 11) + K n2K n1 ]X n1 +

[ (Q 22 - (nΠ) 2A 22) - K n2 - E�K n1
(Q 12 -

(nΠ) 2A 12) ]X n2} - ΕS n (S T
n S n) - 1ö2 -

‖P‖∆n sngS n) sin (nΠx ) h n (14)

使系统 (1) 的轨线在最小意义下渐近稳定。

显然,在实际工作中,控制 (14) 难以实现,根据

实际要求, 我们用 Z (x , t) 的低维模态成分来满足,

将控制取为

u (x , t) =

∑
N

n= 1

(- B - 1
2 {[ (Q 21 - (nΠ) 2A 21) -

E�K n1
(Q 11 - (nΠ) 2A 11) + K n2K n1 ]X n1 +

[ (Q 22 - (nΠ) 2A 22) - K n2 - E
�

K n1
(Q 12 -

(nΠ) 2A 12) ]X n2} - ΕS n (S T
n S n) - 1ö2 -

‖P‖∆n sngS n) sin (nΠx ) h n (15)

但是如何选取N ,控制 u (x , t) 才能保证系统达到需

要的动态品质?下面给出有关定理:

定理 4　对广义分布参数系统 (1) ,若满足引理

1的条件,且如下集合

Ρ(E ,A ) =

{s: s∈C , ûsE - A û = 0, C 为复平面}

的所有元具有正实部,则对Π Ε> 0,存在N{ , T 和控

制 (15) ,当 t > T , n > N{ 时,系统 (1) 的解为

‖Z (x , t)‖ < Ε
　　证明略。

4　文献[ 6 ] 中存在的问题

　　文献[ 6 ] 中有关内容原文如下:

　　考虑如下控制系统

E
5y ( t, x )

5t
= A

52Y ( t, x )
5x 2 + Q y ( t, x ) +

　　　　　　B u ( t, x ) + B g ( t, x ) (13 )

y ( t, 0) = y ( t, 1) = 0

y (0, x ) = F (x ) ,　0≤ x ≤ 1

这里, y ( t, x ) ∈R n为状态向量, u ( t, x ) ∈R m 是输入

量, g ( t, x ) 表示摄动量, F (x ) ∈R n表示 x 的连续函

数, E ,A ,B ,Q 为适当维数的常阵, det (E ) = 0 且

(E ,A ) 是正则的。

由文献[ 3 ] 知,当Q = O n×n ,B = O n×m 时,利用

分离变量法,取
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y ( t, x ) = G ( t)H (x )

其中, G ( t) ∈R n×n , H (x ) ∈R n。可求得

H K (x ) = sin (K Πx ) hK ,　K = 1, 2,⋯

此即为 (13 ) 的固有函数, (K Π) 2 为其固有值, hK ∈

R n。利用此固有函数可将系统 (13 ) 的解 y ( t, x ) , 控

制 u ( t, x ) 与扰动 g ( t, x ) 展开成

　　　y ( t, x ) =

　　　∑
∞

n= 1

GK ( t) sin (K Πx )⋯G K ( t) ∈R n (23 )

　　　u ( t, x ) =

　　　∑
∞

n= 1
uK ( t) sin (K Πx )⋯uK ( t) ∈R m (33 )

　　　g ( t, x ) =

　　　∑
∞

n= 1
g K ( t) sin (K Πx )⋯g K ( t) ∈R m (43 )

将它们代入 (13 ) 可得GK ( t) 的广义方程

EGα
K ( t) =

- (K Π) 2A G K ( t) + Q G K ( t) +

B uK ( t) + B g K ( t) ,　K = 1, 2,⋯ (53 )

　　 文献[ 6 ] 在利用分离变量法时出错, 特征向量

函数系应为{sin (nΠx ) hn}, n = 1, 2,⋯。h n∈R n为一

常向量, 而不是函数系{sin (nΠx ) }。关键在于 G ( t)

∈ R n×n , 故应推出GK ( t) ∈ R n×n; 同理 uK ( t) , g K ( t)

∈R m×n。事实上 (7) 和 (53 ) 是一个矩阵函数微分方

程,而不是一个向量函数微分方程, 故在讨论系统

(1) 或 (13 ) 的性态时,其范数是不同的,证明当然也

不同,结论就会有差异。
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