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摘　要　针对存在状态矩阵、输入矩阵结构化摄动和外界扰动输入等不确定性的连续线性时变系统,给

出滚动时域H ∞控制律及其存在性的充分条件。该控制律使系统闭环稳定,且系统对扰动输入的增益不

超过某一人为设定的上界。进一步考虑执行机构非线性特性,推导出上述系统当执行机构存在扇区非线

性摄动时的稳定滚动时域H ∞控制律及其存在性的充分条件。
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Abstract　Considering con tinuous linear t im e- varying system s w ith distu rbance and pertu rbations on

the sta te and inpu t m atrix, the receding ho rizon H ∞ con tro l law and the sufficien t condit ion fo r its ex is2
tence are derived. T he con tro l law m akes the system clo sed- loop stab le, and the gain of the system fo r

the distu rbance inpu t w ill be lim ited under a schedu led upper - bound. Furthermo re, using sim ilar

m ethod, the receding ho rizon H ∞ con tro llers of the above system in p resence of a k ind of actuato r non2
linear pertu rbation are ob tained.
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1　引　　言

　　70 年代末, Kw on 等人提出了基于有限时域二

次型性能指标最优的滚动时域控制 (RHC) [1 ] , 它利

用终端定点约束保证了闭环系统的稳定性。考虑到

系统外界扰动的存在, Tadm o r 等人提出了终端约

束滚动时域H ∞ 控制[2 ] , 给出相应的控制律及其存

在的充分条件,该控制律使系统闭环稳定,且使系统

对于扰动信号的增益不超过某一人为设定的上界。

实际系统除受外界扰动影响外, 还会受到自身

参数摄动或执行机构非线性特性的影响。目前对于

有摄动系统鲁棒预测控制的研究还远未完善。文献

[ 3 ] 对输入矩阵具有结构化摄动的线性系统设计了
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鲁棒滚动时域控制器。本文在此基础上对滚动时域

H ∞ 控制做进一步研究, 给出不确定系统的滚动时

域H ∞控制律及其存在性的充分条件。

2　问题的提出和描述

　　同时存在状态矩阵结构化摄动和外界扰动输

入的线性时变 (L TV ) 系统为

xα( t) = [A ( t) + ∃A ( t) ]x ( t) +

B 1 ( t)w ( t) + B 2 ( t) u ( t) (1)

其中 x ( t) ∈R n , u ( t) ∈R m ,w ( t) ∈L 2,w ( t) 为外界

扰动输入, u ( t) 为控制输入, ∃A ( t) 为结构化摄动;

∃A ( t) Χ E ( t) 2 ( t) F ( t) , 2 ( t) ∈R p×q,A ( t) ,B 1 ( t) ,

B 2 ( t) , E ( t) 及 F ( t) 为具有相应维数的已知矩阵。未

知摄动项 2 ( t) 满足

‖2 ( t)‖∞ < 1 (2)
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其中　‖2 ( t)‖∞ = sup
w∈L 2

‖2 ( t)w ( t)‖
‖w ( t)‖

文中 ‖ õ ‖L 2 指 L 2 范数或其诱导范数, 如

‖∃‖2
L 2 [s, t ] =∫

t

s
∃T ∃dΣ。取L 2 [ 0, ∞) , 下文简记为

‖õ‖。L 2 为所有平方可积函数集合。

类似地, 将同时存在输入矩阵结构化摄动和外

界扰动输入的L TV 系统描述为

xα( t) = A ( t) x ( t) + B 1 ( t)w ( t) +

[B 2 ( t) + ∃B 2 ( t) ]u ( t) (3)

其中 ∃B 2 ( t) Χ E ( t) 2 ( t) F ( t)。2 ( t) 的意义与系统

(1) 相同。

　　若系统 (1) 执行机构存在非线性摄动时描述如

下

xα( t) = A ( t) x ( t) + B 1 ( t)w ( t) +

B 2 ( t) <(u ( t) , t) (4)

其中 u ( t) 为设计的控制律。由于执行机构的非线

性, 该控制律是通过非线性函数 <(u ( t) , t) 起作用

的。

　　滚动时域H ∞ 控制是指: 在每一时刻 t,针对上

述系统,对如下滚动性能指标进行优化

m in
u

m ax
w

{‖z‖2
L 2 [ t, t+ T ] - Χ2‖w ‖2

L 2 [ t, t+ T ]}

s. t. x ( t + T ) = 0
(5)

其中 x ( t + T ) = 0为终端约束, z 为辅助输出信号。

本文取 z = Cx + D u , C TD = 0, C TC = Q ,D TD = R ,

于是有

‖z‖2
L 2 [ t, t+ T ] =∫

t+ T

t
(x TQ x + uTR u ) dΣ

Χ> 0为人为设定的扰动增益上界。优化后的反馈

控制律为 u (Σ) = k (Σ) x (Σ) , Σ∈ [ t, t + T ],而实际

实施于系统的控制量为 u ( t) = k ( t) x ( t)。下一时刻

则将时域向前滚动,重新计算控制量。

对于这样的不确定系统, 控制的目的一方面使

系统闭环稳定, 另一方面则要求闭环系统关于扰动

w ( t) ∈ L 2 的映射 # zw : w → z (x ( t0) = 0,w , u =

k ( t) x ( t) ) 满足

‖# zw‖∞ = sup
w∈L 2

(‖# zww ‖ö‖w ‖) ≤ Χ

3　有外界扰动和结构化摄动的
滚动时域H ∞控制

　　首先介绍一个引理,该引理针对无摄动的连续

时变系统, 给出了具有人为设定扰动增益的滚动时

域H ∞控制存在的充分性条件。

引理 1[2 ]　考虑受扰系统

xα( t) = A ( t) x ( t) + B 1 ( t)w ( t) + B 2 ( t) u ( t)

z ( t) = C ( t) x ( t) + D ( t) u ( t)　　　　　　　 (6)

其中 C ( t) ,D ( t) 满足 C T ( t)C ( t) = Q ( t) > 0,

D T ( t)D ( t) = R ( t) > 0,且C T ( t)D ( t) = 0,w ∈L 2。

在性能指标 (5) 下,该系统存在滚动时域H ∞控制律

的充分条件是:存在T > 0,使如下微分R iccat i方程

　　 5
5ΣP (Σ, t + T ) =

　　 A (Σ) P (Σ, t + T ) + P (Σ, t + T )A (Σ) T +

　　 P (Σ, t + T )Q (Σ) P (Σ, t + T ) +

　　 Χ- 2B 1 (Σ)B T
1 (Σ) - B 2 (Σ)R - 1B T

2 (Σ) (7)

在边界条件为 P ( t + T , t + T ) = 0下,存在一致有

界对称正定阵 P (Σ, t + T ) , t ≤ Σ≤ t + T , 同时

P - 1 ( t, t + T ) 存在且一致有界。于是系统 (1) 稳定,

且扰动闭环增益满足‖# zw‖∞ ≤ Χ,相应的最优控

制律为

u ( t) = K ( t) x ( t) =

- R - 1 ( t)B T
2 ( t) P - 1 ( t, t + T ) x ( t) (8)

　　基于引理 1和线性分式变换 (L FT ) 方法,下面

分别给出系统 (1) 和系统 (3) 的滚动时域H ∞ 控制

律及其存在性的充分条件。

定理 1　对于系统 (1) ,如果存在正实数 T , Ε>

0,使微分R iccat i方程

5
5ΣP (Σ, t + T ) =

A (Σ) P (Σ, t + T ) + P (Σ, t + T )A T (Σ) +

P (Σ, t + T ) (Q + Ε2F T (Σ) F (Σ) ) P (Σ, t + T ) +

Χ- 2B 1 (Σ)B T
1 (Σ) + Ε- 2E (Σ) E T (Σ) -

B 2 (Σ)R - 1B T
2 (Σ) (9)

其中 P (Σ, t + T ) ( t≤ Σ≤ t + T ) 性质同引理 1。若

采用控制律 (8) , 则系统 (1) 稳定, 且扰动闭环增益

满足‖# zw‖∞≤ Χ。
证明　对系统 (1) 进行L FT 变换,则有如下增

广形式

xα= A x + Ε- 1Ew 0 + B 1w + B 2u

z = C x + D u

z 0 = ΕF x

w 0 = 2 z 0

(10)

令

w ′=
w 0

Χ , w{ =
w

w ′
, zλ =

z

z 0

Bϖ1 = [B 1　
ΧE
Ε ], Cθ =

C

ΕF
, D{ =

D

0
, Bϖ2 = B 2
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进一步将系统 (10) 描述为确定部分G 和摄动部分

G 2 ,即

G:
xα= A x + Bϖ1w

{ + Bϖ2u

zλ = Cθx + D{ u
(11a)

G 2: w 0 = 2 z 0 (11b)

G 称为名义系统。这样变形后, 结构摄动w 0 和扰动

输入w 均可作为子系统 (11) 的外界扰动, 合记为

w{。对名义系统 (11) ,在每一时刻 t对如下滚动性能

指标进行优化

m in
u

m ax
w

{‖zλ‖2
L 2 [ t, t+ T ] - Χ2‖w{ ‖2

L 2 [ t, t+ T ]}

s. t. x ( t + T ) = 0

根据引理1,若存在状态反馈u ( t) = K ( t) x ( t) ,其中

K ( t) = - R - 1B T
2 ( t) P - 1 ( t, t + T ) , P ( t, t + T ) 为微

分R iccat i方程 (9) 的解。则系统 (11) 闭环稳定, 且

扰动闭环增益

# zw : w{ → zλ(x ( t0) = 0,w{ , u = K ( t) x ( t) )

满足‖# zw‖∞≤ Χ。又因

# zw =
# zw 3
3 # z 0w′

其中 3 表示适当的矩阵。则根据算子性质有
‖# zw‖∞≤ Χ和‖# z 0w′‖∞ ≤ Χ,因此

‖# z 0w 0‖∞≤ 1

　　考虑上述状态反馈 u ( t) 作用下的闭环系统G

+ G 2 ,上面已有‖# z 0w 0‖∞≤ 1。又因‖# w 0z 0‖∞ =

‖2‖∞ < 1, 根据小增益定理, 则系统 (10) 闭环稳

定。(证毕)

　　定理 2　对于系统 (3) ,如果存在正实数 T , Ε>

0,使微分R iccat i方程

5
5ΣP (Σ, t + T ) =

A (Σ) P (Σ, t + T ) + P (Σ, t + T )A T (Σ) +

P (Σ, t + T )Q P (Σ, t + T ) + Χ- 2B 1 (Σ)B T
1 (Σ) +

Ε- 2E (Σ) E T (Σ) - B 2 (Σ) (R +

Ε2F T (Σ) F (Σ) ) - 1B T
2 (Σ) (12)

有解, P (Σ, t + T ) ( t≤ Σ≤ t + T ) 性质同引理 1。若

采用如下控制律

　 u ( t) = K ( t) x ( t) =

　 - (R + Ε2F TF ) - 1B T
2 ( t) P - 1 ( t, t + T ) x ( t) (13)

则系统 (3) 稳定,且干扰衰减增益满足

‖# zw‖∞≤ Χ

　　证明　对系统 (3) 进行L FT 变换,则有如下增

广形式

xα= A x + B 1w + Ε- 1Ew 0 + B 2u

z = C x + D u

z 0 = ΕF u

w 0 = 2 z 0

(14)

令

w ′=
w 0

Χ , w{ =
w

w ′
, zλ =

z

z 0

Bϖ1 = [B 1　
ΧE
Ε ], Cθ =

C

0
, D{ =

D

ΕF
, Bϖ2 = B 2

则可将系统 (14) 描述为 (11) 的形式。类似于定理 1

中分析,即可证得。

考虑分别对应于系统 (1) 和系统 (3) 的如下线

性定常系统

xα( t) = [A + E 2 ( t) F ]x ( t) +

B 1w ( t) + B 2u ( t) (15)

xα( t) = A x ( t) + B 1 ( t)w ( t) +

[B 2 + E 2 ( t) F ]u ( t) (16)

当时域长度 T →∞,定理 1, 2中的微分R icca ti方程

(9) , (12) 分别蜕化为如下代数方程

PA + A T P + P [Χ- 2B 1B
T
1 + Ε- 2E E T -

B 2R
- 1B T

2 ]P + Q + Ε2F T F = 0 (17)

PA + A T P + P [Χ- 2B 1B
T
1 + Ε- 2E E T -

B 2 (R + Ε2F TF ) - 1B T
2 ]P + Q = 0 (18)

相应的控制律 (8) , (13) 蜕化为如下的常系数反馈

u ( t) = K x ( t) = - R - 1B T
2 P x ( t) (19)

u ( t) = K x = - (R + Ε2F TF ) - 1B T
2 P x ( t) (20)

此时滚动时域H ∞ 控制律等同于鲁棒H ∞ 控制, 于

是有如下推论:

推论 1　对于系统 (15) (或 (16) ) , 如果R icca ti

方程 (17) (或 (18) ) 存在正常对称解 P ,则在控制律

(19) (或 (20) ) 作用下,闭环系统稳定。

4　一类执行机构扇区非线性
摄动下的滚动时域H ∞设计

　　执行机构具有扇区非线性的系统已为众多学

者所研究。文献 [ 4 ] 对该类线性定常系统进行了鲁

棒控制器设计,将扇区非线性特性变形,使原摄动系

统描述为结构不确定性的系统, 从而应用H ∞ 设计

方法使原问题得以解决。采用类似的思路,本文提出

扇区非线性摄动下不确定性系统的滚动时域H ∞设

计问题,并给出控制律形式。

首先给出扇区非线性描绘: <(u ) 为一非线性扇

区函数,即如图 1所示的扇区。定义 u0 = <(u ) - (1
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+ Α) uö2,其中 1≥ Α≥ 0。于是有

图 1　扇区[Α, 1 ], (0≤ Α≤ 1)

<(u ) = u 0 + (1 + Α) uö2

且‖u 0‖≤ (1 - Α)‖u‖ö2。易知 u 0属于如下集合

8 = { (1 - Α)M uö2:M ∈R m×m ,‖M ‖≤ 1}

　　具有扇区非线性摄动的系统 (4) , 采用上述定

义后可描述为

xα( t) = [A + ∃A ]x ( t) + B 1w +

(1 + Α)B 2u ( t) ö2 + B 2u 0 (21)

于是有如下定理:

定理 3　考虑具有执行机构扇区非线性的线性

时变系统 (4) , 如果存在正实数 T , Ε> 0, 使如下微

分R iccat i方程有解。

5
5ΣP (Σ, t + T ) =

A P (Σ, t + T ) + P (Σ, t + T )A T +

P (Σ, t + T ) (Q + Ε2
1F TF ) P (Σ, t + T ) +

Ε- 2
2 B 2B

T
2 + Χ- 2B 1 (Σ)B T

1 (Σ) + Ε- 2
1 E E T -

(1 + Α) 2

4
B 2 R +

(1 - Α) 2Ε2
2

4
I

- 1

B T
2 (22)

其中 P (Σ, t + T ) ( t≤ Σ≤ t + T ) 性质同引理 1。若

采用如下控制律

u ( t) = K ( t) x ( t) =

-
1 + Α

2 R +
(1 - Α) 2Ε2

2

4
I

- 1

×

B T
2 P - 1 ( t, t + T ) x ( t) (23)

则系统 (21) 稳定,且扰动闭环增益满足

‖# zw‖∞≤ Χ

　　证明　将系统 (21) 进一步写成

　xα( t) = (A + E 2 F ) x ( t) +

　　　　 1 + Α
2

B 2 +
1 - Α

2
B 2M u + B 1w (24)

令　　　　　w 1 = 2 z 1,　w 2 = M z 2

w ′1 = w 1öΧ,　w ′2 = w 2öΧ

Bϖ1 = [B 1　
ΧE
Ε1
　

ΧB 2

Ε2
],　Bϖ2 =

(1 + Α)B 2

2

w{ =

w

w ′1

w ′2

,　zλ =

z

z 1

z 2

,　Cθ =

C

Ε1F

0

D{ =

D

0

Ε2 (1 - Α) I ö2

于是系统 (24) 可改写为 (11) 的形式,类似于定理 1

的证明思路,本定理可证得。

5　仿真例子

　　考虑式 (1) 所描述的系统,其系统矩阵如下

A =
0 1

2 - 3
,　∃A =

rΥ( t) rΥ( t)

0 0

B 1 =
1

1
,　B 2 =

6

5
,　C = [ 1　1 ],　D = 1

其中 ûΥ( t) û < 1。选取不确定性参数形式为

∃A = E 2 ( t) F =
1

0
Υ( t) [ r　r ],　r = 0. 1

　　令Χ= 1, T = 1,w ( t) = 0. 1sin ( t)。由定理 1中

公式,当 Ε= 1时求得

P ( t, t + T ) =
15. 860 5 - 13. 288 5

- 13. 288 5 21. 892 8

进而得到滚动时域H ∞ 控制律 u = - 1. 159 1x 1 -

0. 932 0x 2。当 Ε= 10时求得

P ( t, t + T ) =
25. 282 4 - 24. 084 0

- 24. 084 0 33. 806 3

得到滚动时域H ∞控制律

u = - 1. 176 9x 1 - 0. 986 3x 2

　　由闭环系统轨迹可知, 上述控制器使系统稳

定,且有‖z ( t)‖≤ Χ‖w ( t)‖。

6　结　　语

　　本文首先针对存在状态矩阵和输入矩阵结构化

摄动的不确定系统,通过L FT 变换,将摄动和扰动

共存的问题转换为扰动问题形式,结合现有滚动时

域H
∞控制方法,得到稳定控制方案; 然后针对存在

执行机构非线性摄动的情形,进一步研究上述不确

定性系统的滚动时域H
∞控制器的设计方法,并给

出解的充分条件。这些工作对滚动时域控制或预测

控制在不确定系统中的发展有着重要意义。

(下转第 157页)
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　　经验证可知系统 (20) 满足定理 4的条件。并且

易知当 v (x , y ) = 0, x (0) = 0, y (0) < 0时,该系统

不稳定。利用本文方法,选择输入 v (x , y ) = y 2 + y 3,

此时系统 (20) 的扩展零动态为 yα= y 3, 易知其为 3

阶鲁棒稳定。故输入 v (x , y ) = y 2 + y 3 使系统 (20)

渐近稳定。

6　结　　论

　　针对零动态非渐稳的单输入单输出控制系统,

从关于零动态渐稳系统判稳的命题出发,结合本文

提出的鲁棒稳定的概念,给出了一个更一般的判断

系统渐近稳定性质的引理,并利用该引理得到零动

态非渐稳的系统局部渐近镇定的一个充分条件。在

此基础上,利用静态分叉控制的引理,对一类满足条

件 (S)的系统提供了使系统局部渐近镇定的反馈函

数存在的充分条件定理,并给出该反馈函数的具体

形式及约束条件公式。这使本文结果易于应用于实

际工程问题。

另一方面,本文也是对静态分叉控制理论的一

种简化。由于零动态的维数小于系统维数,仅对系统

零动态应用静态分叉控制的方法必然比对原系统应

用该方法简洁。

参 考 文 献
1　陈彭年,韩正之,张钟俊. 非线性控制系统镇定的若干进

展. 控制理论与应用, 1995, 12 (4) : 401- 409

2　A Isido ri. N onlinear con tro l system s. Berlin: Sp ringer-

V erlag, 1989

3　E H A bed, J H Fu. L ocal feedback stab ilizat ion and b i2
fu rcation con tro l- Part Ê . System s & Contro l L etters,

1987, 8 (31) : 467- 473

4　J H Fu. Smoo th feedback stab ilizab ility of non linear sys2
tem s. Contr T heo ry &A dvanced T ech, 1990, 6 (4) : 559

- 571

5　J Guckenheim er, P Ho lm es. N onlinear o scilla t ions, dy2
nam ical system s, and b ifu rcation of vecto r fields. Berlin:

Sp ringer- V erlag, 1983

作 者 简 介
　　李春文　男, 1958年生。清华大学自动化系教授,博士。

研究领域为非线性控制,稳定性分析等。

　　唐　云　男, 1941年生。 1965 年毕业于北京大学数学

系,现为清华大学应用数学系教授,博士生导师。主要研究方

向为动力系统及应用。

　　胡世文　男, 1972年生。1996年毕业于清华大学自动化

系,现为清华大学应用数学系硕士研究生。主要研究方向为

动力系统及其稳定性。

　　 (上接第 152页)

参 考 文 献
1　Kw on W H , A E Pearson. A modified quadratic co st

p rob lem and feedback stab ilizat ion of a linear system.

IEEE T rans on A utom Contr, 1977, 22 (6) : 838- 842

2　T admo r G. R eceding ho rizon revisited: A n easy w ay to

robustly stab ilize an L TV system. System s & Contro l

L etters, 1992, 18 (2) : 285- 294

3　吴玮琦. 鲁棒预测控制研究. 上海交通大学博士学位论

文, 1998

4　顾永如. 不确定系统的鲁棒稳定与控制. 浙江大学博士学

位论文, 1997

作 者 简 介
　　耿晓军　女, 1972年生。1996年在西北工业大学获工学

硕士学位,现为上海交通大学自动化系博士研究生。主要从

事非线性预测控制的研究。

　　席裕庚　男, 1946年生。1968年毕业于哈尔滨军事工程

学院, 1984年在慕尼黑工业大学获工学博士学位,现为上海

交通大学教授,博士生导师。目前主要研究方向为复杂工业

过程和智能机器人控制的理论和方法。

第 15 卷 第 2 期 李春文等: r阶鲁棒稳定性与零动态非渐稳单入单出系统的静态分叉控制镇定 157


